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Bevezetés 
Napjainkban már valamivel több, mint 1500 atommag előállításáról és vizs-
gálatáról adtak hírt az irodalomban. Ennek ellenére az atommagokról szerzett 
ismereteink erősen korlátozottak. E korlátozottság egyik alapvető oka az, hogy az 
ismert atommagok a proton-neutron síkban mind a stabil magok közelében, egy 
viszonylag keskeny sávon belül feküsznek, bennük a proton per neutron arány csak 
szűk határok között változik. Ugyanezt szemléletesen úgy is mondhatjuk, hogy az 
atommagok energiavölgyében csak a völgyfenéken levő magok ismeretesek (lásd 
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Z0 Rendszám 1. ábra) és innen — mint a lentebbi 
tárgyalásból kiderül — meglehető-
sen korlátozott a kilátás. 
A magfizika kísérleti berende-
zései az utóbbi pár évben nagy-
arányú fejlődésen mentek át: új, 
nagyteljesítményű gyorsítók szület-
tek, bevonult a gyakorlatba az „on-
line" tömegszeparátorok, félvezető 
detektorok és többdimenziós anali-
zátorok használata. Mindezek lehe-
tővé teszik igen rövid felezési idejű 
izotópok előállítását, azonosítását, 
egyidejű energia és felezési idő vizs-
gálatát stb. A fejlődés eredménye-
ként reális lehetőség nyílt több száz, 
1. ábra. A páratlan tömegszámú izobár atommagok
 sőt ezer új, rövid felezési idejű izo-
kötésenergiájának változása a rendszám függvényében
 t ó p d ő á l l í t á s á r a é s vizsgálatára, ami 
az alacsony energiájú magfizikai ku-
tatás egy új reneszánszának beköszöntését jelentheti. A jelen munka célja az, hogy 
áttekintést adjon az új atommagok előállításának és vizsgálatának lehetőségeiről. 
I. Új izotópok vizsgálatának szükségessége 
Új jelenségek várható felismerése 
Új atommagok előállításától és vizsgálatától várható alapvetően új jelenségek 
felismerése. Új izotópok előállítása jelenleg a mag proton per neutron aránya szem-
pontjából zömmel „különleges" magok előállítását jelenti, az atommag táblázatokon 
már csak kevés fehér folt van a stabil magok közelében. Nemrég sikerült szinte-
tizálni a 179Hg izotópot [1] 310 cm pólusátmérőjű nehéz ion ciklotronnal létrehozott 
147Sm + 40Ar reakció termékeként. E higany izotópban a stabilitási görbén 
fekvő 200Hg-hoz képest 21 neutronnal kevesebb van. Neutron hiányosabb cél-
tárgy, nehezebb bombázó ion és nagyobb pólusátmérőjű ciklotron alkalmazása 
reális lehetőséget ad a 179Hg-nél könnyebb izotópok szintetizálására is. Másrész-
ről várható olyan gyorsítók üzembehelyezése (pl. Dubnában), amivel létrehozható 
a legnehezebb magok egymással való ötvözése, pl. az U + U reakció is (a Coulomb-
fal magasság: 655 MeV). Nehéz pontosan leírni (1. később), hogy mi keletkezik a 
reakció eredményeként, de várhatóan sok, igen erősen neutron többletes mag is. 
A tisztán protonokból vagy tisztán neutronokból álló maganyagot közelítő 
különleges maganyag, pl. (20p + 50n) egészen új effektusokat is mutathat. A fizika 
története számos példát adott arra, hogy különleges feltételek mellett különleges 
jelenségek lépnek fel. Gondoljunk pl. a szupravezetésre vagy szuperfluiditásra ala-
csony hőmérsékleteken. 
Egyébként már eddig is észleltek olyan jelenséget erősen neutron hiányos 
magoknál, ami a stabil magok környékén nem lép fel: a késleltetett proton akti-
vitást [2]. Közelesen várható az alapállapotból történő p radioaktivitás felismerése is. 
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A félempirikus atommag-tömeg formula továbbfejlesztése 
Ismeretes, hogy az atommag tömegek, valamint az a,ß, p, nstb. bomlásenergiák 
leírásában milyen fontos szerepet tölt be a félempirikus atommag-tömeg formula. 
A több évtizedes próbálkozások ellenére a különböző szerzőktől származó formulák 
még mindig csak legfeljebb ± 300 keV átlagos pontosságai tudják megjósolni az 
atommag-tömegeket 1. pl. [3], [4]. A magtömeg kifejezésében az egyes tagok külön-
bözőképpen függnek a rendszámtól és neutronszámtól. Világos, hogy az egyes tagok 
relatív súlyát sokkal pontosabban meg lehetne ítélni, ha távol a stabilitási görbétől is 
lennének kísérleti adataink. Esetleg szükségessé válhat új paraméterek bevezetése 
is a formulába. 
A radioaktív bomlással kapcsolatos ismereteink fejlesztése 
Nem kétséges, hogy nagyszámú új izotóp előállítása és vizsgálata lényegesen 
tovább fogja fejleszteni a radioaktív bomlásokra vonatkozó ismereteinket. Külö-
nösen jelentős fejlődés várható a különböző típusú p és n bomlások esetében (kés-
leltetett p és n bomlás, nukleon emisszió alapállapotból, biproton bomlás stb.), 
mivel ezeket vagy csak kevés számú magnál észlelték (késleltetett nukleon bomlás), 
vagy még egyáltalán nem találták meg az elméleti várakozás ellenére sem (nukleon 
emisszió alapállapotból nehéz magoknál [5], [6], biproton bomlás [7]). A proton 
bomlás vizsgálata értékes információt szolgáltathat az atommagról. A nyert infor-
máció független olyan bizonytalanul számolható tényezőktől, mint pl. az a-részecske 
kialakulási valószínűsége a magban. 
Minél távolabb megyünk az elemek stabil izotópjaitól neutron hiányos irányban, 
esetleges kisebb ingadozásoktól eltekintve, annál nagyobb lesz az izotópok я, ß, p 
bomlási energiája. A ß bomlásánál a felezési idő viszonylag gyengén függ a bomlás-
energiától : még 20—30 MeV körüli igen nagy bomlásenergiát (nagyon erősen 
neutron hiányos izotópot [3]) és megengedett átmenetet feltételezve sem várható, 
hogy a ß parciális felezési idő 10~2—10~3 sec-nál rövidebb legyen (1. a ß bomlás 
energia-felezési idő nomogramját pl. a [8] munkában). Más a helyzet az я és ß 
bomlás esetén. Neutron hiányos irányban haladva a bomlásenergia növekedtével 
az я és p kibocsátás valószínűsége rohamosan növekszik és az a, ill. p bomlás bizo-
nyos határtól kezdve uralkodó bomlástípussá válik. Ezért lényeges fejlődés előtt 
állnak az я bomlással kapcsolatos ismereteink is. A félempirikus tömegformulák 
és az я bomlás elmélet alapján végzett számítások [9], [10] mutatják, hogy kevés 
kivétellel az összes elemnél várható olyan új neutronhiányos izotópok felismerése, 
amelyek alap vagy gerjesztett állapotból я sugárzást bocsátanak ki. Nemrég fedezték 
fel pl. az я aktivitás új tartományát az erősen neutron hiányos Te izotópok я sugár-
zásának kimutatásával [11]. 
A [9], [10] és [15] munkák áttekintést nyújtanak az a és g aktivitások vizs-
gálatának perspektíváiról. A rendelkezésre álló kísérleti adatok összefoglalása 
mellett határokat adnak meg, ahonnan kezdve késleltetett я és p aktivitás, valamint 
alapállapotból történő я aktivitás felismerése várható az atommagok rendszám-
neutronszám síkjában. A számítások a [3], [4] és [12] félempirikus tömegformulák 
adatain, valamint az я [13] és p [14] bomlás felezési idő-bomlásenergia összefüggésein 
alapulnak. Az eredmények a 2., 3. és 4. ábrán láthatók. 
Távol a stabil magoktól igen nagy ß bomlási energiák várhatók, így lehetőség 
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2. ábra. A stabil és neutronhiányos atommagok táblázata Z = 1-től Z = 36-ig. A táblázat 
a kísérleti adatokon kívül megadja azokat a legnehezebb izotópokat, amelyeknél már 
várható késleltetett a [10] és késleltetett proton [15] emisszió. A késleltetett a és p bomlás 
azoknál az anyamagoknál van feltüntetve, amiknek ß bomlása után várható az a illetve 
а p kibocsátás. A táblázat feltünteti azokat, a szélső izotópokat is, amiknél a protonok 
kötésenergiája (Bp) először lesz kisebb zérónál [3] 
52 Te 
Sb 
50 Sn 
In 
Ab Cd 
Ag 
46 Pd 
Rb 
44 Ru 
Tc 
42 Mo 
Nb 
40 Zr 
36 Sr<i 
Rb 
Eu 62 Sm 
Pm 
60 Nd 
56 Ce 
La 
56 ' 
32 34 36 3d 40 42 44 46 46 50 
И Stabil 
I Cl Ismert izotóp 
< a a-aktív 
h o c Késleltetett ос-aktiv 
jlp Késleltetett p-aktiv 
í о Késleltetett a-aktiv várható 
I о Késleltetett p - aktív, várható 
' a 8p<0 
U T„ 
3. ábra. A stabil és neutron hiányos atommagok táblázata Z = 37-től Z = 63-ig. A táb-
lázat a kísérleti adatokon kívül megadja azokat a legnehezebb izotópokat, amelyeknél 
már várható késleltetett a [10], illetve késleltetett p aktivitás [15] kimutatása. Bp a pro-
tonok kötésenergiája a magban [3], T, az a parciális felezési idő az alapállapotból [9] 
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nyílik olyan magasan gerjesztett állapotok vizsgálatára is a ß bomlás során, amiket 
eddig csak magreakciók segítségével lehetett elérni. 
A később részletesen tárgyalandó megfelelő kísérleti berendezésekkel lehető-
ség nyílik arra, hogy a stabilis magoktól távol fekvő, nagyon rövid felezési idejű 
izotópokat is azonosítsuk, meghatározzuk bomlástípusukat, mérhessük a bomlás-
energiát, felezési időt, ß + • _/teljes, a/teljes, p/teljes, л/teljes, elektron befogás/teljes 
bomlási arányt stb. 
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4. ábra. A stabil és neutronhiányos atommagok táblázata Z = 63-tól Z = 84-ig. A táblá-
zat a kísérleti adatokon kívül megadja azokat a legnehezebb izotópokat, amelyeknél 
már várható késleltetett a [10], ill. késleltetett p aktivitás [15] észlelése. A folytonos görbe 
azokat a magokat jelöli, amelyeknél a felezési idő 1 sec (vagy annak várható), a szagga-
tott pedig, amelyeknél az (a/teljes bomlás) elágazási tényező 10"8 [9]. Bp a proton kötés-
energiája a magban [3] 
A magszerkezetre vonatkozó ismereteink bővítése 
A magszerkezetre vonatkozó ismereteink lényegesen kibővíthetők, ha lehetőség 
nyílik a stabilitási sávtól távol eső, de az elmélet szempontjából fontos atommagok 
előállítására és vizsgálatára. A független részecske modell szempontjából pl. igen 
érdekes lehet a "oSn^, és "ŐSn^ vizsgálata, mivel az adott elem mindkét izotóp-
jában mind a protonok, mind a neutronok száma mágikus. A 100Sn előállítására 
remény van, a 132Sn és a szintén kétszeresen mágikus |sNi28 atommagok pedig máris 
hozzáférhetők lettek a kísérleti vizsgálat számára. 
A zárt héjon kívüli egy többlet vagy hiány (lyuk) nukleon kötésenergiája és 
más nívójellemzői a több többlet vagy hiány nukleont tartalmazó magokkal kapcso-
lalos számításokba paraméterként jönnek be. A ß instabil, kétszeresen mágikus 
tartományok korábban ismeretlen egyrészecske energiákat szolgáltatnak. Ez annyival 
is inkább fontos, mivel az A > 4 8 tartományban eddig egyedül a 28]jPb12e kétszeresen 
mágikus mag volt ismeretes. 
A deformált magok elmélete lényegesen gazdagodhat pl. új stabilisan deformált 
atommagok előállításával és vizsgálatával, amik nagy számban várhatók az 1, 2 
és 4-es tartományokban. L. 5. ábra. Új deformált magtartomány várható a 3-as 
területen és esetleg más, pl. az A ^ 110 körüli neutron gazdag magoknál [17] is. 
A Ba és Xe izotópok kísérleti vizsgálata [18], [19], [20] mutatja, hogy az l-es 
tartományban — a várakozásnak megfelelően — valóban deformáltak a vizsgált 
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magok. A kísérleti eredmények szerint fokozatos az átmenet a teljesen rotációs 
spektrumokra, ami a deformációra utal. Úgy látszik, hogy az átmeneti magok nem 
éles határgörbéken helyezkednek el, hanem kiterjedt felületeken a (Z, N) síkban. 
A deformált tartományok várható határaira Marshalek, Person és Sheline [21], 
Szymanski [22], Kumar és Baranger [23] és Johansson [17] munkáiban találhatunk 
részletes adatokat. 
Ю4 
• 0 2 
5. ábra. Az ismert stabil és radioaktív izotópok elhelyezkedése a neutronszám —-
rendszám síkon. A vastagon kihúzott görbe az elemek legkönnyebb, ill. legnehezebb 
ismert izotópjait köti össze. A pontok kísérleti adatok, amiket a [16] táblázatból vet-
tünk és kiegészítettünk néhány újabb adattal. A függőleges és vízszintes hosszú vo-
nalak zárt maghéjakat jeleznek. A vonalkázott területeken rotációs spektrumokat 
észleltek, ami a tommag deformációra utal. Az 1, 2, 3 és 4-el jelzett tartományokban 
az atommagok várhatóan nem gömbszerűek. A nyilak az elemek felépülésének egy 
lehetséges útját jelzik igen nagy neutron fluxusok hatására 
Magreakciók tanulmányozása, hozamok meghatározása 
A stabilitási görbétől távol eső magok hozamának meghatározása lényeges 
hozzájárulást adhat a magreakciók alaposabb megértéséhez. Pl. spalláció esetében 
lehetőség nyilik a hozamokat leíró empirikus Rudstam-formula tökéletesítésére 
és ezen keresztül a direkt kaszkád, a párolgási és hasadási mechanizmus alaposabb 
megértésére. Különösen érdekes lesz a rövid felezési idejű nehéz fregmensek 
( 6 < A < 3 0 ) tanulmányozása nehéz céltárgyelem besugárzása után, mivel viszonylag 
kevés kísérleti adat áll rendelkezésre ezekkel kapcsolatban. 
Fontos információt nyújthat a hatáskeresztmetszetek meghatározása a nehéz 
ion reakcióknál is, a jelenleg rendelkezésre álló kísérleti adatok kis száma miatt. 
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Alkalmazott magfizikai problémák. Csillagászat 
A világegyetemben az elemek kialakulását és észlelt gyakoriságát többféle 
módon is próbálják magyarázni. Egyes elméletek szerint az elemek könnyű elemek-
ből neutron befogás útján alakultak ki. Ezen elméletek közül az egyik időben el-
nyújtott kis, a másik hirtelen fellépő nagy n fluxussal számol. Az előbbi szerint az 
elemek lényegében a stabilitási görbe mentén alakultak át egyre nehezebb és nehezebb 
elemekké, mivel az egymást követő n befogások között az atommagoknak volt ideje 
lebomolni ß~ bomlással. így csak a Bi-ig juthatunk el és nem magyarázható a 
Th és El jelenléte a természetben. A Bi után nincsenek stabil atommagok, a /J-bomlás 
szempontjából stabilnak várt magok a bomlást mutatnak. 
Más a helyzet hirtelen fellépő nagy n fluxusoknál, ilyenkor a felépülés az 5. ábrán 
jelzett nyilak mentén történhet. Az egyes atommagok sok neutront befoghatnak 
mielőtt ß - átalakulást szenvednek. Ilyen módon érthetővé válik a Th és U kialakulása 
is. A természetben megfigyelték mind kis, mind nagy (pl. szupernóva robbanáskor) 
neutron fluxusok jelenlétét. A folyamatok számítás útján való végigkövetéséhez 
(1. pl. [24], [25]) szükséges tudni az erősen n többletes magok felezési idejét és a 
neutronok kötésenergiáját, amire csak a kísérletileg vizsgált atommag-tartomány 
kiterjesztésével nyerhetünk megbízható adatokat. 
II. Új izotópok előállításának módszerei 
Új izotópok termelése szempontjából számbajövő berendezések 
Új izotópok termelése szempontjából elsősorban a következő berendezések 
jöhetnek számításba: izokrón ciklotron, szinkrociklotron, nehéz ion gyorsító, 
reaktor, neutron generátor. 
A felsoroltakon kívül az utóbbi időben földalatti termonukleáris robbantásokat 
is felhasználtak erősen n többletes magok előállítására [26]. Ilyen típusú kísérlet 
végezhető pl. úgy, hogy a föld alatt pár száz méterre elhelyezett bombából vákuumra 
leszívott csövet vezetnek a földfelszínére. A céltárgyakat a cső végén, a földfelszínén 
helyezik el több emelet magasságban. Mivel a robbanás nyomáshulláma később éri 
el a céltárgyakat, mint az intenzív neutron fluxus, lehetőség nyílik az előállt izotópok 
vizsgálatára. A nagyon rövid felezési idejű izotópok sugárzása vizsgálható a hely-
színen, a céltárgy köré tett detektorokkal. Ilyenkor a nyert információt elektromos 
jelek formájában vezetik el egy távoli észlelő központba. A hosszabb felezési idejű 
izotópok vizsgálata érdekében egyes céltárgyakat célszerű az aktiválódás után 
átlőni egy olyan helyre, ahol a robbanás már nem tesz kárt bennük. így nagyon 
erősen n többletes atommagok nyerhetők, mert a hatalmas n fluxusból az atom-
magok egymás után több n-t is befoghatnak, mielőtt idejük lenne lebomlani ß~ 
bomlással. Termonukleáris robbanásnál az átlagos n befogási idő /isec vagy 
kisebb is lehet, míg a reaktoroknál ez hónaprendű érték. Ez fennáll annak el-
lenére, hogy a termonukleáris robbanásnál a (2E1 + 3H—4He + n) neutronok hőmér-
sékletének megfelelő energia > 3000 eV, míg a termikus neutronoké az 235U hasa-
dását hasznosító reaktorokban ~ 0,025 eV, és így az n befogási hatáskeresztmet-
szetek néhány nagyságrenddel kisebbek a robbanásnál, mint a reaktorban [26]. 
Neutronhiányos atommagok előállítására felhasználhatók még a (y, xn) 
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reakciók is. E módszer hátránya, hogy csak véges számú monokromatikus y-sugárzás 
áll rendelkezésére megfe'elő intenzitással (különböző magreakciókból). Nagy inten-
zitású elektron gyorsítók (betatron, szinkrotron, lineáris gyorsító) nyalábjainak 
fékezési sugárzását felhasználva nyerhetők intenzív, változtatható maximális 
energiájú y források. Kár, hogy ilyenkor a fotonok energiaeloszlása elkerülhetet-
lenül folytonos a maximális elektron energiától lefelé. A (y, xn) reakciók hatás-
keresztmetszetére részletes adatokat találhatunk a [27], [28] munkákban. 
Új, nagyteljesítményű gyorsítók üzembehelyezésével várható, hogy idővel 
az izotóptermelési lehetőségek javulni fognak. Néhány tervezés alatt álló új gyor-
sító adatairól áttekintést ad a [29] és [30] munka. 
Különböző izotóptermelő berendezések jellemző hozamintenzitásai 
Hogy az izotóptermelő berendezések hatékonyságát össze tudjuk hasonlí-
tani, célszerű bevezetni a jellemző hozamintenzitás (JH) mennyiséget 
d 
JH = J I (x) (7 (x) Q dx, 
0 
ahol /(x) a bombázó részecske intenzitása, 
a(x) a reakció hatáskeresztmetszete egy adott izotóp előállítása szempontjából, 
q a céltárgy sűrűsége, 
x a frontfelülettől számított távolság a céltárgyban, 
d az egy millimól/cm2-nek megfelelő céltárgyvastagság. 
A következőkben közöljük Rudstam [31] számításainak eredményét a külön-
böző berendezések jellemző hozamintenzitására. 
A számításokhoz az egyes berendezések I. táblázatban közölt jellemző adatai 
szolgáltak alapul. 
I. TÁBLÁZAT 
Ü j izotópok előállítására szolgáló berendezések 
Berendezés Nyaláb Energia MeV Jellemző reakció Céltárgy vastagsága 
Izokrón 
ciklotron 100 IX A, p,d, a -=50 ( p , xn) 1 mmól. cm"
2 
Szinkro-
ciklotron 1 jxA, p 600 
spalláció: (p, 2pxn);(p, 2p); 
nagy energiájú hasadás 100 mmól. cm"
2 
Nehéz ion 
gyorsító 
1 [xA, 
nehéz ion változtatható 
(NI, xn) 
NI:12 C,1 4 A 10 mgr. cm"
2 
Reaktor 10" n. cm" 2 sec"1 termikus termikus n, hasadás 1 mmól. cm"2 
Neutron 
generátor 10
10
 n. cm" 2 sec" 1 14 1 mmól. cm" 2 
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10 
-10 0 
Neutron többlet 
Ю 
Azizokrón ciklotronok hozamintenzi-
tására a ( p , xn) reakció hozamai szolgál-
tak jellemzőül, bár természetesen (d, xn), 
(a, xn) stb. reakciók is felhasználhatók 
izotóptermelésre. A hatáskeresztmetsze-
tekre sok információ található a stabilis 
magok közelében, de tőlük távol — ke-
vés. Ezért a számításokban célszerű a kö-
vetkezőképpen eljárni. Ha Z rendszámú 
atommagot kívánunk előállítani, a Z— 1 
rendszámú elem egy megfelelő izotóp-
ját választjuk ki céltárgyul. Feltételezzük, 
hogy a reakció közbenső magon át ját-
szódik le. Azután a kísérletileg ismert 
hatáskeresztmetszet értékeket megfelelő 
formulával (1. később a 2. összefüggést) 
extrapoláljuk a stabilis magoktól távolabb 
eső izotópokra. 
Spallációs reakciónál a számítások 
olyan céltárgyat feltételeznek, amiből 
(p, 2pxn) reakcióval áll elő a kívánt ter-
mék. A hozamok a spallációs hozamokat 
leíró szisztematikus összefüggésből szá-
míthatók [32]. A spallációs reakciónál a 
céltárgy anyag mennyiséget kivételesen 
100 millimól/cm2-nek vettük, mivel a 600 
MeV-es p-ok hatótávolsága anyagban igen 
nagy. (Pl. Cu-ban 600 MeV-es p-ok 225 
gr/cm2 hatótávolsággal rendelkeznek, míg 
100 millimól/cm2-nek is csak 6,3 gr/cm2 
vastagság felel meg.) 
A nagy energiájú hasadás reprezen-
tatív hozamai 600 MeV-es protonokkal 
létrehozott urán hasadásra vonatkoznak. 
A 6—8. ábrákon található (p, 2p) jelölések 
nagy energiájú protonokkal létrehozott 
reakcióra utalnak. 
Nehéz ion reakcióknál a számítások C12 és N14 bombázó részecskékre vonat-
koznak. Feltevésként szolgált, hogy a reakció közbenső magon át történik. A hoza-
mok számítása a ( p , xn) reakcióknál tárgyalt módon történt. Mivel a nehéz ionok 
igen rohamosan veszítenek energiát az anyagban, itt a számítások egységesen 
d= 10 mg/cm2 hasznos céltárgyvastagságra vonatkoznak. Ennél vastagabb réteget 
hiába veszünk, az adott izotóp termelése szempontjából vastagabb réteg úgysem 
hatékony. 
A reaktorok jellemző hozamait a termikus л-ok által indukált Th hasadás, 
míg a 14 MeV-es n-okkal indukált reakciókat az (n, p) reakció adatai reprezentál-
ják a számításoknál. 
A nyert eredmények közül néhány a 6., 7., 8. ábrákon látható. 
6. ábra. Különböző izotóptermelő berendezések 
jellemző hozamintenzitásai Br izotópokra az 
energiavölgy fenekétől számított neutron több-
let függvényében. A görbék alapjául a [31]-
ben közölt számítások szolgálnak. A (p, xn) 
szektor fókuszáló ciklotronban, a spall, szin-
krociklotronban, a (NI, xn) nehézion gyorsító-
ban, az (n, p) n-generátorban, a (p, 2p) és nagy 
en. Ф szinkrociklotronban, a Th Ф a tommág-
lyában termikus nutronokkal létrehozott mag-
reaciót jelöl, ф s hasadás. A felül látható nyi-
lak a várható felezési időket mutatják. B p az 
utolsó proton kötésenergiája a magban. Lásd 
részletesebben a szövegben 
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Az adatok analízisénél természetesen nem szabad elfelejteni, hogy ezek csak 
bizonyos feltételek, pl. adott céltárgyvastagság, bombázó részecske intenzitás stb. 
mellett érvényesek. A céltárgyvastagságot pl. neutronoknál lehetett volna vastagabb-
nak is választani, mint 1 millimól/cm2. Világos továbbá, hogy egy kiválasztott 
lm Ih lhlm 
—I 1 1 1 1— 
-70 0 70 
Neufron többlet 
- h ' 0 
Neutron többlet 
7. ábra. Különböző izotóptermelő berendezések 
jellemző hozamintenzitásai Cs izotópokra [31]. 
Magyarázat : 1. 4. ábránál 
8. ábra. Különböző izotóptermelő berende-
zések jellemző hozamintenzitásai Re izotó-
pokra [31]. Magyarázat: 1. a 4. ábránál 
atommag vizsgálata szempontjából nemcsak az lényeges, hogy milyen hozaminten-
zitással keletkezik, hanem az is, hogy milyen gyorsan, milyen hatékonysággal és 
milyen alakban tudjuk átvinni a mérőberendezésbe, ahol sugárzását analizáljuk. 
Ezekkel a kérdésekkel a következő fejezetekben foglalkozunk. 
Erősen n hiányos izotópok előállítása 
A 6., 7. és 8. ábrákról látható, hogy az erősen n hiányos atommagok előállítására 
a könnyű magoknál a spalláció, a nehéz magoknál a nehéz ion reakció a leghatá-
sosabb. 
Fontosságára való tekintettel a spallációs reakció hozamértékeit célszerű 
külön is tárgyalni. A kísérleti hatáskeresztmetszet adatok rendszerezésével és tapasz-
talati formulákkal való leírásával kiterjedt irodalom foglalkozik [32], [33], [34], 
[35], [36]. Rudstam [32] elektronikus számológép alkalmazásával több formulát is 
végigvizsgált, és úgy találta, hogy proton vagy neutron bombázás esetén a következő 
77) lm Is 
_i i E 
-.2 70е 
— (p,xn) 
Spall 
Th ® 
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általános érvényű formula van legjobb egyezésben a kísérleti adatokkal (feltéve, 
hogy P A , ^ 1): 
P - e x p [-P{At-A)] 
<r(Z,A)* F(A,)/(E) 
1 
0,3 
PA, 
• exp [—R\Z — SA + 7V12|1,5], (1) 
ahol CT(Z, A) a Z rendszámú, A tömegszámú spallációs termék hatáskeresztmetszet 
értéke, 
S =0,486, 
T =0,0008,3 
E = a bombázó részecske energiája 
MeV-ben, 
P = 2 0 £ - 0 ' 7 7 , ha £<2100 MeV, 
P =0,056, ha £ > 2 1 0 0 MeV, 
R =11,8 Z-°-45 , 
A, = a target tömegszáma, 
£(Z,)1 függvények értékeit 1. a 9. 
/ ( £ ) J ábrán. 
A formula érvényességét nagyon 
könnyű és nagyon nehéz céltárgyakra — 
kísérleti adatok hiányában — még nem 
lehetett megbízhatóan ellenőrizni. Eltéré-
sek várhatók olyan céltárgyakra is, me-
lyek izotópjai messze vannak a stabilitási 
görbétől. A formula paramétereit termé-
szetes céltárgyak esetére határozták meg. 
A T a + p reakció spallációs hozamai-
ról 680 MeV bombázó részecske energiá-
nál áttekintő képet ad a Baranovszkij, Mu-
rin és Preobrazsenszkijtő\ [35] származó 
10. ábra: 
A nehéz ion reakciókra viszonylag 
kevés hatáskeresztmetszet adat ismeretes. 
A [37] összefoglaló munkából idézünk né-
hány keresztmetszet értéket (IL táblázat). 
A (nehéz ion, xrí) reakcióban keletkező Dy végmagra vonatkozólag néhány 
hatáskeresztmetszet értékére adatok találhatók a [38] munkában. 
A (nehéz ion, xn) reakció hatáskeresztmetszete, <y{xn), a következő formulával 
adható meg: 
300 E MeV 
9. ábra. A spallációs reakciók hatáskereszt-
metszet számításához: a) az F(A t) függése a 
céltárgy tömegszámától (A,), b) az f(E) füg-
gése a besugárzási energiától (E). [32]. L. (1) 
formula 
a(xn) 
РхпП 
rn+rp + r x + r f + . . . 
(2) 
ahol a, a közbenső mag kialakulásának hatáskeresztmetszete, 
Px„ annak a valószínűsége, hogy ha a közbenső magból csak neutronok 
repülnének ki, adott gerjesztési energiánál milyen valószínűséggel lépne 
ki X neutron, 
Г„ a mag parciális nívószélessége a neutron kibocsátást illetően, 
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II. TABLAZAT 
Nehéz ionokkal nehéz a tommagokon létrehozott 
néhány reakció kísérleti hatáskeresztmetszet értéke 
R e a k c i ó 
C s ú c s hatás-
keresztmetszet 
Bombázó ener -
gia ( M e V ) 
№ Pt ( 1 4 N, 4«)205At 50 m b 71 
1 M Pt ( u N, 4«) 20f,At 53 m b 70 
196Pt(14N, 5ri)205At 100 m b 7 8 
ш р ( ( i i N j 6 n ) 204At 150 m b 8 8 
198Pt (14N, Ari)208At 50 m b 71 
m p t ( 14 N > 5 „ ) 2 0 7 A t 110 mb 7 6 
198Pt (14N, 6n) 206At 220 m b 8 5 
198Pt( I4N, Iri) 205At 60 m b 9 8 
198Pt(14N, 8«)204At 50 m b 112 
19?Au (14N, Ari) 20 ,Rn 100 m b 53 
i 9 - A u ( i . N j 5 „ ) 2 0 6 R n 280 m b 6 5 
19 ,Au(14N, 6 n ) 2 " " ' R n 200 m b 75 
20!lBi (14N, 4n)219Th 30 m b 
232 T h ( 2 2 N e > 4 „ ) 2 5 0 F m 0,25 fxb 105 
6 3 p b 6 9 
238U p c , 5 и ) 2 1 ä C f 5 5 txb 7 5 
/ a hasadásra, 
a az a részecske emisszióra, 
n az n emisszióra, 
p a p emisszióra 
utaló index. 
A zárójelben levő tört azt 
adja meg, hogy az z'-edik lépés-
ben milyen valószínűséggel törté-
nik n kibocsátás a teljes bomlás-
valószínűséghez képest. 
A közbenső mag kialakulá-
sának valószínűsége függ a cél-
tárgy és bombázó részecske tö-
meg- és rendszámától, a bombá-
zó részecske energiájától és a 
magsugár r = r0 A113 kifejezésének 
r0 értékétől. Adott esetekre nu-
merikus értékek találhatók Tho-
mas [39] és Babikov [40] mun-
káiban. 
A P x n a közbenső mag ger-
jesztési energiájától (E*), a neut-
ronok kötésenergiájától (É?,) és 
a maghőmérséklettől (T) függ. 
Jackson [41] szerint értéke: 
P(E*, xn) = 
_ 1 
(2л--3)! 
l 
( 2 л - - 1)! 
Г ( 4 , 2 х - 3 ) -
Г ( 4 + 1 , 2 х - 1 ) , 
ahol 
A, = 
E* - 2 B; 
i = 1 
130 140 150 160 170 A 
Г a nem teljes gamma függ-
vény. 
A Jackson-modell alkalmaz-
hatóságát bizonyítják Kumpf és 
10. ábra. А Та 680 MeV-os protonok-
kal létrehozott spallációjának független 
hozamai (35). Az abszcissza a tömeg-
számot, az ordináta az adot t izotóp 
hatáskeresztmetszetét jelenti. <r(A) az A 
tömegszám teljes hatáskeresztmetszete 
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Karnauhov Dy végmagra vonatkozó (nehéz ion, xn) reakció hatáskeresztmetszet 
számításai [42]. 
А Г„, Г
р
, Гf parciális nívószélességek értékei a kötésenergiák ismeretében 
a statisztikus modellből megbecsülhetők [43]. A nívószélességek aránya, bizonyos 
egyszerűsítő feltevésekkel, egyszerű alakra hozható. L. pl. [44]: 
Г„ N 
« - exp 
Bn-B„-aVp 
ahol B„, Bp a neutron, ill. proton kötésenergiája a magban, 
Vp a Coulomb-fal magassága, 
a arányossági együttható. 
A (nehéz ion, xn) reakció hatáskeresztmetszeteit szupernehéz magok előállítá-
sára részletesen analizálta Sikkeland [45] munkájában. 
Erősen n többletes izotópok előállítása 
A 6., 7. és 8. ábrákról látható, hogy a ~ 35-től ~ 60-ig terjedő rendszám tar-
tományban az erősen n többletes izotópok előállítására a termikus neutronokkal 
létrehozott nehéz elem (Th, U stb.) hasítás adja a leghatékonyabb módszert. Z ~ 65 
körül a nagy energiájú részecskékkel létrehozott hasítás és (p, 2p) reakció verseny-
235U hasadása 
11. ábra. A 235U hasadási hozamgörbéi neutron bombázás esetén [47]. 
(A teljes hozam 200% bináris hasadásra) 
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* képessé válik a termikus n hasítással. A 
Z > 75 tartományban erősen n többletes 
magokat nehéz előállítani. Itt valószínűleg 
a termonukleáris robbantásokkal létrehoz-
ható többszörös n belövés a legeredmé-
nyesebb módszer. 
Az 235U 2200 cm sec - 1 sebességű neut-
ronokkal létrehozott hasadásának hatás-
keresztmetszete (582 ± 4 ) barn [46]. A ha-
sadási termékek % szerinti tömegeloszlása 
235U-nél a l l . ábrán látható (termikus és 
14 MeV neutron energiáknál) [47]. 
A töltött részecskékkel létrehozott 
hasításra példaképpen a 238U hasadási ter-
mékek hozamait tüntettük fel (1. 12. 
ábra). Az ábrán a bombázó protonok 
energiája 10, illetve 300 MeV [48], [49], 
[50]. 
Különböző atommagok p hasadási 
keresztmetszetére áttekintést ad a III. táb-
lázat [51]. 
A hasadási és spallációs reakciók ho-
zamára további részletes adatok találha-
tók a [27] összefoglaló munkában. 
Igen perspektivikus a nehéz ionok-
kal létrehozott hasadás felhasználása n 
többletes magok termelésére, mivel így 
olyan atommagok is előállíthatók, ame-
lyek más módszerekkel nem, vagy csak 
igen kis hozammal jönnek létre. 
Ismeretes, hogy a hasadási termékek tömegeloszlása nehéz ion reakcióknál 
Gauss-görbével jól közelíthető: 
л - V 
P(A) = (na2)'0-5 exp 
ahol Ac = a közbenső mag tömege, 
A — a repesz tömege, 
100 120 140 160 180 
Tömegszám 
12. ábra. Az 238U hasadási hozamgörbéi külön-
böző energiájú protonokkal való bombázás 
esetén. А о a [48], a « a [49] és [50] mun-
kákból vett kísérleti adatokat jelöli 
III. TABLAZAT 
A b o m b á z ó p 
energiája 
(MeV) 
A céltárgy hasadás i keresztmetszete ba rn -ban 
238 и 2 3 5 [ J 2 3 2 T h 2 0 9 B j 1 8 7 A u 
1,37 1,68 0,89 . 
1,47 1,36 0,90 0,146 0,016 
1,31 1,28 0,82 0,173 0,038 
1,35 1,30 0,82 0,198 0,051 
114 
158 
216 
336 
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a2 = b. T a [52] dolgozat szerint, 
T = maghőmérséklet, 
b =kons t . Z2/Ac, ha л; >0,7, 
Zc = a közbenső mag rendszáma, 
X = hasíthatósági paraméter = Z
2JAC 
~(Z*IA\rit-
A 13. ábrán láthatók a 197Au(12C,/) és 238U(22Ne,/) reakciók kísérletileg 
mért és számított tömegeloszlási függvényei ( / = hasadás). Analóg számítások 
végezhetők a 238U(40Ar,/) reakcióra. A 1 7 0 ^ A s 2 2 0 tömegintervallumban nyert 
eredmények a 14. ábrán láthatók [53]. 
Y, % 
10 
0,1 
0.01 
•0,001 
; 
:
 Аи-!-с'г 
x U*Ne" 
\ af 
ol 
Z / o0 
I ° / 
1 ° / 
\ ° 
V 
-
\ 
• 
\ 
\ 
so 100 ISO 
Af 
200 
13. ábra. Az 197Au + 12C és 238U + 2 2 N e 
reakciók hasadási hozamgörbéi (Y) a 
tömegszám (Ay) függvényében. A pon-
tok kísérleti eredményeket, a görbe 
számított értékeket jelez. Lásd [53] 
14. ábra. Az 238U + 4 0 A r reakció számí-
tott hasadási hozamgörbéi. E* a hasadó 
közbenső mag gerjesztési energiáját, T f 
a maghőmérsékletet jelenti. A görbék 
melletti számok a tömegszámot jelzik. 
Lásd [53] 
A Z2/Ac és a gerjesztési energia növekedésével rohamosan növekszik annak 
a valószínűsége, hogy az asszimmetrikus hasadási termékek közül a nehezebb szintén 
hasadni fog, azaz kaszkád hasadási folyamat lép fel [53]. Ha uránt Kr, Xe, U és 
más igen nehéz ionokkal bombázunk, valószínű, hogy a közbenső magok nagy része 
(esetleg alapvető része) kaszkád hasadással fog szétesni. E kaszkád hasadás további 
érdekes lehetőséget rejt magában új izotópok előállítására. 
Ep.MeV 
0.0001 
1.0 
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III. A reakciótermékek átvitele a céltárgyból a mérőberendezésbe 
Áttekintés a lehetséges átviteli módokról 
A reakciótermékek különböző átviteli lehetőségeiről a 15. ábra nyújt áttekintést. 
A módszerek a csökkenő átviteli sebesség sorrendjében vannak feltüntetve, bár 
•egyes konkrét esetekben kivételek is lehetségesek. 
A reakciótermékek közvetlen gyűjtése. A Cohen-
tömegszeparátor elve 
-Fulmer 
A nehéz ionokkal és nagy energiájú 
3 
.Q. 
« 
a 
- a 
I I 
О -0) Q3 О 
у Kilökött reakciótermékek 
közvetlen gyűjtése 
Kilökött reakciótermékek gyűjtése 
gázárammal vagy elektromos térrel 
У 
Goz + vivő-
gáz Ionforrás 
Ionok átvitele 
- С И 
Szállítószalag 
I D 
T H E 
Csoposta 
J5. ábra. A reakciótermékek átvitelének különböző 
módjai a termelő berendezésből a mérőberendezésbe 
protonokkal létrehozott magreakciók 
termékei általában nagy, zömmel 
előre irányuló impulzust nyernek. 
Pl. a 
1 4 7 Sm+ 4 0 Ar- 1 8 7 Hg* 
reakciónál, ha a bombázó Ar ionok 
energiáját 153—250 MeV értékek 
között változtatjuk, a közbenső mag 
33—53 MeV kinetikus energiára te-
het szert. Ez az energia elég nagy 
ahhoz, hogy egy 1,5 mg/cm2 vastag 
céltárgyból a termékek döntő több-
séggel kirepüljenek. Az effektus fel-
használható a reakciótermékek gyors 
gyűjtésére. 
A nehéz ion reakciótermékek 
különböző anyagokban mért ható-
távolságára vonatkozóan adatokat 
találhatunk az [54], [55], [56], [57], 
a spallációs reakcióknál pedig az 
[57], [58], [59] dolgozatokban. A ha-
sadási termékek hatótávolságára 1. 
az [57] munkát. 
A nehéz ion reakciótermékek 
egyik legegyszerűbb gyűjtési módja 
az, amikor a termékeket vákuum-
ban egy fémlapra gyűjtjük a 16. áb-
rán látható elrendezésben. 
A berendezés elsősorban ne-
héz ion reakciótermékek vizsgála-
tára alkalmas, mivel itt a reakció-
termékek általában elég nagy im-
pulzust nyernek ahhoz, hogy szá-
mottevő mennyiségben kirepüljenek 
a céltárgyból, a hatáskeresztmetsze-
tek sokesetben elég nagyok (1. II. 
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táblázat) és a termékek a reakció gerjesztési függvényének felvételével azonosíthatók. 
A kilökött magok sugárzásának analízisét a bombázó részecske impulzusok szü-
neteiben végzik. Ilyen módszerrel fedezték fel pl. az 216Ac-ot [60]. A módszer gyors, 
de a reakciótermékek elég mélyen behatolnak a gyűjtőfóliába, ami a vonalak lénye-
ges (néhányszoros) kiszélesedését és a kis energiák irányába való eltolódását ered-
ményezi félvezető detektorral történő a spektrum méréseknél. 
yDiafragma (jyüjtőlap Faraday-henger 
N1-
- , , l \ , 
Céltárgy . Felvezető detektor 
16. ábra. Nehéz ion reakciók termékeinek gyűjtésére és vizsgálatára szolgáló beren-
dezés. A berendezés vákuumban van [60] 
A reakciótermékek egyidejű igen gyors felgyűjtését és tömeganalízisét teszi 
lehetővé a Cohen—Fulmer típusú tömegszeparátor [61]. A berendezés elve az, hogy 
a céltárgyból kirepülő reakciótermékeket alacsony nyomású gáztérben mágneses 
térrel eltérítik. A repülési irányra merőleges H mágneses térerősség mellett a ter-
mékek Q sugarú körpályán fognak mozogni: 
mv 
e =
 cm> 
ahol m a reakciótermék tömege, 
V a reakciótermék sebessége, 
e a reakciótermék átlagtöltése, 
с a fénysebesség. 
Az ion töltése gázban való mozgáskor egy egyensúlyi töltés körül ingadozik, ami 
arányos az ion sebességével (v) : 
ё % Z1'3 • v •f{P, gáztípus). 
Itt Z az ion atommagjának töltése, P a gáz nyomása. 
A fenti két egyenletből következik, hogy az eltérítési sugár 
m 
6
 ~ Zll3-H -f(P, gáztípus) 
jellemző lesz a termék tömegére, adott mágneses térerősség és töltőgáz paraméterek 
mellett. Igaz, a képletben szerepel még az ion atommagjának töltése is, de ettől a 
görbületi sugár csak igen gyengén függ. A módszer alkalmas mind a hasadási, mind a 
nehéz ion reakció termékek analízisére. Előnye, hogy a felgyűjtés és a tömegsze-
paráció igen rövid időt vesz igénybe, hátránya, hogy az iontöltés átlagjellege miatt 
a tömegszeparáció nem a legjobb. A szomszédos izobárok átfedik egymást a kollek-
toron. A Cohen—Fulmer típusú tömegszeparátor részletes numerikus jellemzőit 
a következő fejezetben tárgyaljuk. 
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Reakciótermékek gyűjtése elektromos térrel 
Nehéz ion reakciótermékek gyűjtésére elektromos tér is alkalmazható. Macfarlane 
[62] a céltárgyból kirepült reakciótermékeket 1 atm. nyomású He-ban lefékezte és 
1500V feszültséggel egy elektródára gyűjtötte. Érdekes tapasztalat, hogy 3-szor 
nagyobb volt a hozam + 1500 V gyűjtőfeszültség alkalmazásával, mint — 1500 V-nál. 
A jelenség valószínűleg azzal magyarázható, hogy a He-ben levő organikus szennyező-
dés a visszalökött magokkal stabil negatív ion komplexet képezett. A bombázó 
nehéz ionok energiájának 80-ról 140 MeV-re való növelésekor a gyűjtéshatásfok 
3-szoros faktorral változott (adott geometriai elrendezés mellett). Maximálisan 
30% gyűjtéshatásfokot sikerült elérni. 
Részletesen vizsgálta az elektromos térrel való nehéz ion reakciótermék gyűjtés 
sajátságait Mihejev is [63]. Mérései alapján arra a következtetésre jutott, hogy 
mivel a bombázó nehéz ionnyaláb és a céltárgyból kirepült repeszek nagy töltés-
sűrűségű plazmát hoznak létre a fékező gázban, az alkalmazott elektromos tér 
nehezen hatol be a plazmába és a gyűjtés lényegében csak a plazma felületéről 
történik. Ennek eredményeként a gyűjtéshatásfok viszonylag kicsi (nagyságrendileg 
10%) és a bombázó nehéz ion áram intenzitásának növekedtével csökken. A nehéz 
ion reakciótermékek gyűjtésére az elektrosztatikusnál jobban bevált a gázáramol-
tatásos módszer, amit a következőkben tárgyalunk. 
Spallációs termékek elektrosztatikus módszerrel való gyűjtéséről számol be 
a [64] munka. 
Reakciótermékek gyűjtése gázárammal. 
A Macfarlane—Grijfioen-módszer 
A módszer lényege [65] a következő (1. 17. ábra). A nehéz ion bombázás hatására 
a reakciótermékek kirepülnek a céltárgyból és lefékeződnek 1 atmoszféra nyomású 
He-ban. A termalizált reakciótermékek gázárammal egy korong felületére vihetők 
úgy, hogy egy nagy teljesítményű rotációs szivattyúval a fékező gázt szívatjuk a 
korong előtt levő kis lyukon át. A besugárzás befejezte után a gázsugárból a korongra 
lerakódott aktív anyag hirtelen (~0 ,1 sec alatt) egy félvezető detektor alá forgatható. 
Valamivel rövidebb felezési idejű anyagok is vizsgálhatók (de kisebb detektálási 
térszög mellett) úgy, hogy azt a helyet, ahol a gázáram a gyűjtőfelülettel ütközik, 
állandóan nézi a detektor. Az analízis megindítása elektromos jellel történik a bom-
bázás megszüntetése után. 
Az utóbbi időben végrehajtott technikai tökéletesítések segítségével [6] a módszer 
95% gyűjtési hatásfokot biztosít (0,5 sec-nál hosszabb felezési idejű ritka föld ter-
mékekkel mérve). A felgyűjtés ideje néhány 100msec-ig csökkenthető, de remény 
van arra, hogy kombinált elektrosztatikus és gázáram gyűjtéssel kisebb gyűjtésidők 
is elérhetők. 
A gyűjtési idő csökkent, ha a lyuknyílást, amin a gáz a termékeket átviszi, 
növelték 0,5 mm átmérőig. E méret további növelésekor a gyűjtésidő változatlan 
maradt és a gyűjtéshatásfok csökkent, valószínűleg a He növekvő turbulens áramlása 
miatt. Fékezésre többféle gázt is kipróbáltak (He, N2, levegő, Ar), legjobbnak 
a He bizonyult. A He tisztításához rendszerint cseppfolyós levegővel hűtött aktív 
szenet és utána — a szénpor visszatartására — speciális szövet szűrőt használnak. 
A módszert részletesen megvizsgálta Mihejev is [63] dolgozatában. Itt adatok 
találhatók arra, hogyan függ a gyűjtéshatásfok a fékező gáz és a detektor körüli gáz 
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nyomásától, a kollektornak a lyuktól való távolságától, a kollektor anyagától stb. 
Mihejev mérései szerint a gyűjtéshatásfok nem változott, ha a bombázó 12C ionok 
árama 0,1-ről 5/iA-re nőtt. 
REAKCIÓ TERMÉKEK 
17. ábra. Nehéz ion reakciók termékeinek gyűjtése gázáramoltatásos 
módszerrel a vizsgálata félvezető detektorral. Az ábrát az [I] közle-
ményből vettük 
A módszer a gyakorlatban igen jól bevált, segítségével már is több mint 70 ú j 
izotópot fedeztek fel a Te—U tartományban és a transzuránok vizsgálatára is 
kiterjedten használják. Nagy előnye a rövid gyűjtésidőn és nagy hatásfokon kívül, 
hogy a spektroszkópiai analízisre is alkalmas, vékony forrást szolgáltat és viszonylag 
egyszerű. A termékek azonosítása a gerjesztési függvény felvételével történhet, 
amit a következő fejezetben részletesen tárgyalunk. 
Spallációs termékek átvitele С típusú gyűjtéssel 
A spallációs termékek gyűjtése szempontjából alapvető jelentőségű, hogy a bom-
bázó több száz MeV-es protonok hatótávolsága az anyagban igen nagy, és így 
lehetőség nyílik vastag céltárgyak besugárzására. Erre egyébként sok esetben tény-
legesen szükség is van a viszonylag kis hatáskeresztmetszetek miatt. 
Mivel vastag, összefüggő anyagból nehéz gyorsan kinyerni a termékeket, cél-
szerű egymástól meghatározott távolságban levő fóliákból összerakni a céltárgyat 
és — ha szükséges — melegítést is alkalmazni [66]. A melegítés hatására a termékek 
a felületre diffundálnak, elgőzölögnek és — esetleg vivőgáz hozzáadásával — egy 
ionforrásba szállíthatók. Az átvitel érdekében a céltárgy körüli gőz és gáz nyomásának 
2« 
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nagyobbnak kell lenni, mint az ionforrásban. Mivel a nagy energiájú protonok 
és a reakciótermékek igen nagy sugárzási szintet hoznak létre a gyorsító működésekor, 
a tömegszeparátort és a mérőberendezést több méter vastag védőfallal le kell árnyé-
kolni. Hogy ezt a nagy utat a falon át a reakciótermékek gyorsan tegyék meg, 
kívánatos az ionforrást a céltárgy közvetlen közelében elhelyezni és elektromosan 
felgyorsított reakciótermék ionokkal futtatni be a távolságot. 
Rudstam a tömegszeparátor után várható aktivitások kiszámítása érdekében 
matematikailag végigkövette [67] a reakciótermékek diffúziójának folyamatát 
fólia és por alakú céltárgyban, továbbá kiszámította azt az átlag időt, amit a reakció-
termékek a céltárgy és ionforrás közötti csőben és az ionforrásban eltöltenek áram-
lásuk során. Mivel a reakciótermékek diffúziója a céltárgyban viszonylag lassú 
folyamat és a vizsgálható felezési idők szempontjából meghatározó szerepet tölthet be, 
röviden összefoglaljuk a reakciótermékek fólia céltárgyban való diffúziójára vonat-
kozó eredményeket. 
Jelentse a az adott izotóp előállítási hatáskeresztmetszetét, I a bombázó nyaláb 
intenzitását részecske/cm2sec egységben, 2x0 a céltárgy vastagságát, q a céltárgy 
atomok teljes számát, D a diffúziós állandót cm2/sec-ban, Я a termék bomlásállandó-
ját. Tegyük fel, hogy a reakciótermékek koncentrációja az időben nem változik, 
azaz a besugárzási idő elég nagy ahhoz, hogy egyensúly álljon be. Tegyük fel továbbá, 
hogy a reakciótermékek a céltárgyfelületről azonnal elpárolognak, ha egyszer 
eljutnak odáig. Ekkor az x0[À/D]0'5^> 1 egyenlőtlenség teljesülése esetén a céltárgyat 
\dN) 
egységnyi idő alatt elhagyó atomok száma | ^ j a következőnek adódik : 
()N _ alq [Д/Я]0'5  
dt xü 
A diffúziós állandó erősen függ a T abszolút hőmérséklettől: 
D = konst. exp AH 
RT 
ahol AH aktivációs energia, 
R gázállandó. 
Erős források előállítása érdekében tehát célszerű magas olvadáspontú céltárgyat 
használni és azt minél magasabb hőmérsékletre hevíteni besugárzás közben. 
A tömegszeparátor kollektorát elérő atomok száma 
dN , , , 
lesz, ahol £ t é s a kémiai, illetve tömeg elválasztás effektivitása, t0 a reakciótermé-
kek tartózkodási ideje a céltárgy—ionforrás közötti csőben és az ionforrásban. 
Bizonyos kedvező esetekben nincs szükség melegítésre. Pl. a spallációs reakció 
eredményeként előállt könnyű Ar, Kr és Xe izotópok szobahőmérsékleten is köny-
nyen kidiffundálnak Ca-, Sr- és Ba-sztearát céltárgyból, a hasadási termék nehéz 
Kr és Xe izotópok pedig az uranilsztearátból. 
Ismeretes, hogy bizonyos anyagokban, pl. grafitban a diffúziós állandók igen 
nagyok. Ez az effektus felhasználható gyors reakciótermék gyűjtésre pl. úgy, hogy 
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a céltárgy fóliák mögé grafit fóliákat helyezünk. A céltárgyból kilökött reakció-
termékeket a grafit lefékezi és megfelelő melegítés hatására gyorsan továbbadja. 
Hasonló hatás érhető el, ha poralakú céltárgy és grafit keveréket sugárzunk be. 
Megolvadt céltárgyakban a diffúziós állandók nagyok és a termékek kinyeré-
sét ilyenkor a folyadékon át történő gázáramoltatással is siettethetjük. Ez az eljárás 
azonban csak akkor alkalmazható, ha a gáznyomás nem nagyobb az ionforrás 
és tömegszeparátor vákuum által megszabott értéknél. 
Nemrégen Chackett [68] kidolgozott egy rendszert, ami lehetővé teszi, hogy 
bizonyos elemeket, vagy azok sóit, olvasztott alakban céltárgyként használhassunk 
nagy energiájú proton besugárzásnál és belőlük jó hozammal gázfázisba vihessünk 
át akár 1 sec rendű, rövid felezési idejű reakciótermék izotópokat is. A berendezés 
elve az, hogy a magas hőmérsékleten megolvasztott céltárgyat protonokkal besu-
gározzák és közben egy finom nyílássoron folyamatosan átnyomják. A folyadék-
sugarakat fémlappal ütköztetik, minek eredményeként apró cseppek jönnek létre. 
A cseppekből a légritkított térben bizonyos termékek elgőzölögnek, majd egy tömeg-
szeparátor ionforrásába kerülnek. A céltárgyanyagot a szivattyú visszanyomja 
a protonokkal átsugárzott edénybe. 
A berendezés előnye, hogy a reakciótermékek igen gyorsan kijutnak a céltárgy 
felületére. Folyadékokban a diffúziós állandó 104 rendben nagyobb lehet, mint 
szilárd testekben. A termékek eljutását a felületre a cseppben létrejövő turbulens 
mozgás is segítheti. A nyilvánvaló előnyök mellett hátrányt jelent, hogy a rendszer 
megépítésénél súlyos technológiai problémák lépnek fel; mint pl. szivattyú működ-
tetése a folyékony fém, vagy fémsó hőmérsékletén, az edényfalak korróziója stb. 
Folyékony Bi esetében mind ez ideig nem ismeretes olyan rendszer, ami 500 C° 
fölött tartósan megbízhatóan működne. 
Fontos, hogy a vizsgálandó reakciótermék gőznyomása nagy legyen a működ-
tetés hőmérsékletén, ugyanakkor a céltárgyanyagé lehetőleg kisebb legyen, mint 
10-5 Hgmm. 
A már kidolgozott technológiák lehetővé teszik Ga, In, Sn, Sb, La, Pb, Bi, U 
elemek vagy azok sóinak (pl. UF4) használatát folyékony céltárgyként. A felsoroltak 
azért is alkalmasak céltárgy szerepére, mert olvadáspontjuk, viszkozitásuk és gőz-
nyomásuk (az olvadáspont közelében) alacsony. 
Ha a termék elem gőznyomása tiszta állapotban jó kritérium, megfelelő céltárgy 
elemekből várható az inert gázok, majd fokozatosan a következő elemek meg-
jelenése: Cs, Rb, As, Cd, Na, Zn, amint a hőmérsékletet emeljük. Szóba jöhet 
alkáli föld elemek kinyerése is, bár ezek elég magas hőmérsékleten volatilizálódnak. 
Ha a vizsgálni kívánt anyag nem volatilizálódik a berendezésben megvalósít-
ható hőmérsékleteknél, megfelelő gáz ái amoltatásával még mindig megvan a lehe-
tőség, hogy a kívánt elemet a céltárgy felületén olyan kémiai alakba hozzuk, ami 
jobban volatilizálódik. Esetenként a céltárgyanyag megfelelő kémiai összetétele 
is segíthet. 
Eredményes on-line tömegszeparátor kísérleteket végzett módosított С típusú 
reakciótermék gyűjtéssel Orsay ban Klapisch és Bernas [69]. A céltárgyat, ami egy-
mástól bizonyos távolságra elhelyezett vékony ( < l m m vastag) szénfóliákból 
állt, vákuumban 150 MeV-es p-nyalábbal sugározták be a szinkrociklotron külső 
nyalábján. A besugárzás alatt a szén fóliákban áram folyt, ami 1500 C°-ra hevítette 
őket. A magas hőmérséklet hatására a 12C + p reakció termékeként előálló Li izotópok 
a felületre diffundáltak és elgőzölögtek. A szénlapokat a Li kis mennyiségben 
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(~3%o-ben) Li+ ion alakban hagyta el. Az ionokat 3 kV feszültséggel felgyorsították 
és a tömegszeparátorba vezették. Elektronsokszorozó detektorral meghatározták 
a különböző tömegszámú Li izotópok relatív keletkezési hatáskeresztmetszetét. 
A kísérlet lehetővé tette a 0,17 sec felezési idejű 9Li vizsgálatát is. 
Az orsayi csoport vizsgálatait nemrégiben kiterjesztette a Cs, Rb és Na n több-
letes izotópjaira is [70]. A vékony urán céltárgyakból kilökődött hasadási termékeket 
szén fóliákban fékezték le és a továbbiakban a Li-hoz hasonló módon vizsgálták. 
Nehéz ion reakciótermékek átvitele С típusú gyűjtéssel 
A dubnai Egyesített Atomkutató Intézet Magreakciók Laboratóriumában 
nehéz ion reakciótermékek átvitelére és egyúttal a tömegszeparátorhoz ionforrás-
ként sikeresen használják a következőkben ismertetendő berendezést [92], [93], [94]. 
A berendezés leegyszerűsített 
elvi rajza a 18. ábrán látható. 
A nehéz ionok vékony 
fólián át belépve az ionforrás-
ba az ott elhelyezett céltárgy-
ra esnek. A nyert impulzus 
hatására a reakciótermékek 
10~3 Hgmm nyomású gáztéren 
át a fűtött katódra repülnek, 
ahonnan bizonyos idő múl-
va elgőzölögnek. A katódból 
elektronok is lépnek ki, ame-
lyek ionizálják a reakcióter-
mékeket. A papír síkjára me-
rőleges mágneses tér az elekt-
ronok útját meghosszabbítja, 
így az ionizáció valószínűsége 
növekszik. 
Az ionok kivonás, fel-
gyorsulás és elektronoptikai fókuszálás után jutnak a tömegszeparátorba. A be-
rendezés előnye, hogy viszonylag gyors. Az At reakciótermékkel végzett kísérletek 
szerint [71] a transzportidő ~0 ,5 sec volt, amit főleg a katódból való kilépés ideje 
szab meg. Legújabban bizonyos elemekre, mint pl. Rn, Pb, Bi stb. msec rendű 
transzport időt is sikerült elérni. A céltárgyból kirepült reakciótermékeknek kb. a 
fele eljutott a tömegszeparátor kollektorára [95]. 
Úgy is el lehet járni, hogy a reakciótermékeket — pl. a Macfarlane—Griffionen-
módszerrel — egy grafitlapra gyűjtik, amit a besugárzás befejezte után átlőnek 
egy kemencébe. A melegítés hatására a reakciótermékek elpárolognak és átjutnak 
az ionforrásba. A melegítést lehet ionbombázással is végezni, ami sec rendű időre 
redukálja a termékek elgőzölgését. 
А С típusú szállítás lehetővé teszi, hogy a terméket vákuumban tömegszeparál-
juk és így igen szelektív elválasztást érjünk el. Ezért a felgyűjtési idő növekedé-
sével kell fizetni, viszonyítva az A és В módszerekhez. 
Melegítek katód 
Céltárgy 
Kivonó és fókuszáló 
elektródok 
— VT 
Hgmm 
18. ábra. Ionforrás nehéz ion reakciótermékek 
on-line tömegszeparáláshoz. Vázlatos rajz [71] 
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Livermore-i program a hasadási termékek átvitelére 
(módosított С típusú gyűjtés) 
Érdekes új kezdeményezést jelent a hasadási termékek gyors tömegszeparálása 
irányában a Livermore-ban (USA) [72] kidolgozott program. 
A program lényege az, hogy a hasadási termékeket igen tiszta nemesgázban 
lefékezik és ezzel töltött állapotukat elemek szerint homogenizálják. Azután az 
ionokat mozgékonyságuk szerint szeparálják, majd egy elektronoptikai rendszer 
segítségével kivezetik a reaktorból (még mindig a ~ 1 atm. nyomású nemesgázban). 
Végül egy hosszú keskeny csövön át fenntartott nyomáskülönbséggel az ionokat 
megfelelő vákuumba viszik, újra felgyorsítják, majd tömegszeparálják. Hogy a hasa-
dási termék a nemesgázban milyen töltésre tesz szert, azt a nemesgáz és a hasadási 
termék ionizációs potenciáljai szabják meg. A 19. ábra alapján leolvashatjuk, hogy 
a Cu-tól Gd-ig terjedő elemek, mint hasadási termékek, milyen egyensúlyi töltéssel 
fognak rendelkezni, ha az 5 stabil nemesgáz valamelyikében lefékeződnek. 
Háromszoros töltés 
.'-y , I r y f ' У У C\ . , { M , . ( \ ' у r 'r i f ^уу У1 О• I Г У -
Си Ga ás Br Rb У Nb Тс Rh Ад ' In Sb J Cs La Pr Pm Eu 
Zn Ge Se Kr Sr Zr Mo Ru Pd Cd Sn Te Xe Ba Ce Nd Sm Gd 
Hasadási termékek 
19. ábra. Hasadási termékek ionizációs állapotai igen tiszta nemesgáz-
ban való lefékezés után. Az abszcissza a hasadási termékeket, az or-
dináta a termékek első néhány ionizációs potenciálját tünteti fel. 
A vízszintes vonalak a fékezés szempontjából számbajövő nemes-
gázok ionizációs potenciáljait jelzik. Egy hasadási termék töltésállapo-
tát a feltüntetett nemesgázok valamelyikében úgy kapjuk meg, ha meg-
nézzük, hogy az adot t elem számára milyen tartományban van a gáz 
első ionizációs potenciálja [72] 
Az ionok mozgékonysága gázban az ion tömegétől igen gyengén függ, míg 
az iontöltéssel egyenesen arányos. Az ionok mozgékonyság alapján való sze-
parációjával tehát iontöltés és így durván rendszám szerinti szeparációt (1. 19. ábra) 
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2 3 4 Racsok 
Változtatható 
feszültség különbség 
20. ábra. Hasadási termékeket mozgékonyságuk alapján szétválogató 
spektrométer. Működését 1. a szövegben. [72] 
Felgyújtott 
ionok száma 
Г+ 
_l L 
I 
i i**+ 
Feszültség a 2- és 4-es 
rácsok között 
21. ábra. A hasadási termékeket 
mozgékonyságuk a lapján szétválo-
gató (a 17. ábrán feltüntetett) spekt-
rométer várható jelleggörbéje. Az 
ordináta egy a 4-es rács mögé el-
helyezett kollektorra felgyűjtött io-
nok számát jelzi. [72] 
végezhetünk. A mozgékonyság szeparátor működ-
het pl. a következőképpen (1. 20. ábra). 
A hasadási termékek az l-es és 2-es rácsok kö-
zött fékeződnek le a nemesgázban. Periodikusan 
beadott rövid impulzus innen átlöki őket a 2-es 
rács utáni térbe, ahol a 2 és 4-es rácsok közötti 
feszültség hatására sodródni kezdenek a 4-es rács 
felé. Bizonyos idő elteltével a 4-es rácson a feszült-
séget megfordítják, így az összes iont, ami még a 
2-es és 4-es ionok között maradt, a 3-as rácsra 
gyűjtik és semlegesítik. A 4-es rácson áthaladt iono-
kat egy kollektorra felgyűjtve a következő áram 
(ionszám) eloszlás várható (1. 21. ábra). 
A szeparált ionokat egy elektróda rendszerrel 
vonják ki a reaktorból. Mivel a máglyában a nagy 
sugárzási szint a magasfeszültség átütését okozhat-
ja, célszerű alacsony, váltakozó irányú kivonó fe-
szültséget alkalmazni. A kivonó elektródasor gyű-
rű alakú elemekből van összetéve. Az egyes ele-
mekre fázisban eltolt váltakozó feszültséget adnak, 
ami az ionokat végigtolja a rendszeren. Az előze-
tes becslések szerint a hasadási termékek a kelet-
kezésüktől számított néhányszor 10 msec alatt el-
jutnak a detektorra. 
A reakciótermékek átvitele gázárammal és csőpostával. 
Friedman és Möhr módszere 
Friedman és Möhr reakciótermék-gyűjtő berendezésének [73] vázlata a 22. ábrán 
látható. 
A céltárgyból a részecskékkel való bombázás hatására kirepült reakciótermé-
keket az alkalmazott gáz lefékezi és átviszi egy szűrőlapra. A besugárzás után a 
szűrőlapot tartó hengert átlövik a mérő, vagy szükség esetén a kémiai szétválasztó 
berendezéshez. 
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АЫак 
\ 
Faraday-henger^ 
v e 
Reakciótermék 
gyújtó szórólap 
41 
Szivattyúhoz 
és detektorhoz 
Céltárgy 
л Bombázó 
— nyaláb 
Szolenoiddal 
működtetett rögzitóláb 
Polietilén csöpostafal 
22. ábra. Reakciótermékek gyűjtése Friedman és Möhr módszerével 
[73]. Egyszerűsített vázlatrajz 
A kísérletek szerint — egyébként azonos körülmények között — mindig található 
olyan nyomásérték, ahol a hozam maximális. Pl. 40 MeV-es bombázó részecskét 
használva az (a, In) reakcióval előállított 150Dy hozama N2 fékező gázban 40 l/m 
szívási sebesség és adott geometria mellett a következőképpen függött a nyomástól 
(23. ábra). 
A 23. ábra görbéje jellegzetes, min-
den reakciótermék hatótávolságra, gázra, 
szívósebességre és geometriára található 
olyan nyomásérték, ahol a hozam maximá-
lis. Ez a hozam független a gáztípustól, a 
szívósebességtől és jó részben a reakcióter-
mékek hatótávolságától is, de a geomet-
riától, nevezetesen az A/B viszonytól függ. 
Itt az A a céltárgy-kimeneti ablak, В a 
nyalábtengely-szűrőlap távolság. E függés 
valószínűleg azzal magyarázható, hogy a 
diffúz mozgás során a falakra jutott reak-
ciótermékek elvesznek a gyűjtés szempont-
jából. A hozam akkor maximális, ha a re-
akciótermékek minél távolabb fékeződnek 
le a falaktól (tehát a gázáramoltatási cső 
közepe körül) és a fékeződési helyhez 
minél közelebb van a gyűjtő szűrőpapír. 
Érdekes, hogy a szerzők szűrőpapírra gyűjtött forrásokból is igen jó, 
félérték-szélességű alfa-vonalakat mértek félvezető detektorral. 
0,2 0,3 0.5 0.6 
Nyomás 
q7" (atmj 
23. ábra. Reakciótermék gyűjtési hozama a 
Friedman és Möhr berendezésében (1. 22. 
ábra) a gáznyomás függvényében. [73] 
>20 keV 
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14 MeV-es /z-ок által létrehozott reakciótermékek vizsgálatára Bornemisza 
Györgyné közölt [74] egy csőposta rendszert. A céltárgy a detektorig 1,5 m utat 
0,5—0,4 sec alatt tesz meg sűrített levegővel való kilövés hatására. 
IV. Az új izotópok azonosítása 
Az azonosítás lehetséges módszerei 
Az új izotópok vizsgálatának egyik központi kérdése: hogyan lehet megbízhatóan 
azonosítani őket az általában igen rövid életidejük alatt? A legfontosabb azonosítási 
módokról áttekintést ad a 24. ábra. 
Z 
SZERINT 
KÉMIA, FIZIKAI KÉMIA 
KARAKT RÖNTGEN-SUG. 
MAGREAKCIÓK \ TÖMEGSZEPAR. / 
A 
'<SZERINT 
24. ábra. Új izotópok rendszám (Z) és tömegszám (A) szerinti azo-
nosításának lehetséges módszerei 
A felsorolt azonosítási módokat természetesen kombinálva is lehet használni, 
ahogy azt az összekötő vonalak mutatják. Általában hasznos kiegészítő módszert 
jelent az azonosításhoz az a tapasztalat, hogy a rendszámtól és a neutronszámtól 
a bomlási energia és gyakran a felezési idő értékek szisztematikusan függnek. Az azo-
nosítás helyessége mellett szól, ha az észlelt bomlásenergia egyezik a zárt bomlás-
ciklus alapján várt értékkel. Ismert leánytermékek felhalmozódásának mérése is 
segíthet az azonosításban. 
Azonosítás kémiai, illetve fizikai kémiai módszerekkel 
Tekintettel az új izotópok rövid felezési idejére, a klasszikus kémiai módszerek 
általában már nem alkalmazhatók rendszám szerinti azonositásra. 
A kísérletek tervezésénél törekedni kell arra, hogy a lehetséges szennyező elemek 
számát eleve csökkentsük az aktivitás kinyerésre és szállításra ható paraméterek 
megfelelő megválasztásával. Pl. С típusú gyűjtésnél az egyes elemek diffúziós, párol-
gási és ionizációs jellemzőiben levő különbségek erre lehetőséget adnak. Tömeg-
szeparátor alkalmazásával a lehetséges elemek számát szintén eleve korlátozni 
lehet, mivel adott tömegszámhoz csak viszonylag kis intervallumban fekvő rend-
számok tartozhatnak. További lehetőséget ad a kívánt elemhez tartozó aktivitás 
szelektív felerősítésére a besugárzási és mérési idők megfelelő megválasztása, mivel 
a szomszédos izobárok felezési ideje általában eltérő. 
Viszonylag egyszerű a kémiai tisztítás nemesgázok esetén. Ilyenkor a céltárgy 
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és ionforrás közötti cső hűtésével a szennyező gőzök és gázok általában könnyen 
kifagyaszthatók. L. pl. a Xe izotópok vizsgálatát [75]-ben. 
Gázkromatográfiai módszerek alkalmazása szintén lehetőséget ad gyors kémiai 
elválasztásra. 
Ha a kémiai elválasztást oldat alakban végzik, a szeparált anyagot néha célszerű 
szilárd testhez kötni és ezt egy vákuum zsilipen át vinni be az ionforrásba. így 
meg lehet akadályozni, hogy az oldó-
szer gőze az ionforrásba jusson. 
Az alkálifémek diffúziós állandója 
általában nagy és viszonylag könnyen 
ionizálhatok termikusan. E sajátságaik 
alapján könnyen szeparálhatók [69], [70] 
a szomszédos elemektől. 
Ritka földek tantál céltárgyból va-
ló csoportos és szelektív kinyerésére An-
dersen, Nielsen és Scharff végeztek kí-
sérleteket [76]. 0,2 mm-es Ta fóliát be-
sugároztak 600 MeV-es protonokkal. 
A besugárzás befejezte után bizonyos 
idővel a céltárgyat vákuumban hevítet-
ték és vizsgálták, hogyan függ a spal-
lációs termékek difiúzióspárolgási ho-
zama a hevítés időtartamától és a cél-
tárgy hőmérsékletétől. Az összaktivitási 
hozamra vonatkozó eredményeket a 25. 
ábrán láthatjuk. Az aktivitás zöme ritka 
földektől származik. Az ernyőre fel-
gyújtott elemek y spektrum analízise 
azt mutatta, hogy az Eu 1500C°-on, 
az Yb és Lu főleg 1600—1800 C°-on, 
a Tb 2300 C°-on hagyta el a céltárgyat. 
A Pm és Hf izotópok igen nehezen 
voltak elűzhetők a céltárgyból. 
Bizonyos ritka föld elemeket nem tudtak követni, mivel az adott kísérleti 
berendezés és mérésfeltételek, továbbá az izotópok felezési ideje korlátokat szabott 
az észlelhetőségre. 
A [77] munka adatokat tartalmaz ritka földek Ta, Au, Pt, Re és W-ból való 
kidiffundálására és elpárolgására vonatkozóan. Ta esetén a méréseket különböző 
vastagságú fólia céltárgyakra is kiterjesztették. 
Protonokkal bombázott Au céltárgyból viszonylag könnyen kiválaszthatók 
melegítéssel a Hg izotópok [78]. Az express kémiai elválasztásokról jó összefoglalást 
adnak Zajceva [79] és Hermann [80] munkái. 
25. ábra. A spallációs termékek diffúziós-párol-
gási hozama vákuumban 0,2 mm-es Ta fóliából. 
Az egyenesek melletti számok a fólia hőmérsék-
letét, az abszcissza a hevítési időtartamot jelöli. 
L. [76]. A Ta besugárzás 600 MeV-es protonokkal 
történt 7 órán keresztül 
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Azonosítás a lehetséges magreakciók ismeretében 
Ha ismerjük a céltárgy és bombázó nyaláb pontos összetételét, következtetést 
vonhatunk le az előállt termékek rendszámára és tömegszámára. Ha pl. egy bizonyos 
sugárzás jelentkezik az 
170 20 190 „ 
70 10 80 
reakcióból, de nem jelentkezik a megfelelő energiájú bombázó részecskékkel létre-
hozott 
reakcióból, ez amellett szól, hogy a sugárzás Hg izotóphoz tartozik. 
A keletkezett termék tömegszámára is következtethetünk a gerjesztési függvény-
ből. Változtatva a bombázó részecske energiáját, hol az egyik, hol a másik reakció-
termék izotópra maximális a hozam, megfelelően annak, hogy a közbenső magból 
nagyobb gerjesztési energiánál több, kisebb gerjesztési energiánál kevesebb neutron 
tud elpárologni. Szolgáljon erre például a 
6 9 l m + 1 0 N C 79 
26. ábra. A 169Tm + 22Ne —191 Au* reakció gerjesztési függvényei. 
£ g e r j a közbenső mag gerjesztési energiáját, az ordináta pedig 
a CI0„-at jelenti, ahol I0a az egységes besugárzási és mérésidőre, 
ill. egységes bombázó ionáramra redukált a sugárzás intenzitása 
a besugárzás végén, С = állandó. Az ordináta arányos a feltün-
tetett izotóp a elágazási tényezőjének és keletkezési hatáskereszt-
metszetének szorzatával [1] 
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reakció Macfarlane—Griffioen metodikával felvett gerjesztési függvénye és a reakció-
termékeknek az 18jAu* közbenső mag két különböző gerjesztési energiájánál felvett 
alfa-spektruma [1] (Lásd 26. és 27. ábra.). 
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27. ábra. A 169Tm + 22Ne - 191Au* reakció termékeinek a spekt-
rumakülönbözőközbenső mag gerjesztési energiáknál. Az absz-
cissza az a részecskék energiájára jellemző [1] 
A bombázó energiák ismeretében a reakciótermékek viszonylag egyszerű módon 
azonosíthatók voltak. 
Spallációs és hasadási reakcióknál pusztán a magreakciók ismert törvényszerű-
ségei alapján általában nem végezhető egyértelmű azonosítás, bár a magreakciók 
törvényszerűségeinek ismerete itt is segítséget jelent a rendszám és tömegszám 
hozzárendelésben. 
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Azonosítás karakterisztikus röntgensugárzás alapján 
Az elektron befogást vagy konverziót követő karakterisztikus röntgensugárzás 
felhasználható a rendszám szerinti azonosításhoz. Ehhez igen jó energiafeloldó 
képességű röntgensugár detektorra van szükség, mivel az elemek közötti átlag 
К röntgensugár energia különbségek nem nagyok. 
Szolgáljanak erre vonatkozóan tájékoztatásul a kö-
Г ~ к röntgensugár vetkező ada tok [8]. 
Rendszám | ' agenerg°a" кеТ'^'" Tekintettel arra, hogy Ge/Li detektorral 0—100 
keV-es röntgen tartományban 2—3 KeV vonal fél-
20 3,72 érték-szélesség elérhető [81], kedvező esetekben az 
22 4,55 azonosításhoz felhasználható félvezető detektoros 
50 25,78 mérésmódszer. Legújabban közöltek olyan Si de-
52 28,03 tektoros mérőberendezést, amivel kis energiájú 
80 72,49 (5—15 keV-es) röntgen sugárzásra 0,4 keV félérték-
82 76,74 szélességet kaptak [82]. 
A zonosítás tömegszeparátorral 
A reakciótermékek tömegszám szerinti elválasztása bizonyos fokig hatásosabb, 
mint a rendszám szerinti szeparálás, mivel a szomszédos atommagok közötti fele-
zési idő különbségek általában nagyobbak az izobár magoknál, mint az izotópoknál. 
Általában a leánymagok háttérsugárzása is kisebb tömegszeparátoros elválasztásnál. 
A IV. táblázat összefoglalja néhány on-line tömegszeparátor legfontosabb 
adatait. 
IV. TÁBLÁZAT 
Néhány on-line tömegszeparátor legfontosabb jellemzői 
A tömegszeparátor 
A tömegszepa-
rátor leírása 
A kollektoron a 
vonal félérték-
szélessége 
X magassága 
(mm xmm) 
Diszperzió 
Effek-
tivitás 
Egyszerre 
befogott 
• tömeg-
tartomány 
Milyen 
tömegszám 
tar tomány-
ban működ ik 
Iro-
dalom 
Dubna, nehéz ion 
ciklotron (módo-
60°-OS 
mágnes 
« 6 5 X 3 5 
18,5 mm 
10% 8% 80—170 [89] 
sított Cohen— 
Fulmer típus) 
eltérítés, Fie 
gáz töltés 
1 % tömegvált. 
Dubna, nehéz ion 
90°-os 
mágnes 0 , 5 X 0 0 + 20) 11,5 mm 6—8% 20% 1—250 [91] 
ciklotron eltérítés, 
vákuum 
203és205T,. ra 1 % tömegvált. 
Dubna, szinkro-
55°-os mágne-
ses eltérítés, 
1,5 m közepes 
görbületi su-
gár, vákuum 
« 1,5X1,5 
14 mm 
10% 20% 20—250 [86] ciklotrona (terv) 1 % tömegvált. 
(A = 100-ra) 
Л A CERN t ípusú tömegszeparátor hason ló adatokkal rendelkezik. 
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A Cohen—Fulmer típusú tömegszeparátor elvét a III. fejezetben ismertettük. 
A [83] dolgozat részletesen tárgyalja, hogy hogyan függ a hasadási termékek egyen-
súlyi átlagtöltése gázokban a repeszek sebességétől és magtöltésétől, valamint a fékező 
gáz milyenségétől és nyomásától. A szeparátor elvi működése szempontjából leg-
fontosabb, hogy az egyensúlyi töltés a részecske sebességével és a magtöltés köbgyö-
kével arányos, bár mindkét mennyiségtől való függés csak közelítőleg ilyen alakú. 
A fékező gáz rendszámától a hasadási termék egyensúlyi átlagtöltése Z > 10 eseté-
ben alig függ. A fékező gáz nyomásától sem függ az egyensúlyi átlagtöltés erősen: 
a H2 , He, levegő és Ar-on végzett mérések maximálisan 17% függést mutatnak. 
A spektrométer tömegfeloldó képességét (W) kis nyomásoknál főleg az egyen-
súlyi átlagtöltés fluktuációja szabja meg [61], ami a szokásos statisztikai megfonto-
lások szerint a töltésváltoztató ütközések számának (és így végső soron a gáz nyo-
másának) négyzetgyökével fordítva arányos: 
A(Hq) _ konst. 
A képlet nagy nyomásoknál nem érvényes, mert ott az ion rövid úthosszon igen 
sok energiát veszít és erős többszörös szóródást szenved. Általában található egy 
olyan nyomás, ahol a feloldás a legjobb. 
A szeparátor legfőbb előnye, hogy a reakciótermékek felgyűjtése gsec rendű, 
igen rövid időt vesz igénybe, amiért a feloldás romlásával és a forrás minőségével 
kell fizetnünk (a nagysebességű termékek mélyen behatolnak a kollektorba). A ^sec 
rendű felezési idők természetesen csak akkor mérhetők, ha a bombázó nyaláb 
impulzusának vége is ilyen pontossággal definiált, aminek biztosítása általában 
technikailag elég nehéz. 
Mind a dubnai, mind a CERN-i vákuumkamrás tömegszeparátorok jó disz-
perzióval és vonal félérték-szélességgel rendelkeznek. Az ionok gyorsító feszültsége 
viszonylag kicsi ( ~ 6 0 kV), így spektroszkópiai analízisre alkalmas, vékony források 
nyerhetők a kollektoron. A tömegszeparálás sebességét az aktivitás transzport 
és az ionforrás tulajdonságai szabják meg. 
V. Az új izotópok sugárzásának vizsgálata 
Az utóbbi években nagy fejlődésen átment félvezető detektorok sok olyan 
sajátsággal rendelkeznek, amelyek kiválóan alkalmassá teszik őket on-line spektrosz-
kópiai munkákhoz. A detektorok energia feloldása jó [81], [82], és kis méretük, 
egyszerűségük megkönnyíti a nyaláb vagy tömegszeparátor kollektora közelében 
való elhelyezésüket. Könnyen készíthetők a forrás alakjához alkalmazkodó detek-
torok. Detektorsorozat alkalmazásával egyidőben több tömegszám is vizsgálható 
a tömegszeparátor kollektorán. A sokcsatornás (többdimenziós) analizátorok 
ernyőjén a spektrummérés eredménye még a mérés közben láthatóvá tehető 
és így a mérési paramétereket a helyszínen, azonnal lehet javítani. Könnyen 
felhasználhatók koincidencia és antikoincidencia mérésekre és a más sugárzások 
által okozott háttér különböző módszerekkel hatásosan csökkenthető. Pl. a sugár-
zás mérésénél a ß+ és e~ háttér zavaró hatása mágneses eltérítéssel, az érzékeny 
réteg csökkentésével és az impulzus idők rövidítésével lényegesen csökkenthető. 
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4 TÖMEGSZEPARATOR 
VÁKUUMKAMRÁJA 
IONOK 
a -SPEKTROMETER VAGY 
dE 
dx +E TELESZKÓP 
KETDIMENZIOS 
ANALIZÁTOR 
28. ábra. a és p radioaktivitások tömegszeparálás 
utáni vizsgálatára szolgáló kísérleti berendezés 
Mindezek alapján az a ,p ,y , röntgensugár és jórészben a konverziós elektronok 
on-line vizsgálatára is a kulcsberendezést a félvezető detektorok jelentik. 
A ß+ sugárzás vizsgálatára a félvezető detektorokon kívül szcintillációs detek-
torok és mágneses spektrométerek is számba jöhetnek, különösen nagy ( > 3 MeV) 
energiájú sugárzás esetén. A mág-
neses spektrométerhez célszerű 
multidetektor rendszert csatolni 
gyorsító idő megtakarítás céljá-
ból. A teljes bomlásenergiák mé-
résére a CERN-ben Rudstam és 
Kjelberg kidolgoztak egy összeg-
koincidencia elven működő mé-
rőberendezést [84]. 
Konverziós elektronok vizs-
gálatára a Si(Li) detektorokon 
kívül nagy fényerejű toroid mág-
neses spektrométerek is alkal-
mazhatók. 
Különböző koincidencia mé-
résekhez pl. Compton vagy anti-
Compton y spektrométerekhez 
hasznosak lehetnek szcintillációs 
detektorok. 
Késleltetett /j-ок vizsgálatára félvezető, szcintillációs vagy bórtrifluorid szám-
lálók lesznek előreláthatólag legalkalmasabbak. 
Alfa és proton radioaktivitások vizsgálatára tömegszeparátor után használ-
ható pl. a következő elrendezés (28. ábra). 
60 keV-os gyorsító feszültség után — mint már említettük — az ionok még 
nem hatolnak be olyan mélyen az anyagba, hogy az alfa-spektrum lényegesen 
szétkenődne, így pl. egyszerű fémfelületre gyűjthetők a reakciótermékek. Adott 
időpillanatban a henger tengelye körül valamivel kisebb, mint 90°-kal elfordítható 
és egy félvezető detektorral mérhető a sugárzás felezési ideje és energia-spektruma. 
Közben a henger másik helyére újból gyűlnek a reakciótermékek. A detektor em-
lített elhelyezése biztosítja, hogy a hengernek fokozatosan egész felületét felhasz-
náljuk gyűjtésre. A hosszú felezési idejű (leány) termékek zavaró háttere lecsökken, 
mire még egyszer ugyanazon helyét vizsgáljuk a kollektornak. 
Az anya- és leánytermék aktivitás szétválasztás egyik lehetséges módja az, 
amikor a reakciótermékeket egy folyamatosan mozgó hosszú szalagra gyűjtjük és 
a szalag aktivitását különböző helyekre elhelyezett detektorokkal vizsgáljuk. L. pl. 
[75]. A szalagsebesség és detektorelhelyezés változtatásával elérhető, hogy az első 
detektor főleg csak az anya, a második csak a leány stb. elemek sugárzását detek-
tálja, mivel az anya általában rövidebb felezési idejű, mint a leány. 
Mágneses spektrométerek alkalmazása esetén szükség lehet arra, hogy a tömeg-
szeparált ionnyalábot elektronoptikai rendszerrel eltérítsük, újra fókuszáljuk vagy 
más alakra hozzuk a spektrométer helyének és igényének megfelelően. A drága gyor-
sító idő gazdaságosabb felhasználása érdekében hasznos on-line elektronikus szá-
mológép alkalmazása, ami a kívánt mennyiségeket még a kísérlet alatt kiszámítja 
és így lehetőséget ad a mérésfeltételek egy kísérleten belüli optimalizálására. 
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VI. Áttekintés a működő vagy építés alatt álló on-line 
tömegszeparátor rendszerekről 
Több nyugat-európai ország (Dánia, Franciaország, Német Szövetségi Köz-
társaság, Norvégia, Svédország és a CERN Magkémiai Csoport) kutatóinak közös 
erőfeszítésével, a CERN-i 600 MeV-es szinkrociklotronra és on-line tömegszepa-
rátorra alapozva program indult rövid felezési idejű izotópok vizsgálatára [67], [85]. 
A céltárgyakat a kihozott 600 MeV-es p nyalábbal sugározzák be, melyek inten-
zitása ~5-10 1 1 p/sec. Párhuzamosan intenzív munka folyik a kihozott proton-
nyaláb erősségének növelésére. 
Az ionforrást közvetlenül a céltárgy közelében kívánják elhelyezni és a termé-
keket ion alakban átjuttatni a ~ 2 m vastag sugárvédő falon a tömegszeparátorhoz. 
A felaktivált céltárgyak és ionforrások tárolására a céltárgy helyiségében biztosí-
tottak sugárvédett helyet. A tömegszeparátor mellett vannak elhelyezve a mérő-
berendezések, tápegységek az ionforrás számára és az irányító pult. 
A kollektoron nyerhető aktivitások becslésére a [67] dolgozat egy konkrét 
esetet vizsgált: Xe izotópok kinyerését U céltárgyból. A számításokhoz felhasznált 
paraméterek a következők: 
A céltárgy anyag mennyisége 
Nyalábintenzitás: 
Hatáskeresztmetszet : 
Diffúziós állandó: 
Tömegszám : 
Összeköttetés a céltárgy és ionforrás 
között: 
Kisülési kamra: 
Kémiai szeparációs effektivitás: 
Ionizációs hatásfok: 
6-1023 atom 0,02 cm vastag fóliasoro-
zatban. 
5-1010 részecske/cm2sec. 
1 mb. 
2-10~10 cm2/sec (1000C°-on); a cél-
tárgyfelületről a reakció termékek 
mind tovább jutnak. 
130. 
1 cm átmérőjű 30 cm hosszú cső 
- 73 C°-on tartva. 
40 cm3 térfogatú, 400 C° hőmérsékletű, 
0,03 cm2 kimeneti nyílással. 
100%. 
10%. 
A számítások szerint a fenti feltevések mellett a következő intenzitások vár-
hatók a kollektoron. 
Természetesen az adatok csak tájékoztató jellegűek, a kiindulási feltételektől füg-
gően a várható aktivitások több nagyságrenddel is eltérhetnek mindkét irányban. 
A magfizikai munka 1967-
ben indult meg a Xe és Kr izo-
tópok vizsgálatával. A tervek sze-
rint a továbbiakban a Hg, Cs, 
Rb és ritka földfémeket fogják 
vizsgálni (az utóbbit Ta céltárgy-
ból). 
A dubnai szinkrociklotron 
mellett szintén indul on-line tö-
megszeparátor program. A gyor-
Felezési idő 
(sec) 
A céltárgyat 
elhagyó atomok 
száma 
Bomlási 
f a k t o r 
Intenzitás 
a kol lektoron 
bomlás/sec 
0,1 1,6-10* 0,017 27 
1 5 104 • 0,71 3,6 103 
10 1,6 10= 0,97 1,6 104 
100 5 10= 1,00 5 104 
1000 1,6 10" 1,00 1,6 10= 
o= 3 10' 1,00 3 10« 
3 Fizikai Folyóirat XVI1/1 
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sító 660 MeV-es kihozott p nyalábot szolgáltat 0,1 pA azaz 6 -1011 p/sec erősséggel. 
Az intenzitást rövidesen lényegesen emelni kívánják az ionforrás és kihozórendszer 
tökéletesítésével. 
Az alkalmazott tömegszeparátor CERN típusú lesz. Működése előreláthatólag 
1969—70-ben kezdődik, egyelőre csőposta céltárgy átvitellel a percnél nagyobb 
felezési idejű anyagok vizsgálatára. A céltárgy a gyorsítótól a tömegszeparátorig 
levő 80 métert kb. 4 sec alatt megteszi [86], de a kémiai tisztítás, ionforrásba vivés 
és ionizálás további időket követelnek. 
Ionforrásul Nielsen [87], ill. Freeman [88] típusú berendezéseket terveznek. 
Ezek közös vonása, hogy bennük nagy teljesítményű ívkisülést hoznak létre, amit 
fűtött katódszálból kilépő elektronok táplálnak. Az ionizációs valószínűség növelése 
érdekében mágneses teret is alkalmaznak. Az ionizálni kívánt anyagot a kémiai 
szeparátorból egy csövön át vezetik az ionforrásba, amikor a kisülés stabilan ég. 
A tömegkalibráló anyagot egy kemencéből juttatják be az ionforrásba hevítéssel. 
Mivel az ionforrás működése gázkisülésen alapul, a tömegszeparátor pedig vákuum-
ban működik, állandó gázáram lép fel a vákuum felé, amit folyamatosan pótolni kell. 
A szinkrociklotron tervbe vett rekonstrukciója után 1972-ben a tömegszepa-
rátor átkerül a protonnyaláb mellé, a tervek szerint a következő elrendezésben 
(1. 29. ábra). 
A berendezés elhelyezésénél az egyik legnagyobb probléma a sugárvédelem. 
A céltárgyban az eredeti p nyaláb intenzitásához képest sokkal erősebb n sugárzás 
29. ábra. A dubnai szinkrociklotron mellett felállítandó on-line tömegszeparátor elhelyezésé-
nek terve [86]. A kezdeti időszakban a szeparátor csőposta közvetítéssel működik az 1-gyel 
jelölt helyiségekben. A szinkrociklotron rekonstrukciója után a tömegszeparátor á tkerül 
a 2-es helyre 
Szinkrociklc iron 
p 660 Me\ 
Ionforrás 
Tömegszeparátor 
Mérőműszerek 
Csóposta Tömegszeparátor 
Sugárvédelmi falak 
I f e , 
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keletkezik. A neutronok között vannak nagy energiájúak is (több száz MeV-esek), 
amik ellen csak igen vastag védőfalakkal lehet védekezni. A nagyenergiájú я-ок 
zöme a bombázó nyaláb irányában halad. A proton nyalábhoz viszonyított szög 
(0 ) függvényében az intenzitás az 
N = N0 exp 
törvény szerint csökken, hzért a sugárzástól védendő berendezéseket nagy hegyes 
vagy tompa szögben ceiszerű elhelyezni a nyaláb irányához képest. 
Az ionforrás és a tömegszeparátor közötti ~ 10 m távolságot az ionok egy 
-— a sugárvédelem miatt lehetőleg vékony — csőben futják le. 
Súlyos problémát jelent, hogy a céltárgyat, kémiai tisztító berendezést és ion-
forrást esetleg gyakran kell cserélni. Mindezt távvezérléssel kell végezni, mivel 
közvetlen a besugárzás után általában ember nem mehet a céltárgy közelébe, olyan 
nagy a sugárzási szint. A besugárzott céltárgyat, kémiai tisztító berendezést és ion-
forrást az időnként szükségessé váló javító, szerelő munkák előtt egy sugárvédett 
helyiségben állni kell hagyni, hogy aktivitásuk csökkenjen. 
Az ionforrás után egy nagy teljesítményű szivattyú következik, mivel az ion-
forrásban 10~3 Hgmm a nyomás, az ionok pedig nagyvákuumban kell, hogy fussanak. 
A szivattyút, hogy kisebb mértékű felaktiválódásnak legyen kitéve, célszerű egy 
emelettel lejjebb elhelyezni. 
A védőfal előtt és után ionoptikai rendszer biztosítja a megfelelő nyalábalakot. 
Az ionok közötti elektromos taszítóerő széttartóvá teheti e nyalábot. 
A céltárgy — ionforrás — elektronoptika rendszer elektromos energiával való ellá-
tása a 2-es helyiségben elhelyezett vezénylőpultról irányítható és ugyanitt lesznek a táp-
egységek is. A motorgenerátorok részére a 2-es helyiség alatt lehet helyet biztosítani. 
A mérőműszereket a tömegszeparátor kollektorához kocsikon tolják oda a 
mérés időtartamára. Csak az igen súlyos mágneses spektrométereknek lesz állandó 
helyük, ezekhez a tömegszeparált ionnyalábot vezetik el. 
Az Orsay-i 150 MeV-es szinkrociklotron mellett 1965 óta működik on-line 
tömegszeparátor. A berendezés főbb részeit és az első kísérletek eredményeit a III. 
fejezetben már említettük. 
p aktív magok vizsgálatára 1968-ban Dubnában a 310 cm pólusátmé-
rőjű nehéz ion gyorsító mellett Karnauhov, Tyer-Akopjan, Bacsó, Daróczy 
és munkatársaik üzembe helyeztek [89] egy módosított Cohen—Fulmer típusú 
tömegszeparátort, amiről a III. és IV. fejezetekben már részletesen szóltunk. Az igen 
rövid termékátviteli idők lehetővé teszik, hogy ne csak a késleltetett, hanem az alap-
állapotból történő p aktivitás jelenségét is a siker reményében tanulmányozhassák. 
Cohen-típusú tömegszeparátort hasadási termékek on-line vizsgálatára használnak 
Armbruster és munkatársai [90]. 
Dubnában a 310 cm pólusátmérőjű nehéz ion gyorsító mellett 1967-ben meg-
kezdte működését egy másik on-line tömegszeparátor is (Tarantyin, Gyemjanov 
és munkatársaik [91], [93], [94]). A tömegszeparátor a nehéz ion gyorsító külső 
nyalábján működik és kitűnő feloldás és diszperzió értékkel rendelkezik. A IV. 
fejezetben sajátságairól részletesen megemlékeztünk. 
Ciklotronok mellett Amsterdamban (Hollandia), Grenoble-ban (Franciaország) 
és Stockholmban (Svédország); reaktorok, ill. я generátorok mellett Amesben (USA), 
Grenoble-ban, Jülich- és Münchenben (Német Szöv. Közt.), Stockholmban, Studsvik-
3' 
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ban (Svédország) és Yavneban (Izrael) működnek vagy épülnek on-line tömegszepa-
rátorok. Spontán hasadó forrásokat vizsgálnak Princeton-ban (USA). A programok-
kal kapcsolatban a [85] összefoglaló dolgozat részletes adatokat tartalmaz. 
Köszönettel tartozom a Nuclear Physics, Arkiv för Fysik és a Zeitschrift für 
Naturforschung folyóiratok kiadóinak, hogy hozzájárultak a 17, 23, 26, 27; 
6, 7, 8, 19, 25; 9 ábrák ez összefoglaló dolgozatba történő átvételéhez. 
IRODALOM 
1. A.C. Demin, T. Fényes, /. Mahunka, V. G. Subbotin, L. Trón, Nucl. Phys., A106, 337, 1967. 
2. Daróczy S., Magy. Fiz. Folyóirat, 14, 317, 1966. Összefoglaló munka. 
3. W. D. Myers, W. J. Swiatecki, UCRL—11980, 1965. 
4. H. Kümmel, J. H. E. Mattauch, W. Thiele, A. H. Wapstra, Nucl. Phys., 81, 129, 1966. 
5. Б. С. Джелепов, Изв. АН СССР, сер. физ., 15, 496, 1951. 
6. R. D. Macfarlane, in the Proceedings of the International Conference on Heavy Ion 
Physics, USSR, Dubna, October 13—19, 1966. Preprint J INR P7—3202, 41, 1967. 
7. Я. Б. Зельдович, ЖЭТФ, 38, 1123, 1960. 
8. A. H. Wapstra, G. J. Nijgh, R. ran Lieshout, Nuclear Spectroscopy Tables, Nort-Holland 
Publ. Co., Amsterdam, 1959. 
9. A. Siivola, a [c] konferenciaanyagában, Arkiv Fysik, 36,413,1967. 
10. Fényes T., Rupp E., ATOMKI Közi., 10, 116, 1968. 
11. R. D. Macfarlane, A. Siivola, Phys. Rev. Lett., 14, 114, 1965. 
12. A.C. W. Cameron, Can. J. Phys., 35, 1021, 1957. 
13. R. Taagepera, M. Nurmia, Ann. Acad. Sei. Fennicae, Ser. A, 6, 78, 1961. 
14. H. A. Bethe, Rev. Mod. Phys., 9, 69, 1937. 
15. В. А. Карнаухов, Г. M. Тер-Акопьяп, препринт ОИЯ И, Дубна, Г3-1706,1964; Phys. Lett., 
12, 339, 1964. 
16 D. T. Goldman, J. R. Roesser, Chart of the Nuclides, 1966. Distributed by Educational 
Relations, General Electric Co, Schenectady, USA. 
17. S. A. E. Johansson, a [c] konferencia anyagban, Arkiv Fysik, 36, 599, 1967. 
18. R. K. Sheline, T. Sikkeland, R. N. Chanda, Phys. Rev. Letters, 7, 446, 1961. 
19. G. Gerschel, M. Pautrat, R. A. Ricci, j. Teillac, J. Vanhorenbeeck in P. Gugenberger (ed.) 
Congrès Intern. Phys. Nucléaire, CNRS, Paris, 1964, p. 501. 
20. H. Morimaga, N. L. Lark, Nucl. Phys., 67, 315, 1965. 
21. E. Marshalek, L. W. Person, R. K. Sheline, Rev. Mod. Phys., 35, 108, 1963. 
22. Z. Szymanski, Acta Phys. Pol., 23, 543, 1963. 
23. К. Kumar, M. Baranger, Techn. Rep., No 14; No O. 24—439, Carnegie Inst. Techn., 
Contract 760. 
24. Ph. A. Seeger, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 495, 1967. 
25. J. W. Truran, A. G. W. Cameron, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36,509, 1967. 
26. D. W. Dorn, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysi,c, 36, 41, 1967. 
27. E. K. Hyde, The Nuclear Properties of the Heavy Elements, Vol. 3, Prentice-Hall, Inc., 
1964. 
28. B. Forkman, C. G. Jonsson a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 57, 1967. 
29. W. Ramier, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 19, 1967. 
30. Proceedings of the International Conference on Isochronous Cyclotrons, Gatlinburg, 
Tennessee, 1966, in IEEE Transactions on Nuclear Science, NS-13, No 4, 1966. 
31. G. Rudstam, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 9, 1967. 
32. G. Rudstam, Zeitschrift für Naturforschung, 21a, 1027, 1966. 
33. G. Rudstam, Spallation of Medium Weight Elements, Uppsala, Appelbergs Boktryckeri 
AB, 1956. 
34. В. И. Барановский, А. H. Мурчи, Изв. АН СССР, сер. физ., 25, 882, 1961. 
35. В. И. Барановский, А. Н. Мурин, Б. К. Преображенский, Радиохимия, 4, 470, 1962. 
36. Е. Bruninx, High Energy Nuclear Reaction Cross Sections, CERN 62—9, 1962. 
37. E. K. Hyde, I, Perlman, G. T. Seaborg, The Nuclear Properties of the Heavy Elements I, 
p. 350, Prentice Hall, Inc., New Jersey, 1964. 
ÚJ IZOTOPOK ELŐÁLLÍTÁSÁNAK ÉS VIZSGÁLATÁNAK LEHETŐSÉGEI 3 7 
38. R. D. Macfarlane, R. D. Griffioen, Phys. Rev., 130, 1491, 1963. 
39. T. D. Thomas, Phys. Rev., 116, 703,1959. 
40. В. В. Вабиков, препринт ОИЯИ, Дубна, Р-1351, 1963. 
41. J. D. Jackson, Canad. J. Phys., 34, 767, 1956. 
42. Г. Кумпф, В. А. Карнаухов, ЖЭТФ, 46, 1545, 1964. 
43. V. F. Weisskopf, Phys. Rev., 52, 295, 1937. 
N. Bohr, J. A. Wheeler, Phys. Rev., 56, 426, 1939. 
44. JI. С. Вертоградов, В. А. Карнаухов, JI. А. Петров, Г. M. Тер-Акопьян, препринт 
ОИЯИ, Дубна, Р-2514, 1965. 
45. T. Sikkeland, а [с] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 539, 1967. 
46. D. J. Hughes, Nucleonics, 17, 132, 1959. 
47. 5. Katcoff irodalmi összesítése alapján. L. [27]-ben 104. о. 
48. P. С. Stevenson, H. G. Hicks, W. E. Nervik, D. R. Nethaway, Phys. Rev., 111. 886, 1958. 
49. Я. G. Hicks, P. С. Stevenson, R. S. Gilbert, W. H. Hutchin, Phys, Rev., 100, 1284, 1955. 
50. H. G. Hicks, R. S. Gilbert, Phys. Rev., 100, 1286, 1955. 
51. H. M. Steiner, J. A. Jungerman, Phys. Rev., 101, 810, 1956. Я . M. Steiner, Thesis, 
UCRL-3258, 1956. 
52. F. Plasil, D. S. Burnett, H. C. Britt, S. G. Thomson, Phys. Rev., 142, 696, 1966. 
53. Ю. A. Музычка, Ю. Ц. Оганесян, Б. И. Пустыльник, Г. Я. Флеров, ЯФ, 6, 306, 1967. 
54. М. Kaplan, R. D. Fink, Proc. of the III. Conf. on Reactions between Complex Nuclei, 
Ed. A. Ghiorso, R. M. Diamond, H. E. Conzett, 1963. Univ. of California Press, Berkeley, p. 353. 
55. J. Gilat, J. M. Alexander, Phys. Rev., 136, В 1298, 1964. 
56. J. M. Alexander, L. Winsberg, Proc. of the II. Conf. on Reactions between Complex 
Nuclei, John Wiley & Sons, 1960, New York. Ed. A. Zucker,F. T .Howard , E. C. Halbert, p. 271. 
57. B. G. Harvey, Ann. Rev. Nucl. Sei., 10, 235, 1960. 
58. L. Winsberg, Phys. Rev., 135, B1105, 1964. 
59. Я. И. Борисова, M. Я. Кузнецова, Л. Я. Курчатова, В. Я . Мехедов, Л. В. Чистяков, 
ЖЭТФ, 37, 366, 1959. 
60. X. Роттер, А. Г. Демин, Л. П. Пащенко, X. Ф. Бринкманн, препринт ОИЯИ, Дубна, 
Р-2465, 1965. 
61. В. L. Cohen, С. В. Fulmer, Nucl. Phys., 6, 547 (1958.) 
62. R. D. Macfarlane, Phys. Rev., 126, 274, 1962. 
63. В. Л. Михеев, препринт ОИЯИ, Дубна, 2291, 1965. 
64. Я. Махунка, М. Махунка, Т. Фенеш, Материалы VIII. совещания по ядерной спектро-
скопии, Дубна, 6—10 июля 1965. 
65. R. D. Macfarlane, R. D. Griffioen, Nucl. Instr. Meth., 24, 461, 1963. 
66. E. Hagebo, A. Kjelberg, S. Sundell, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 127, 
1967. 
67. G. Rudstam, Nucl. Instr. Meth., 38, 282, 1965. 
68. K. F. Chackett, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 133, 1967. 
69. R. Klapisch, R. Bernas, Nucl. Instr. Meth., 38, 291, 1965. 
70. /. Amarel, R. Bernas, J. Chaumont, R. Foucher, J. Jastrzebski, A. Johnson, R. Klapisch, 
J. Teillac, a [c]-ben jelzett konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 77, 1967. 
71. A. В. Демьянов в материале Совещания no установке масс-сепаратора на пучке син-
хроциклотрона ЛЯП, 23—25 мая, 1967, Дубна, О И Я И . 
72. Р. С. Stevenson, L. A. Cambey, Т. Smith, а [с] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 
279, 1967. 
73. A. M. Friedman, W. С. Mohr, Nucl. Instr. Meth., 17, 78, 1962. 
74. Bornemisza Györgyné, ATOM KI Közi. IV, 79, 1962. 
75. G. Sidenius, R. M. Gammon, R. A. Naumann, T. D. Thomas, Nucl. Instr. Meth., 38, 299, 
1965. 
76. M. L. Andersen, O. B. Nielsen, В. Scharff Nucl. Instr. Meth., 38, 303, 1965. 
77. M. L. Andersen, B. Scharff, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 151, 1967. 
78. M. Karras, G. Andersson, M. Nurmia, Arkiv Fysik., 23, 57, 1962. 
79. H. Г. Зайцева, препринт ОИЯИ, Дубна, Р-1292, 1963. 
80. G. Herrmann, а [с] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 111, 1967. 
81. W. M. Gibson. G. L. Miller, P. F. Donovan in a ,ß,y Ray Spectroscopy, Vol. I. Editor К . 
Siegbahn, Nort-Holland Publ. Col., Amsterdam, 1965, p. 378. 
Юнгклауссен, препринт О И Я И , Дубна, 1965, 2410, ст. 62. 
82. E. Eiad, M. Nakamura, UCRL-17632, 1967. 
3 8 FÉNYES T . : Ú j IZOTÓPOK ELŐÁLLÍTÁSÁNAK ÉS VIZSGÁLATÁNAK LEHETŐSÉGEI 
83. C. B. Fulmer, B. L. Cohen, Phys. Rev., 109, 94, 1958. 
84. G. Rudstam, A. Kjelberg, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 107, 1967. 
85. G. Andersson, a [c] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 61, 1967. 
86. Г. Музиоль, a [71]-ben jelzett konferencia anyagában. 
87. К. O. Nielsen, Nucl. Instr. Meth., 1, 289, 1957. 
88. J. H. Freeman, Nucl. Instr. Meth., 22, 306, 1963. 
89. И. Бачо, Д. Д. Богданов, Ш. Дароци, В. А. Карнаухов, Л. А. Петров, Г. М. Тер-Акопьяп, 
препринт ОИЯИ, Дубна. 
90. Р. Armbruster, J. Eidens, Е. Roeckl, а [с] konferencia anyagában, Arkiv Fysik, 36, 293, 
1967. 
91. N. 1. Tarantin, А. V. Demyanov, Yu. A. Dyachikhin. A. P. Kabachenko, Nucl. Instr. 
Meth. 38, 103, 1965. 
92. H. И. Гарантии, В.В. Гордеев, A.B. Демьянов, препринт ОИЯИ, Дубна, Р—2804, 1966. 
93. А. В. Демьянов, А. П. Кабаченко, О. П. Логинов, Н. И. Тарантин, X. Тыррофф, пре-
принт ОИЯИ, Дубна, Р 13—3953. 
94. Н. И. Тарантин, А. В. Демьянов, Н. С. Иванов, А. П. Кабаченко, препринт О И Я И , 
Дубна, Р 13—4061, 1968. 
95. Н. И. Тарантин, доклад на 11. Международном сов. по масс-сепараторам, Дубна, 
29. X , — I . XI. 1968. 
Néhány konferencia anyaga 
[a] 10"1 Summer Meeting of Nuclear Physicists on Nuclear Spectroscopy Instrumentation, 
Herceg Novi, August 20—Sept. 3, 1965. 
Nucl. Instr. Meth. 43, 1—385, 1965. 
[b] Proceedings of the International Conference on Electromagnetic Isotope Separators and 
Related Ion Accelerators and their Application to Physics, Aarhus, Denmark, 14—18 June, 1965. 
Nucl. Instr. Meth., 38, 1—325, 1965. 
[c] International Symposium on ,,Why and How Should we Investigate Nuclides far off the 
Stability Line", Lysekil, Sweden, August 21—27, 1966. 
Arkiv for Fysik, 36, 1967. 
CSOPORTELMÉLETI DINAMIKA I * 
A KEPLER-MOZGÁS 
GYÖRGYI GÉZA 
A Magyar Tudományos Akadémia Központi Fizikai Kutató Intézete, Budapest 
és 
Facultés des Sciences de Paris et d'Orsay, Institut de Physique Nucléaire 
„.. .tandem, inquam, in lucem protuli, sup-
raque quam sperare unquam potui verissi-
mum deprehendi, totam harmonices natu-
ram, quantaquanta est, cum omnibus suis 
partibus inter motus coelestes reperiri ; non 
eo quidem modo, quern ego conceperam 
animo, sed divertissimo alio simulque et 
praestantissimo et perfectissimo." 
Johannes Kepler 
„...dolgozni csak pontosan, szépen, 
ahogy a csillag megy az égen, 
úgy érdemes." 
József Attila 
Noha a Kepler-mozgás immár néhány évszázada központi problémája az ana-
litikus dinamikának, s tárgyalása számtalan tankönyvben, monográfiában meg-
található, a legutóbbi években „belső" matematikai szimmetriái révén ismét magára 
vonta a figyelmet. A kvantummechanika felállítását [Heisenberg, Born, Jordan, 
Dirac (1925); Schrödinger (1926)] és a csoportelméleti módszernek a kvantum-
mechanikába való bevezetését [Wigner (1927)] követően Fock [1] ismerte fel, hogy 
az SO(4) négydimenziós forgáscsoport a kötött állapotokra dinamikai invariancia-
csoportja a Kepler-problémának (lásd még O. Klein észrevételét a [2] dolgozatban). 
Fock a FI atom „véletlen" elfajulásának kérdését tanulmányozta, kihasználva 
a probléma Schrödinger-egyenletének az impulzustérben mutatott matematikai 
tulajdonságait. Ezt követően Fock eredményei, valamint a hidrogén-színkép Pauli 
által megadott mesteri leszármaztatása [3] között Bargmann [4] ismerte fel a kap-
csolatot. (A probléma többdimenziós általánosítását illetően lásd az [5—6] dolgo-
zatokat.) Ez után azonban még csaknem három évtizednek kellett eltelnie ahhoz, 
hogy azután a fizikusok szélesebb köreinek figyelme ezekre az eredményekre és az 
azokkal összefüggő problémákra terelődjék (mindazonáltal lásd a [7—20] dolgoza-
tokat). A csoportelméleti nézőpontnak ez az előtérbe kerülése a dinamikában 
szorosan összefüggött a csoportelmélet hadronfizikai sikereivel [SU(3) szisztematika 
vagy a „nyolcas út", Gell-Mann és Okubo tömegképlete s az Q~ hiperon megjós-
lása, az SU(6) szupermultiplettek és összefüggések momentumokra], A Kepler-
probléma (H atom) gyakorta szolgált példakép gyanánt a csoportelméleti módszer 
hadronfizikai alkalmazásainak kiterjesztését célzó törekvések számára; ennek kap-
csán vált azután ismertté az egész diszkrét hidrogén-spektrumot egyetlen végtelen 
multiplettbe egyesítő SO(4,l) „spektrumgeneráló csoport" [21—29] és az ennek 
* Érkezett 1968. júl. 20. 
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kibővítésével nyerhető SO(4,2) „teljes dinamikai csoport" [30—35] szerepe. Több 
elméleti fizikus reméli, hogy a pontszerű forrás gravitációs, ill. elektromágneses 
terében mozgó részecske problémája (Kepler-mozgás, H atom), mely a fizika tör-
ténete folyamán annyiszor játszott különlegesen gyümölcsöző szeiepet, így a dina-
mika s a gravitáció Newton-féle törvényeinek, az atommag létének s a kvantum-
elmélet szabályainak felfedezésében, a relativitáselmélet, a kvantummechanika 
és a kvantumelektrodinamika eredményeinek ellenőrzésében, segítséget fog nyúj-
tani a hadronok dinamikájának megalkotásához is. 
Annak ellenére, hogy a Kepler-probléma a fent említett dolgozatokban beható 
elemzés tárgyát képezte, úgy látszik, van még néhány olyan kérdés, amely figyelmet 
érdemel. Néha hallható a megjegyzés, mely szerint a Kepler-probléma, ami a dina-
mikai szimmetriákat illeti, „nem olyan triviális", mint a harmonikus oszcillátor. 
Valóban, a harmonikus oszcillátor dinamikai szimmetriái könnyen nyilvánvalóvá 
tehetők a primitív dinamikai változók segítségével, s a kvantummechanikában ehhez 
nem kell valamely speciális reprezentációt választanunk; a Kepler-probléma SO(4) 
invarianciáját ezzel szemben Fock a H atom Schrödinger-egyenletének az 
impulzustérben mutatott speciális tulajdonságai kihasználásával hozta nap-
világra [1], a Pauli által alkalmazott alternatív módszei [2] viszont a primi-
tív dinamikai változóknak nem, csak a mozgásállandóknak (impulzusmomentum, 
Lenz—Runge-vektor) juttat szerepet. Figyelmet érdemel, hogy a hullámfüggvény 
Focktól alkalmazott transzformációja a valószínűségeket általában nem hagyja 
változatlanul. Érdekesnek látszik a kérdés, vajon a Fock-változók használhatók-e 
kanonikus változóként, s ha igen, melyek a Fock-változók kanonikus konjugáltjai. 
Kívánatos továbbá a Kepler-problémának olyan megfogalmazást adni, amely 
„szembeszökően" kifejezi a kötött állapotokra az SO(4) [pozitív energia mellett 
pedig az SO(3,l)] csoporttal szemben mutatott invarianciát. A klasszikus Kepler-
probléma SO(4,l) spektrumgeneráló csoportjának generátorait kötött állapotokra 
először Bacry határozta meg [22]. Ezeket a generátorokat Bacry meglehetősen 
bonyolult alakban nyerte, ami különös ellentétben áll e generátorok Poisson-féle 
zárójeles összefüggéseinek egyszerű alakjával. Megemlítjük még, hogy pozitív 
energiára Bander és Itzykson ugyancsak az SO(4,l) csoportot használja spektrum-
generáló csoportként [26], Mukunda, O" Raifeartaigh és Sudarshan viszont az SO(3,2) 
csoportot említi ebben a szerepben [24]. Végezetül, tekintettel az SO(4,2) csoporttal 
mint a probléma „teljes dinamikai csoportjával" kapcsolatos újabb megfontolásokra 
és a H atom dinamikájának „tisztán csoportelméleti" leírását célzó törekvésekre 
[31—35], kívánatosnak tarthatjuk, hogy a Kepler-probléma SO(4,2) szimmetriáját 
alkalmas megfogalmazás segítségével nyilvánvalóvá tegyük. 
Ebben a közleményben a klasszikus Kepler-problémára korlátozódunk. Az 
1. szakaszban rámutatunk a négydimenziós szimmetria és a Kepler-féle időegyenlet 
kapcsolatára. A 2. szakaszban a Fock-változók és azok kanonikus konjugáltjai 
segítségével a probléma olyan megfogalmazását adjuk, amely nyilvánvalóvá teszi 
annak SO(4), ill. SO(3,l) szimmetriáját; ezzel kapcsolatban az idő helyett egy új, 
az excentrikus anomáliával arányos változót vezetünk be. A Fock-változók segít-
ségével SO(4,l), SO(3,2) és SO(4,2) generátorokat szerkesztünk. A 3. szakaszban 
elvégzett transzformáció segítségével visszanyerjük a megszokott t időparamétert 
és természetes úton eljutunk Bacry [22] generátoraihoz. A 4. szakaszban a Dirac-
féle zárójeles kifejezés segítségével megállapítjuk a kapcsolatot a Bacry-generátorokkal 
egyszerű kapcsolatban álló négydimenziós változók (a „Bacry-változók") felhasz-
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nálásával megadott leírás, valamint a megszokott háromdimenziós leírás között. 
Az 5. szakaszban a Kepler-probléma „tisztán csoportelméleti" megfogalmazását 
diszkutáljuk. 
A Függelék a) pontjában közöljük a Kepler-egyenlet és a pozitív energia 
mellett érvényes analóg összefüggés levezetését. A b ) pontban leszármaztatjuk 
a Fock-változók mozgásegyenleteit, а с ) pontban pedig a Bacry-változók Poisson-
féle zárójeles összefüggéseit. A d) pont tárgyát a Dirac-féle zárójeles kifejezés,. 
az e) pontét pedig a Bacry-generátorok és Bacry-változók kapcsolata képezi. 
1. Négydimenziós szimmetria és a Kepler-egyenlet 
A négydimenziós euklideszi tér 
e i + e ï + e î + e î = * d - i ) 
gömbjének valamely főkörét előállíthatjuk a 
ga(w) = Çx cos w + r\x sin w (0 ^ w < 2л) (1.2) 
paraméteres alakban; itt а £e , négyesvektorok a hosszúságúak és egymásra 
merőlegesek1: 
ÉíÉa = ЧлЧл = я2, £л1л = 0. (1.3) 
Az (1.2) főkört a t\x négyesvektorok helyett jellemezhetjük a 
ф
*р = £*Чр-£рЧ
а
 (1.4> 
4x4-es másodrendű antiszimmetrikus tenzorral is. Fennáll: 
EKXhv ф*Х ФЦ\ = 0 , ( 1 .5 ) 
= о, (1.6) 
ahol £x/pv a negyedrendű Levi—Cività-féle antiszimmetrikus egységtenzor. 
A g(si, 02. вз) vektorok háromdimenziós alterében végrehajtott elforgatásokkor 
(Ф23, Ф31, Ф12) és (Ф14, Ф24, Ф34) hármasvektorokként viselkednek. Vezessük be 
ezekre а Л, ill. f i jelölést: = Í2 ;=Ф,4 (e irs= harmadrendű antiszim-
metrikus egységtenzor).2 Ebben a háromdimenziós jelölésben (1.5) helyett 
Afi = 0 (1.7) 
írható, (1.6) pedig az 
f i X S — Л /а 2 — g2 = 0 (1.8) 
л
е
 = 0 (1.9) 
összefüggéseket szolgáltatja [itt felhasználtuk ( l . l )-et is]. Az (1.9) egyenlet azt a tényt 
fejezi ki, hogy az (1.2) kört a q vektorok háromdimenziós terére vetítve adódó 
görbe ott a Л vektorra merőleges síkban fekszik, (1.8) pedig megadja e görbe egyen-
1
 A görög kisbetűvel jelölt indexek az 1, 2, 3, 4 értékeket veszik fel. Kétszer fellépő indexekre 
(a dolgozatban mindenütt) összegezni kell. 
2
 A latin kisbetűvel jelölt indexek az 1, 2, 3 értékeket veszik fel. 
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letét; a koordinátatengelyeket célszerűen rendre a — Í2, Í Í X A és Л (derékszögű 
jobbrendszert képező) vektorokkal párhuzamosaknak választva, (1.8) egyedüli 
nem azonosan eltűnő komponense ezt az egyenletet az 
alakban szolgáltatja [itt b2 — a2(\ + Q"jA2)\ x és y a g vektor első két komponensét 
jelöli, a harmadik komponens (1.9) folytán azonosan eltűnik]. Bármely négydimenziós 
elforgatás, ha azt az (1.2) körre vagy az (1.4) antiszimmetrikus tenzorra alkalmazzuk, 
az (1.10) ellipszist ugyancsak a fél-nagytengellyel rendelkező ellipszisbe transzfor-
málja. Megfordítva, bármely ellipszis, melynek fél-nagytengelye a-val egyenlő 
és centruma a g-tér kezdőpontja, az (1.1) négydimenziós gömb alkalmas főkörét 
a Q-térre vetítve nyerhető. Éppen ilyen, adott a fél-nagytengellyel rendelkező ellip-
szisek képezik az energia adott negatív értékéhez tartozó Kepler-pályák seregét. 
Természetszerűen kínálkozik a gondolat, hogy az ellipszispályán végbemenő Kepler-
mozgás és az (1.1) fiktív négydimenziós gömbfelület egy főkörén végbemenő kör-
mozgás között megfeleltetést létesítsünk. Lényegében ezen megfeleltetés létesítésének 
lehetőségét már maga Kepler felismerte; ezt a megfeleltetést használta fel a híres 
Kepler-egyenlet leszármaztatására. 
Legyen az (1.2) körnek abban a pontjában, amelyhez a w paraméter 0 értékét 
rendeljük, ea(w) negyedik komponense zérus: p4(0) = 0; ekkor £4 = 0 és = 
Feltehetjük, hogy /y4<0; ekkor a fent választott koordinátatengelyek mellett a Ça-t 
jellemző komponensek : £„(a, 0, 0, 0). Hason-
lóképpen beláthatjuk, hogy nak csak a 
második és a negyedik komponense lehet 
zérustól különböző; így rjx a 2—4 síkban 
végrehajtott elforgatással átvihető az a, 
0,0) vektorba. Ez az elforgatás (1.2)-t az 
(1.10) ellipszissel egy síkban fekvő 
д x(w) = a cos w, _р(и ) = a sin w (1.11) 
körbe transzformálja. Az 1. ábián együtt lát-
juk az ellipszist és a kört ; egyes pontjaik kö-
zött a fent leírt vetítés létesít megfeleltetést: 
a kör P pontjának az ellipszis Q pontja a 
képe. Ez az ábra jól ismert a tankönyvek-
ből; szemlélteti a w excentrikus anomália 
definícióját, és az 
nt = ív — e sin w (1.12) 
Kepler-egyenlet levezetésével kapcsolatban szoktak rá hivatkozni (itt s az ellipszis-
pálya numerikus excentricitása, n a keringés körfrekvenciája: n = 2n/T, ahol T 
a keringési idő). Hasznát vesszük még (1.12) egy egyszerű differenciális alakjának is. 
Deriválva (1.12)-t a t idő szerint kapjuk: 
. dw 
n = (1 — s cos w) —. (1-13) 
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Az 1. ábra alapján a Q pontnak az /"fókusztól mért R távolsága 
Г — i?(l — £ COS И'). (1-14) 
Az (1.13—14) képleteket kombinálva nyerjük a kívánt 
dw =—ndt (1.15) 
r 
összefüggést. 
Hasonló megfontolások végezhetők a pozitív energiájú Kepler-pályákra vonat-
kozóan is. A 
Q\ + q\ + QI-QI= a2 (1.16) 
négydimenziós hiperboloid egyenletének а <э4 = - q0 képzetes koordináta bevezetése 
útján (l.l)-gyel azonos alakot adhatunk: 
eí+el+Ql+el = a2- (1 .17) 
Legyen r/a két négyesvektor képzetes negyedik komponensekkel; tegyük fel, 
hogy fennáll 
titi = -*líh = *, Ь ч я = 0. (1.18) 
Ekkor 
6ÁW) = { « c h w + ^ s h w (1.19) 
(и- valós paraméter, mely — °°-től +oo-ig fut) egy hiperbola egyik ágát írja le 
az (1.16—17) négydimenziós hiperboloidon. Ezen görbe jellemzésére ugyancsak 
használható a 
= (1.20) 
tenzor. Fennáll [vö. (1.5—6)]: 
e
*Anv Ф><л 4>„v = 0 , (1 .21) 
= (1.22) 
A Ő2> вз) vektorok háromdimenziós alterében végrehajtott elforgatásokkor 
(Ф23, Ф31, Ф12) és (/Ф14, /Ф24, /Ф34) valós háimasvektorokként viselkednek. Vezes-
sük be ezekre а Л, ill. £2 jelölést: = \ Q J = i0Ji. Ebben a háromdimen-
ziósjelölésben (1.21) helyett 
Aíi = 0 (1.23) 
írható, (1.22) pedig az 
Í2 X Q - A / e ^ ű 2 = 0 , (1.24) 
Лд = 0 (1.25) 
összefüggéseket szolgáltatja. Az (1.25) egyenlet azt a tényt fejezi ki, hogy az (1.19) 
hiperbola-ágat a vektorok háromdimenziós terére vetítve adódó görbe ott а Л vek-
torra merőleges síkban fekszik, (1.24) pedig megadja e görbe egyenletét; a koordináta-
tengelyeket célszerűen rendre az í i , Л Х П és Л (derékszögű jobbrendszert képező) 
vektorokkal párhuzamosaknak választva, (1.24) egyedüli nem azonosan eltűnő 
komponense ezt az egyenletet az 
X2 f , 
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alakban szolgáltatja [itt bz = a/(Q2/A2- 1); megjegyezzük, hogy (1.22), (1.24), (1.26) 
az (1.19) hiperbolaággal együtt leírja a másik Qa(w) = — £в ch w + rjx sh vv hiperbola-
ágat is]. Alkalmazzunk az (1.19) négyesvektorra vagy az (1.20) 4 x 4 - e s másod-
rendű tenzorra olyan ortogonális transzformációt, amely megőrzi Qj és zg4, ill. 
Ф]к és realitását (ezek Loientz-transzformációk). Ez az (1.26) hiperbolát ugyan-
csak a valós tengellyel rendelkező hiperbolába transzformálja. Éppen ilyen, adott 
a valós tengellyel rendelkező hiperbolák képezik az energia adott pozitív értékéhez 
tartozó Kepler-pályák seregét. 
Pozitív energia mellett is levezethetünk egy a Kepler-egyenlethez hasonló 
relációt, mely az excentrikus anomáliával analóg w mennyiség és a / idő között 
teremt kapcsolatot. Az (1.19) hiperbola-ágat (1.26) síkjába transzformálva, azt ott az 
x(iv) = ach vv, j(ii') = ash vv (1-27) 
paraméteres alakban állíthatjuk elő [vö. (1.11)]. Az (1.26) hiperbola jobb oldali 
ága ebből az ordináták ú/a-val való szorzása (skálatranszformáció) útján nyerhető: 
x(»v) = ach ív, ^(iv) — ú sh ív (1-28) 
A t idő és а vv paraméter kapcsolatát most (1.12) helyett 
nt = vv — a sh vv (1.29) 
adja meg, ahol n = (g/ma3)i; g és m jelentését (2.1)-ből olvashatjuk le. Deriválva 
(1.29)-et t szerint kapjuk: 
n = ( l - e c h v v ) — . (1.30) 
Felhasználva még az 
r = a ( e c h v v - l ) (1.31) 
összefüggést, nyerjük az (1.15)-tel analóg 
dw=- — ndt (1.32) 
differenciális relációt. 
2. A Kepler-probléma megfogalmazása a Fock-változók 
és azok konjugáltjai segítségével 
A probléma fontos mozgásállandóját, az 
(2.1) 
2 m r 
energiát célszerűen két további módon is fogjuk jelölni: 
ahol pa impulzus-, a pedig hossz-dimenziójú nemnegatív mennyiség; itt és a követ-
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kezőkben mindenütt a felső előjel a kötött, az alsó pedig a pozitív energiájú állapotok 
esetére vonatkozik. További mozgásállandók — melyek léte a Kepler-törvények-
ben nyer kifejezést — az 
L = r X p (2.3) 
IV lzusmomentum-vektor, valamint a numerikus excentricitás 
e = J - _ P X L 
r mg 
vektora; ez utóbbit nevezik még Laplace-integrálnak vagy Lenz—Runge-vektor-
nak. is. Ha p0AO, ehelyett célszerűbb az 
A = ^ í j l _ P > < í f ] (2.5) 
Po [r mg ) 
vektor használata. Az L, A vektorokra fennáll: 
LA = 0 (2.6) 
Az energiát, ha zérustól különböző, a következőképpen fejezhetjük ki e két mozgás-
állandó segítségével: 
£ = T ^ ( A 2 + L2)-1 . (2.7) 
Célszerű L és A komponenseit a következő 4 x 4 - e s antiszimmetrikus szkémába 
elrendezni : 
0 L 3 - L 2 ( ± ) - L á i 
~L3 0 Lx (±)-*A, . 
L2 -Lx 0 ( ± ) - L 4 , ' У } 
-(±)~Mi ~(±)-*A2 ~(±)-*A3 0 . 
itt ( ± ) ~ * egy í _ 1 faktor felléptét jelzi pozitív energia esetén. Ezzel a jelöléssel (2.6) az 
E
xX/iv-GA-GV ~ (2.9) 
a (2.7) energia pedig az 
E = — mg2(FKxFyX)~1 (2.10) 
alakban írható fel. 
Tekintsük (E^)-t másodrendű tenzornak az (axß) négydimenziós ortogonális 
transzformációkkal szemben; a (2.9) feltétel alakja és a (2.10) energia értéke ezen 
transzformációkkal szemben invariáns. Ha kötött állapotokra mindegyik axß valós, 
pozitív energia mellett pedig au, au valósak, a ;4 és a4i pedig képzetesek, úgy e 
transzformációk megőrzik az L, A vektorok realitását. 
Képezzük most az A X r vektorszorzatot; (2.1—2), (2.5), (2.7) felhasználásával 
nyerhetjük az 
A X (r T e) — L)/ ± [a2 — (r T e)2] = 0 (2.11) 
összefüggést; az itt bevezetett 
e = — A (2.12) 
Po 
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neve a lineáris excentricitás vektora. Fennáll továbbá 
L ( r T e ) = 0. (2.13) 
A (2.13) összefüggés azt a tényt tükrözi vissza, hogy a mozgás az L impulzus-
momentum-vektorra merőleges síkban megy végbe, (2.11) pedig a Kepler-pálya 
egyenletét adja meg [vö. (1.8) és (1.24)]. 
Most képezzük AXp-t ; a fentiekhez hasonlóan kapjuk: 
A X P + L ^ = 0, (2.14) 
zp 0 
Lp = 0. (2.15) 
A (2.15) egyenlet azt a tényt tükrözi vissza, hogy p mozgását az L impulzus-
momentum-vektorra merőleges síkban végzi, (2.14) pedig azon görbe egyenletét 
szolgáltatja, amelyet mozgása során p (vagy v = p/m ; ez utóbbi görbe a hodográf ) leír. 
Kézenfekvő bevezetni a [37] 
1 
p = r + e f?4 = ^ É ± [ a 2 - ( r + e)2]; (2.16) 
képletekkel meghatározott qx és nx négykomponensű mennyiségeket; ezek teljesítik a 
QxQx = a 2 , (2.18) 
AT *X = ±PÎ (2.19) 
normálási feltételeket. A (2.11), (2.16) képletekben szereplő négyzetgyök előjelét 
— rp előjelével megyegyezőnek kell választanunk. Az [37] 
e ^ A m Ö V = 0, (2 .20) 
EdXnvPínnv = 0 (2.21) 
négykomponensű egyenletek egyenértékűek a (2.11—13), ill. (2.14—15) össze-
függésekkel. Ha pa-t és 7ia-t négyesvektoroknak tekintjük és az FXß másodrendű 
antiszimmetiikus tenzorral együtt a fent leírt négydimenziós ortogonális transzfor-
mációknak vetjük alá, úgy a transzformáció eredményeként nyert g'x, nx négyes-
vektorok ugyancsak egy lehetséges Kepler-mozgást jellemeznek, változatlan ener-
giával. A (2.17) mennyiség négyesvektor-jellege szolgált Fock munkája alapjául, 
ki a Kepler-probléma (H atom) rejtett négydimenziós szimmetriáját oly módon 
hozta napvilágra, hogy az impulzusteret (kötött állapotokra) egy négydimenziós 
gömbfelület sztereografikus projekciójaként fogta fel.3 A (2.16) képlet viszont 
azt világítja meg, hogy miért marad rejtve ez a szimmetria a szokásos helyrepre-
1 3
 Fock dolgozatában az «„ = — л„ változókat használta (normálás: и
а
и„ = ± 1 ; vö. 48. old.). 
Po 
Mi a rövidség érdekében a я . (olykor együttesen a я
а
 és ga) mennyiségekre fogunk egyszerűen mint 
Fock-változókra hivatkozni. 
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zentációban. Az г vektor nem valamilyen egyszerű transzformációs tulajdonságokkal 
rendelkező kovariáns mennyiség négy dimenzióban; nem r, hanem a tömegpont 
helyzetét — a vonzócentrum helyett — a pálya geometriai középpontjához viszo-
nyítva megadó r + e vektor az amely, mint (2.16) mutatja, egy négyesvektornak 
részét (háromdimenziós térbeli komponensét) képezi. 
Meggyőződhetünk továbbá a következő összefüggések fennállásáról: 
— Т г Л F = °> < 2 - 2 2 > 
m (влвл)* 
плвл = 0, (2.23) 
továbbá [37] 
FXß = QXNß-QßNX-, (2 .24) 
(2.23), (2.24) felhasználásával kapjuk: 
(2.25) 
"л " я 
Р«хвл 
Qл^x 
(2.26) 
A fenti képletek azt sugallják, hogy pl. kötött állapotokra gx és nx felfogható 
mint egy energiafüggő sugárral rendelkező [lásd (2.22)] négydimenziós gömb egy 
főköre mentén mozgó tömegpont hely-, ill. impulzusvektora. A Kepler-ellipszis 
(2.11—13), (2.16) szerint e kör merőleges vetülete a háromdimenziós konfigurációs 
térre; a p által leírt görbe (a hodográf) pedig (2.14—15), (2.17) szerint a nx által 
leírt körből sztereografikus projekció útján áll elő. Hasonló kapcsolat várható a po-
zitív energiájú Kepler-mozgás és egy négydimenziós hiperboloidon végbemenő 
tehetetlenségi mozgás között. 
A négy dimenzióban végbemenő mozgás időbeli lefolyását leíró egyenleteket a 
dr_ _ j> dp _ g r 
dt m ' dt r2 r 
Newton-féle mozgásegyenletekből kiindulva határozhatjuk meg. Kapjuk: 
12.27) 
ahol 
, ? dQ* 1 Г 2 /Т AQ4 
± y - = —7L, , (2 .28) 
- a dt m a dt ' 
n = — = [ - - з ] 2 - (2.29) 
та I та" I 
A dt idődifferenciál eszerint nem invariáns a gx, nx négyesvektorok fent leírt orto-
gonális transzformációval szemben. Kézenfekvő bevezetni а т invariáns „idő"-
paramétert, mely a 
dz = ± — dt (2.30) 
r 
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relációnak tesz eleget. Az ezen ú j paraméterezésben felírt 
mozgásegyenletek a 
H = - m g \ F y X F y ^ (2.32) 
Hamilton-függvénynek megfelelő kanonikus egyenletek (időnek т-t tekintve). 
A (2.31) egyenleteknek (2.32)-ből való leszármaztatása közben megfelelő módon 
figyelembe kell vennünk a (2.22—23) kényszerfeltételeket. 
A (2.30) és (1.15), ill. (1.32) képleteket összehasonlítva kapjuk: 
n dx — dw- (2.33) 
az invariáns időparaméter és az excentrikus anomália között eszerint egyszerű 
kapcsolat áll fenn. 
A (2.31) mozgásegyenlet a kötött állapotok esetében, időnek т-t tekintve, 
egyenletes mozgást ír le egy négydimenziós gömb valamely főköre mentén; az egyen-
letes jelleg azonban, mint (2.28) mutatja, elvész, ha r-t tekintjük időnek: a négy-
dimenziós gömbön mozgó részecske (szög-)sebessége rja-\al lesz arányos. Ha т-t 
tekintjük időnek, az impulzusok eloszlása egyenletes a 7ta által leírt kör mentén. 
A r-nek megfelelő eloszlás ezen egyenletes eloszlásból r/a-val való szorzás útján 
M 
Pl+P2 
Fock-féle elméletében [1] a p-térbeli \<P(p)\2d3p valószínűség a négydimenziós gömbön 
végbemenő tehetetlenségi mozgásnak megfelelő \$(ux)\idiQu valószínűségtől pon-
2pl 
Pl+Pz 
használtuk; ux a na irányába mutató egységvektor jele.) 
Bevezethetjük a л
х
, qx Fock-változók segítségével, azokat független kanonikus 
változóknak tekintve definiált -
ÓQx à n x à n x ôqx 
Poisson-féle zárójeles kifejezést. Természetes gondolat összehasonlítani a külön-
féle fizikai mennyiségek ( ,) f zárójeles kifejezését a probléma szokásos Newton-
féle leírásában használt r(xx, x2, x3) és p(p1; p2, Рз) változók segítségével definiált 
Poisson-féle zárójeles kifejezéssel. 
A (2.24) mozgásállandók az 
{B7_ßFy6)f = öaöFyß + ößyFöx + öxyFßö-\- ößöFxy (2.36) 
Poisson-zárójeles összefüggéseket teljesítik; ezek az Fxß mennyiségekre érvényes 
áll elő; ez a tényező (2.1—2) felhasználásával a
 2
 0
 - alakban is felírható. A H atom 
tosan ugyanezen
 n2 1
0
 - tényezővel való szorzás útján áll elő. (Itt [26] jelöléseit 
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(,)N zárójeles összefüggésekkel megyegyező alakúak. A ga, nrj kanonikus változóknak 
az Faß mozgásállandókkal az ( , ) v zárójeles kifejezés útján generált kanonikus transz-
formációi negatív energia esetén a probléma SO(4) dinamikai szimmetriacsopoitját, 
pozitív energia mellett pedig az SO(3,l) dinamikai szimmetriacsoportot képezik; 
a Hamilton-függvény ezen dinamikai csoportokkal szemben invariáns. 
Képezzük most a 
P. = ±(e aQÙ**., (2-37) 
К = ( ± п
х
п ^
в л
 (2.38) 
négyesvektorokat; ezekre teljesülnek az alábbi Poisson-féle zárójeles relációk: 
(Faß > Py)f = ÖtxyPß — ÖßyPxi 
( F a > Pp)F — ~~ Faß > ' 
{Paß > R})f — Ôay Rß — ößy Rx, 1 
(Ra, Rß)F = TFxß I 
(2.40) 
A (2.36), (2.39) Poisson-zárójeles összefüggések negatív energia esetén az SO(4,l), 
pozitív energia mellett az SO(3,2) csoport Lie-algebráját definiálják, (2.36) és (2.40) 
alatt viszont mindkét esetben az SO(4,l) Lie-algebráját meghatározó összefüggések 
állanak. Fennáll továbbá 
= (2.41a) 
(Fxß,M)F = 0, (2.41b) 
(P„M)F = -R„ (2.41c) 
\R„,M)F = ±Pa, (2.41d) 
ahol 
М = ± (
в
^ ( ± п ^ (2.42) 
A (2.36), (2.39—41) Poisson-féle zárójeles összefüggések együttvéve mind negatív, 
mind pozitív energia mellett az SO(4,2) csoport Lie-algebráját határozzák meg. 
A (2.42) alatt bevezetett M mennyiség egyszerű kapcsolatban áll a (2.32) Hamilton-
függvénnyel: M = + mg^l2H. A (2.41b) összefüggés Fxß mozgásállandó voltát 
mutatja, hasonlóan Faß és M ugyancsak eltűnő (,)N Poisson-zárójeléhez. Az M-mel 
(,)F útján generált kanonikus transzformációk a mozgás időbeli lefolyását írják le 
(az idő szerepében г-val); ily módon (2.41b—d)-ből megkapjuk az egyes mennyi-
ségek (2.31)-nek megfelelő időfüggését. A (2.41c—d), továbbá a (2.39—40) és (2.41a) 
zárójeles összefüggések alakjába lényeges módon belejátszanak a Fock-változók 
specifikus sajátságai; a megfelelő (,)N zárójeles összefüggéseivel egyszerű, közvetlen 
kapcsolatot nem tudunk megállapítani. 
Negatív energiára a (2.39), ill. (2.40) összefüggésekkel azonos alakú 
(Fxß, 3Sy)N = öxy<Mß - ößyJSx, J 
í V = - Faß \ 
4 Fizikai Folyóirat XVII/1 
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Poisson-zárójeles összefüggések êSf) megoldásait Bacry [22] meghatározta; 
azokat (a bennük szereplő a paraméter zérus értéke mellett) a következő alakban 
idézzük: 
г (rp)p 
ásx{0) 
9 ) = r p c o s i / i + mg 
Po 
1 
Po l mg 
sin Ф, 
r mg 
cos ф — rp sin ф ; 
ф = P ^ + 0 
mg 
(2.44) 
[itt 0 = Q(H) tetszőleges függvénye lehet //-пак]. A (2.44) mennyiségek, valamint 
a (2.37—38) alatt bevezetett Px, Rx generátorok között figyelemre méltó kapcsolat 
áll fenn. Ezen kapcsolat megállapításának előkészítéseképpen átalakíthatjuk a 
Qx, nx négyesvektorokat definiáló (2.16—17) képleteket. A (2.12), (2.5), (2.1—3) 
képletek és a kifejtési tétel, valamint (b.9) felhasználásával (2.16) a 
mg (rp)p 
mg 
Qi = -
1 
( ± ) * A > 
(rp) (2.45) 
alakra hozható, (2.17) pedig a (2.1—2) segítségével elvégzett átalakítás eredménye-
képpen a 
* = ± ^ P , (2.46) 
alakot ölti. A (2.45—46), (2.18—19) és (2.2) képletek alapján a (2.37—38) generáto-
rok a következő alakban írhatók fel: 
p = / p , = b - r p ( i ) Po V mg . 
R = + 
mg 
Po 
r (rpip 
r mg Rí (±)* rp. 
(2-47) 
(2-48) 
Ennek alapján könnyű felismerni, hogy Bacry (2.44) generátorai előállíthatók 
a negatív energiához tartozó Px(P, P4) és RX(R, Rt) generátorok lineárkombinációi-
ként: 
U0) = P.oos ijj + Rx sin ф \ф = Р^> + &\. (2.49) 
A á?a(0), valamint a Px és Rx generátorok ezen kapcsolatát a következő szakaszban 
jobban meg fogjuk érteni. 
CSOPORTELMÉLETI DINAMIKA I. 51 
3, At-«- / transzformáció és a Bacry-generátorok 
Képezzük az energia negatív, ill. pozitív értékei mellett a 
bx = ка cos n(г — 0 + mnQx s'n —1)> 
c* = É?a cos и(т — í ) -—- sin/jfr — /) 
mn 
ba = 7ta ch n(x — t) — mngx sh и(т — t). 
Ca = ôx ch и(т —t) — sh n(x — t) 
mn 
( £ > 0) 
mennyiségeket. A (2.31) mozgásegyenletek felhasználásával kapjuk 
db„ fog _ 
dt m ' dt = Т и п е , . 
(3.1) 
(3.2) 
(3.3) 
Ezek az egyenletek szoros hasonlóságot mutatnak a (2.31) mozgásegyenletekkel; 
azokból a cx, тгх—Ьх, x —t helyettesítéssel nyerhetők. A ba, cx négykomponensű 
dinamikai mennyiségekre (2.18—19), (2.23) és (2.29) folyományaképpen fennállnak a 
bxbx = ± p l (3.4) 
cxcx = a
2
 (3.5) 
normálási feltételek. Kombinálva (3.4—5)-öt és (2.2)-t kapjuk: 
bxbx g = 0 . 
m (cxcx)* 
(3.6) 
(2.18—19), (2.29), (2.23—26) felhasználásával meggyőződhetünk továbbá a követ-
kező összefüggések fennállásáról : 
bxCx = 0 ; 
Faß — Сa Ьß — Cßbx ; 
СдХцу^ХцЬу — 0 , 
Е
аХц\Ь\цСу = 0 , 
F„,Ci 
Ьа=-
!
 хХ
с
Х 
СхСх 
С„ = 
Fax Ьх  
bxbx 
(3.7) 
(3.8) 
(3.9) 
(3.10) 
(3.11) 
(3.12) 
А (2.18—19), (2.22—24), (2.20—21) és (2.25—26), valamint а (3.4—12) össze-
függések között szembeszökő analógia áll fenn; az utóbbiakból az előbbiek a д
л
 -*ca, 
nx-+bx helyettesítéssel állnak elő. A (3.3) mozgásegyenletek a (2.32) Hamilton-
függvénynek megfelelő kanonikus egyenletek (ahol az idő szerepét t tölti be). A (3.3) 
mozgásegyenleteknek (2.32)-ből való leszármaztatása közben FAß (3.8) alakját kell 
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használnunk és megfelelő módon figyelembe kell vennünk a (3.6—7) kényszer-
feltételeket. 
А bx, ca kanonikus változók segítségével szintén definiálhatunk egy Poisson-
féle zárójeles kifejezést: Y)b =
 fc, J^  ~ JJ Jc7 ' (3'13) 
Az Fxß mozgásállandók (,)B Poisson-féle zárójeles összefüggései pontosan olyan 
alakúak, mint a megfelelő ( , ) f [és (,)л] zárójeles relációk. Képezzük most — a 
(2.37—38) minta alapján — a 
A, = i ( c A Ä (3.14) 
mennyiségeket. Ezekre — teljes analógiában (2.39—40)-nel — fennáll: 
Fennáll ezenkívül 
, А ) в = Ay В fi — <V/ A 
(A 5 Bß)g = — Faß, 
(hrß, Су)в = ôayCp — őpyCx, 
(Сa, Cß)g =+Faß. 
(3.16) 
(3.17) 
ahoi 
(.Bx,Cp)g = - ö x p M , (3.18a) 
(Fxß,M)g = 0, (3 .18b) 
(Ba,M)g = -Cx, (3.18c) 
(Ca,M)g = ± B a , (3.18d) 
M = ±(c,c>)4±b,btf = ±(вхвх)Ч±*хП»)±; (3.19) 
itt (2.41—42)-vei találunk analógiát. 
A bt, с a kanonikus változóknak az Fxß mozgásállandókkal a (,)B zárójeles 
kifejezés útján generált kanonikus transzformációi negatív energia esetén az SO(4), 
pozitív energia mellett az SO(3,l) invarianciacsoportot képezik; Fxß és Ba zárójeles 
összefüggései negatív energia esetén az SO(4,l), pozitív energia mellett az SO(3,2) 
csoport Lie-algebráját határozzák meg, az Fal, és Ca által kielégített relációk pedig 
mindkét esetben SO(4,l) Lie-algebráját definiálják. Az Faß, Вл, Ca, M mennyiségek 
által teljesített összes Poisson-féle zárójeles összefüggés együttvéve mind a negatív, 
mind pedig a pozitív energiák esetében az SO(4,2) csoport Lie-algebráját határozzák 
meg. Az M-mel a (,)B zárójel útján generált kanonikus transzformációk a mozgás 
időbeli lefolyását írják le (most 7-vel az idő szerepében). 
Vegyük szemügyre közelebbről а Bx, Сл generátorokat. A (3.1—2), (3.14—15) 
képletek alapján írható: 
Ba = Pacos n(x-t) + Ra sin n(x-t),\ n v 
С a = Ra COS n(z -t)~Pa sin Л(т - / ) j 1 '' 1 ' ' 
Ba = Pa ch n(T - 7) + A sh n(x -1), 
Ca = Ra ch n( t - 1 ) + Pa sh и(т - 1 ) ( £ > 0). (3.21) 
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А л(т — t) argumentum (1.12), (1.29) és (2.33) alapján a következő alakban fejez-
hető ki : 
и ( т - / ) = £ sin ит ( £<0) , (3.22) 
n(T:-t) = eshm ( £ > 0); (3.23) 
itt feltettük, hogy ? = 0 esetén т = 0. A (3.22—23) egyenletek jobb oldalán álló 
kifejezések a következő alakban fejezhetők ki a dinamikai mennyiségekkel: 
e sin m = ( £ < 0 ) ; (3.24) 
mg 
с sh nz — •— — ^ ( £ > 0 ) . (3.25) 
mg 
A (3.20—25) képletek segítségével azt találjuk, hogy £ < 0 esetén Ba és Cx nem más, 
mint Bacry (2.44) vagy (2.47—49) alatt megadott á?„(0) generátorának a 0 = 0 , 
ill. л/2 esetekre specializált alakja; £ > 0 mellett pedig Bx és iCx valamint áSa(0) 
és âSx(n/2) pozitív-energiás változata között állapítható meg hasonló kapcsolat. 
Ezek alapján a (,)B és a megfelelő ( ,)w Poisson-féle zárójeles relációk alaki 
egyezése — az (F x ß , Fyi) és ( F a ß , M ) zárójelek mellett — a (3.16—17) zárójeles 
összefüggések esetében is megállapítható. Meg lehet ezenkívül győződni a (3.18) 
alatt felírt ( , ) s zárójeles összefüggésekével egyező alakú ( , )N zárójeles relációk 
fennállásáról is. 
Célszerű az Faß, Ba, Cx, M mennyiségeket a következő 6 X 6-os antiszimmetrikus 
szkémába elrendezni :4 
0 L3 ~L2 ( i j - Ц -iBí (Т)"*С 4 
- L 3 0 Lг ( ± ) " M 2 — iB2 ( T ) - * C a 
L2 -Lx 0 ( ± ) - * A , -iB3 ( T ) - * C 3 
~{±)-iAí - ( ± ) - M 2 - ( ± ) " M 3 0 -iT 
iBí iB, iB3 ( + ys О (±)Ш 
l - (=F>-*C a - ( T ) - * C . - ( T ) " * C 8 iT ~{±)Ш 0 
(3.26) 
itt £4-et a ( ± ) - * S , C4-et а alakban írtuk fel, ahol S és £ valós. A Gjj 
mennyiségek között fennálló valamennyi Poisson-féle zárójeles összefüggést a követ-
kező képletbe sűríthetjük: 
(GJJ, GKL)B = SJLGKJ + ÖJKGLI + ÓIKGJL + ÖJLGJK. ( 3 . 2 7 ) 
Lehetővé teszi továbbá a (3.26) jelölés a dinamikai mennyiségeket összekapcsoló 
Gjj = 
4
 A latin nagybetűvel jelölt indexek az 1, 2, ... 6 értékeket veszik fel. 
5 4 GYÖRGYI G . 
egyéb összefüggések nagyfokú tömörítését is. Fennáll 
Fo.A F„ís + Ba Bp + C a Сß = 0, (3.28a) 
FxiBxfMCa, = 0, (3.28b) 
FXXCX + MBX = 0, (3.28c) 
в
х
в
х
+м2 = 0, (3.28d) 
С
Я
С , - М
2
 = 0, (3.28e) 
В,С
Х
 = 0; (3.28f) 
^•a/.jiv ВXß Bv 0 , (3.29a) 
^aAíivÚí/ié-'v ~ (3.29b) 
MFxß + BxCß-BßCa = 0. (3.29c) 
Itt (3.28a) a cx, ba dinamikai mennyiségekből (3.8) szerint felépülő Fxß tenzor négy-
zete és a (3.14—15) szerint felépülő Bx, Cx vektorok kvadratikus kifejezései között 
létesít kapcsolatot; a (3.28b—c) képleteket a (3.11—12), ill. (2.25—26) kinematikai 
relációkból nyertük; (3.28d—f) B7 és Cx normáját kapcsolja össze M-mel, és orto-
gonalitásukat fejezi ki. A (3.29a—b) képleteket (3.9—10) közvetítésével a pálya 
és a hodográf (2.20—21) egyenleteiből származtattuk le; (3.29c) Fxß, Bx, Cß vala-
mint M kapcsolatát fejezi ki. A (3.28) képletek helyett 
GISGSJ = 0, (3.30) 
(2.9) és (3.29) helyett pedig 
ë i j p q r s G P Q G r s — 0 (3 .31) 
írható; itt e J J P Q R S a hatodrendíí antiszimmetrikus egységtenzor. A (3.26—27) és 
(3.30—31) képletek szembeszökően mutatják a Kepler-probléma SO(4,2) szimmet-
riáját. 
4. A kapcsolat a szokásos leírásmóddal. 
A Bacry-változók és a Dirac-féle zárójeles kifejezés 
A (3.1—2) alatt bevezetett bx, ca kanonikus változókat, amelyek Bacry Ba, Cy 
generátoraival a (3.14—15) alatt megadott egyszerű kapcsolatban állnak, röviden 
Bacry-változóknak fogjuk nevezni. A Bacry-változók nem mind függetlenek; a c7 
koordinátákra és a ba impulzusokra teljesülnek a (3.6—7) azonosságok. Célszerűbb 
lesz, ha ezeket a mellékfeltételeket a 
0 i = ± ( c a c „ ) i - = 0 , (4 .1) 
О D<J 
alakba írjuk. Ilyen rendszerek esetében, melyek hely- és impulzusváltozói mellék-
feltételeknek tesznek eleget, a Poisson-féle zárójeles kifejezés Dirac javaslata szerint 
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[38—40] más kifejezéssel helyettesítendő; ez utóbbi felelne meg az ilyen rendszerek 
esetében a kvantummechanikai kommutátoroknak. A Diractól javasolt új kifejezés 
ma a „Dirac-féle zárójeles kifejezés" néven ismert. Szokásos jelölése (,)*, definíciója 
pedig 
( X , Y)* = ( X , Y) - ( X , &
Г
)1
ГЛ
(0
Л
, Y ) , (4.3) 
ahol ( ,) a megszokott Poisson-féle zárójeles kifejezés jele, a Q r szimbólumok alkal-
mas függvényeket jelölnek, melyek eltűnése fejezi ki a mellékfeltételeket, az [ / r J 
mátrix pedig a 0 r függvényekből képezett Poisson-féle zárójeles kifejezések 
mátrixának az inverze: 
Ь А & ^ & л ) = <5ra- (4.4) 
A jelen esetben a (4.1—2) alatt megadott 0 r függvények5 el nem tűnő Poisson-
féle zárójeles kifejezései [melyeket (3.13) szerint képezünk] a következők: 
(©„©„)„ = - ( © „ , 0 , ) , = 1; (4.5) 
így tehát 
( / r a ) = ( í ~ J ) - (4-6) 
Az SO(4,2) csoport (3.26) alatt megadott GU generátorainak Dirac-féle záró-
jeles kifejezéseit kívánjuk megállapítani; ehhez mindenek előtt megjegyezzük, hogy 
(GIJ,0LI)B = 0 (4.7) 
az /, J indexpár minden értékére. Innen mindjárt következik, hogy a (3.27) össze-
függéssel alakilag megegyező összefüggés áll fenn a GRJ generátorok Dirac-féle 
zárójeles kifejezéseire is: 
(G И, GKL)B = ŐIL GKJ + ŐJK GU + ÖJK GJL + ÖJL GJK . (4.8) 
A GU generátorok közül FX/Rnak és M-nek nemcsak 0n-vel [lásd (4.7)], hanem ©pgyel 
képezett Poisson-zárójeles kifejezése is eltűnik: 
( ^ , 0 . ) В = ( М , 0 , ) B = O. (4.9) 
Ebből és a (4.3), (4.6) képletekből következik, hogy FXß-nak és M-nek bármely 
X=X(bX,cX) mennyiséggel képezett Poisson- és Dirac-féle zárójeles kifejezései 
egymással megegyeznek. Speciálisan FYß és M a Dirac-féle zárójeles kifejezések 
útján ugyanazokat a transzformációkat generálják, mint a Poisson-féle zárójeles 
kifejezés útján (kanonikus transzformációk). A BX, CX generátorok tetszőleges 
X=X(bX, ca) függvénnyel képezett Dirac-féle zárójeles kifejezése ezzel szemben 
általában nem egyezik meg a megfelelő Poisson-féle zárójeles kifejezéssel. A Bx, C, 
generátorokkal a Poisson-féle zárójeles kifejezés útján generált kanonikus transz-
formációk általában a (4.1) mellékfeltétel megsértésére vezetnek; a Diiac-féle záró-
jeles kifejezés útján generált transzformációk ezzel szemben egyaránt megőrzik 
a (4.1) s a (4.2) mellékfeltétel alakját. 
6
 A görög nagybetűvel jelölt indexek mostantól fogva az I, II értékeket veszik fel. 
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Képezzük végül magunknak a ba, cx Bacry-változóknak a Dirac-féle zárójeles 
kifejezéseit. Kap juk : 
(K.bß)% = 1 Flß, 
c„c„ 
{K,cß)*B = -öaß+2 
Kbß 
b„b„ 
CXCß 
c„c„ 
(Cd> ср)в — 2 F 
Ъ Т / * -
(4.10) 
A (4.5) összefüggések fennállásából következik (lásd [40]), hogy a (3.13) Poisson-
féle zárójeles kifejezésben egy kanonikus változó-pár „befagyasztásának" felel 
meg, azaz: a négy nem-független kanonikus változó-pár helyett be lehet vezetni 
három független kanonikus változó-párt oly módon, hogy az utóbbiak segítségével 
értelmezett Poisson-féle zárójeles kifejezés megegyezzék az előbbiek segítségével 
felírt Dirac-féle zárójeles kifejezéssel. 
Ténylegesen azt találjuk, hogy a szokásos Newton-féle leírásban használt 
r ( x l 5 x2, x3) és p(/?i, p2, Рз) háromdimenziós változók alapul vételével felírt Poisson-
féle zárójeles összefüggések [lásd (2.35)] pontosan ugyanolyan alakúak, mint 
a megfelelő (,)% Dirac-féle zárójeles összefüggések; a Dirac-féle zárójeles kifejezés 
ú t ján generált transzformációk az r(x1; x2 , x3) és р(/д, p2, p3) háromdimenziós 
változók kanonikus transzformációi. Fennállnak pl. a következő összefüggések: 
(GJJ, GKL)N = Ö,LGKJ + ÖJKGLI + 5JKGJL + ÔJLGJK ; 
(bx,b„)N = 
1 
c„c„ 
F„ xß> 
{К, Ср)н = —özß + 2 
Kbp 
ъ
а
ъ
а 
V i 
c„c„ 
(cx > cP)N Kb/*«-
(4.11) 
(4.12) 
A (4.11) összefüggések igazolását illetően lásd a Függelék c. pont já t ; a (4.12) össze-
függések К = ±mgM-tB„ca = ±(mg)-WCx [vö. (3.14—15), (3.6), (3.19)], 
valamint (4.11) felhasználásával igazolhatók (lásd a Függelék e) pontját). 
5. A Kepler-probléma „tisztán csoportelméleti" megfogalmazása 
A Newton-féle dinamika az elmélet középpontjába az erőt állítja, a mozgás-
mennyiség megváltozásának „ o k á t " . A dinamika csoportelméleti nézőpontú vizs-
gálata, a dinamikai csoportok tanulmányozása során ezzel szemben figyelmünket 
a r ra összpontosítjuk, hogy valamely adott mozgásállapotból milyen transzformációk 
segítségével nyerhetünk ugyancsak lehetséges mozgásállapotot; ezenkívül magát 
a mozgást is alkalmas transzformáció segítségével kívánjuk leírni. 
Azt találtuk, hogy adott ( E ^ O ) energiájú) Kepler-mozgáshoz tartozik egy 
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6x6-os antiszimmetrikus Gu tenzor [lásd (3.26)], mely eleget tesz a (3.30—31) 
feltételeknek [részletesebben kiírva lásd (3.28), valamint (2.9), (3.29) alatt]. Ezek közül 
(3.29c) szerint Fxß = Gxß (a, ß= 1, 2, 3, 4) kifejezhető а Bx=iGa5, Ca = (T)*G a e , 
M = (±)~*(j5e mennyiségekkel; (3.28d—e) M-et Bx, ill. Cx (vagy Bx és Cx normáját 
M) kifejezésként adja meg, végül (3.28f) Bx és Cx között ortogonalitási összefüggést 
ad meg. A (3.28), és (2.9), (3.29) [vagy (3.30—31)] relációk közül az összes többi 
az előbb említettekből következik. 
Miután a Kepler-problémának a newtoni dinamikában megszokott megfo-
galmazásából kiindulva eljutottunk a 6 x 6 - o s Gu antiszimmetiikus SO(4,2) ten-
zorhoz, kíséreljük meg most fordítva bejárni a megtett utat. 
Legyen adott a 6 X 6-os antiszimmetrikus [G/t/] szkéma; a Gu elemek teljesítsék 
a (3.30—31) [vagy (3.28), és (2.9), (3.29)] feltételeket, és realitási viszonyaik feleljenek 
meg (3.26)-nak. A harminchat Gu elemre az antiszimmetria feltétele 21 összefüg-
gést ad meg, (3.29c) és (3.28d—f) további 9 összefüggést képez [a (3.30—31) relációk 
közül az összes többi — mint említettük — ezekből következik]. Ily módon 6 füg-
getlen mennyiség marad; éppen ennyi kanonikus változó szükséges egy térbeli 
mozgásprobléma, így a Kepler-probléma megfogalmazásához. 
A most következő lépés döntő fontosságú a dinamikai problémák csoport-
elméleti megfogalmazásában: az egyes GI} elemeket meghatározott fizikai jelentéssel 
ruházzuk fel. Először (e.2) segítségével definiáljuk a Bacry-változókat. Ezekkel 
(3.8), (3.14—15), (3.19) szerint valamennyi Gu kifejezhető. Verifikálhatjuk a (3.6—7) 
vagy (4.1—2) mellékfeltételek fennállását is. Bevezetve (4.1—6)-nak megfelelően 
a Dirac-féle zárójeles kifejezést, meggyőződhetünk a (4.8), valamint a (4.10) záró-
jeles összefüggések teljesüléséről. Miután ez a Dirac-féle zárójeles kifejezés egy 
kanonikus változó-pár „befagyasztásának" felel meg, a négy nem-független kanonikus 
változó-pár helyett bevezethetünk három független kanonikus változó-párt, cél-
szerűen a megszokott Newton-féle leírásban használatos r(xx, x2, x3), p (p 1 , p2, p3) 
változókat; az utóbbiak alapul vételével felírt Poisson-féle zárójeles összefüggések 
pontosan ugyanolyan alakúak, mint a Bacry-változókkal felírt megfelelő Dirac-
féle zárójeles összefüggések. 
A ^mg 2 /2M 2 mennyiséget a Bacry-, ill. Newton-féle változókkal kifejezve 
kapjuk: 
mg-
 = mg2 p-_ £ 
+
 2 M* FxXFxX 2 m r' ^ 
Ezt tekintjük Hamilton-függvénynek: H — ^mg2/2M2; a mozgás időbeli 
lefolyását H generálta kanonikus transzformációval írjuk le. A dinamikai változók 
megváltozása ilyen, az azonos transzformációtól kevéssel különböző kanonikus 
transzformáció esetén: 
APi = (Pi,H)At = - ^ . X j . A t , 
Axt = (X;, H)At = ~Pi, 
(5.2) 
ill. 
Abx = (bx, H)At = mn2cxAt, 
Acx = (cx,H)At = —bxAt; 
m 
(5.3) 
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itt (,) egyaránt jelentheti a (,)£ „Dirac—Bacry" vagy a (,)N „Poisson—Newton" 
zárójelet. Az (5.2) képletekben ráismerünk a Newton-féle mozgásegyenletekre, 
(5.3) pedig láthatóan (3.3)-mal ekvivalens. A kanonikus transzformáció explicit 
képletei tetszőleges /-re (vagyis a mozgásegyenletek megoldásai) a legegyszerűbben 
bx és c2 esetében adhatók meg: 
K = zi-X(ba,Hi н)...,к 
s = 0 J ! 
°° í 1 2 s
 s 
C. = Zl({cx,H), # ) . . . , Я ) - . 
(5.4) 
Innen kapjuk: 
b' — b„ (nt? (nt)* 
2! 4! 
^ ( n t f {ntf 
2! 4! 
+ nmcx 
+ — 
mn 
nt + 
(nt)3 (nt)5 _ 
3! 5! + 
_ (nt)3 (nt)5 _ 
' TT - 5! 
(5.5) 
azaz £ < 0 mellett 
£ > 0 mellett pedig 
b'a = bx cos nt — mncx sin nt, 
cx = cx cos nt -I sin nt, 
mn 
b'x = bx ch nt + mncx sh nt, 
c'7_ = c, ch nt + a - sh nt. 
mn 
(5.6) 
(5.7) 
Ha (5.5—7) alatt a ba, cx mennyiségeket a bx(0), ca(0) kezdeti értékekkel választjuk 
egyenlőknek, b'x és с'л a dinamikai változók / időbeli ba(t), cx(t) értékeit adja meg. 
Az Fxß tenzorba összefoglalt mennyiségek közül az L(£23 , £31 , £12) impulzus-
momentum a közönséges háromdimenziós térben generál elforgatásokat. Az 
A[( + )^£14, ( + )^E24, (±)^£з 4 ] Lenz—Runge-vektor generálta kanonikus transz-
formációk pl. magát A-t, és L-et a 
<5L = (L , Aôa.) = n X Aöcx. 
ÔA = (A, Aőa) = +nxLAa I (úa = nőa) (5.8) 
képleteknek megfelelően változtatja meg; az integráció £ < 0 mellett az 
V = (Ln)n + [L — (Ln)nj 
A' = ( An) n 4-[A —(An) 
n] cosa + n x Asina , | 
n] cos a + n X L sin a, J 
£ > 0 esetén pedig az 
L' = (Ln)n + [L - (Ln)n] ch a + n X A sh a, 
A' = (An)n + [A - (An)nj ch a - n X L sh a (5.10) 
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eredményt adja. A H= -mg\FxXFxX)~l ^ T 2 (A2 + L 2 ) - 1 Hamilton-függvény 
változatlan marad; a transzformáció a kúpszelet-pálya excentricitását változtatja 
meg, a nagy-, ill. valós tengely nagyságát megőrzi. 
Vizsgáljuk meg ezután, miképpen transzformálják a Bx és Cx generátorokkal 
generált kanonikus transzformációk magukat a Bx, Cx mennyiségeket. Célszerű, 
ha először ezen mennyiségeknek a t időben felvett tía = Bjj), Ca = Cx(t) értékeit 
alkalmas, H generálta kanonikus transzformáció segítségével a B'x = Bx(0), Cj = C,(0) 
értékekbe transzformáljuk [ez a kanonikus transzformáció (5.2—7) inverze; a többi 
Gjj eközben változatlan marad: F'aji = Fxß, М' = М]. Most végezzük el a ßj-vel, 
ill. Cá-vel generált kanonikus transzformációkat. Az első esetben kapjuk: 
ÔB'X = (B'x, B'a)ößa = -F'xaößa,} 
sc: = ( с ; , Bfiößa = M'öß„, j 1 • ; 
a másodikban: 
ÔB'x = (B'x,C'x)ôya = -Môyx, 1 
ÔCx = (C'x,C'a)ôyx = ^Fxaôya. j ^ ' 
A В\В[,В2,В'3), S' = ( + )±£j és öp(ößx,öß2,öß3), öo = (±)*ößi, valamint a 
C'(CÍ,C'2,C3), Г = ( ± ) * С ' és ôy(ôyx ôy2,ôy3) ôx = (±)*<5y4 jelöléseket alkal-
mazva (5.11)-et a 
<5B' = L ' X ú p T A ' ű n , ÖS' = A'űp, (5.13a) 
ÔC = M'ô p, ST' = M'ôa, (5.13b) 
úB' = — M' by, ÔS' = - M'ôx, (5.14a) 
ÔC = ± L X < 5 y - A 'ôa, ÔT' = ±A<5y (5.14b) 
alakban írhatjuk. 
Legyen először (5.13) alatt <5ß = 0; С' és S' ekkor nem változik. Fejezzük ki 
M'-t C '= |C ' | -ve l és Г'-vel: M' = \fC'2 ±T'2, és helyettesítsük be ezt (5.13b) máso-
dik képletébe. Integrálva és a kezdeti feltételt figyelembevéve £ < 0 mellett kap-
juk: 
T" = T'cha + M'sha; (5.15a) 
kapjuk továbbá: 
M" = M ' ch a + Г sh <r. (5.15b) 
Az £=»0 esetben a megfelelő transzformációs képletek: 
T" = T' cos a + M' sin a, (5.16a) 
M" = M' c o s a - T ' sin a. (5.16b) 
Hasonlóképpen, ha (5.14) alatt <5y = 0, B' és T ' nem változik; (5.14a) második kép-
letéből integrálással és a kezdeti feltételek figyelembe vételével £ < 0 és £ > 0 mellett 
egyaránt kapjuk: 
S" = 5 ' c h T - M ' s h r , (5.17a) 
M" = M' ch X - S' sh X . (5.17b) 
Az (5.15—17) transzformációk láthatóan megváltoztatják az energia (a Hamilton-
(5.12)-t pedig a 
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függvény) értékét; az L impulzusmomentum eközben változatlan marad, a Lenz— 
Runge-vektor pedig az А2 — Л/2 = 4 L 2 összefüggéssel összhangban változik. 
Ha (5.13) alatt <5(x = 0, úgy T nem változik; változatlan marad С' — (C'n)n is, 
ahol n a <5ß irányába mutató egységvektort jelöli: ciß = ü/ln. Az (5.13b) képletek közül 
az elsőből integrációval és a kezdeti feltétel figyelembevételével £ < 0 és £ > 0 
mellett egyaránt kapjuk : 
С "n = C'nchß + M'shß, 
továbbá 
M" = M' ch ß-f C'nsh ß. 
А С' vektor transzformáltja: 
С" = С' — (С' n)n + (С' n)nchß + M' n sh j 
feljegyezzük még B' és L' , valamint S' és A' transzformációs 1 
L" = (L' n)n + [V - (L'n)n] ch ß + n X B' sh / 
B" = (B'n)n + [ B ' - ( B ' n ) n ] c h j 8 - n x L ' sh/ 
A" = A' — (A' n)n -I- (A' n)n ch /? + 5" n sh ß, 
S" = S'chß + A'nshß. 
Hasonló módon integrálhatók az (5.14) összefüggések. Mindezek a transzformációk 
megváltoztatják M, azaz a Hamilton-függvény értékét. Minthogy e transzformációk 
segítségével befuthatjuk az energiaértékek egész „spektrumát", szokás spektrum-
generáló transzformációkról beszélni. Az ugyancsak használatos „nem-invariancia-
transzformációk" elnevezés arra utal, hogy e transzformációkkal szemben a Hamil-
ton-függvény nem invariáns. Amikor így adott mozgásállapotból más energiájú 
mozgásállapotot nyerünk, a paraméterek alkalmas választásával a transzformáció 
értelmezése megkönnyíthető. így például, mint láttuk (5.13) alatt a üß — 0, vagy 
(5.13) alatt a <5y = 0 választással az L impulzusmomentumot változatlanul hagyó 
tianszformációkat nyerünk; ha pedig (5.20) alatt n-et A-ra merőlegesnek választ-
juk, az A Lenz—Runge-vektor marad változatlan. 
(5.18a) 
(5.18b) 
?; (5.18c) 
:épletét: 
(5.19) 
(5.20) 
Függelék 
a) A Kepler-egyenlet levezetése 
Az 
Kepler-ellipszist [vö. (1.10)] az 
x(iv) = a cos w. y(w) = b sin w (a.2) 
paraméteres alakban állítjuk elő. Térjünk át most arra a vesszős koordinátarend-
szerre, amelynek kezdőpontja az ellipszis jobb oldali £ gyújtópontja, (lásd az 1. ábrát; 
a koordinátatengelyek továbbra is legyenek az ellipszis tengelyeivel párhuzamosak); 
az új koordináták (a.2) helyett 
x'(w) = a(cosw —e), y'(w) = £ s i n n \ (a.3) 
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Az F gyújtópontra vonatkoztatott területi sebesség 
nab 1 í ,dy' ,dx'\ ab .. .dw , 
= 2 V ~ d F ~ y l ü ) = I T 1 - £ C 0 S ~ d t ' ( a - 4 ) 
itt keringési idő [g és m jelentése (2.1)-ből olvasható le]. Kapjuk tehát 
и = ( 1 - е cos (a-5) 
ahol 
2 n 
" = t 
8 (a.6) 
Az (a.5) egyenletet [vö. (1.13)] integrálva t szerint a f = 0, w = 0 kezdeti feltétel 
mellett nyerjük az (1.12) Kepler-egyenletet. 
Hiperbolapályák esetében a gyújtópontot kezdőpontnak választva (1.27) 
helyett 
x'(w) = a(ch ív — g), y'(w) = ú shw (a.7) 
írható. A keringési időre most nem hivatkozhatunk; az impulzusmomentum meg-
maradásának feltételét írjuk fel: 
î 
vagy 
aho 
a ) - - o - . * . ) * M> 
n = (1 — £ ch w) (a.9) 
" - Ш * -
 ( a i o ) 
Az (a.9) összefüggést [vö. (1.30)] szerint integrálva a / = 0, vv = 0 kezdeti feltétel 
mellett nyerjük az (1.29) egyenletet. 
b) A Fock-változók és azok kanonikus konjugáltjai 
mozgásegyenleteinek leszármaztatása 
Először a (2.11—15) összefüggéseket igazoljuk. Mindenek előtt nyilvánvalóan 
fennáll 
Lr = ( r X p ) r = 0 , ( b . l ) 
és 
Lp = (rXp)p = 0; (b.2) 
tekintettel a (2.5), (2.12) képletekre, ezzel (2.13) és (2.15) igazolást nyert. Képezzük 
most (2.11) igazolása céljából A (2.5) kifejezésének felhasználásával az A X(r -F e) = 
= A X ( r í - A) = AXr vektorszorzatot ; a kétszeres vektorszorzat kifejtési tételét 
Po 
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alkalmazva és (b.l)-et tekintetbe véve kapjuk: 
AX(r + e) = A X r = " ^ í r _ _ P X Í i ) X r = 
Po U mg ) 
= (pXL)Xr = - J - [ L ( r p ) - p ( L r ) ] = - ' L(rp). (b.3) 
Po Po Pо 
Itt az rp skaláris szorzatot átalakítjuk. Jegyezzük meg ebből a célból, hogy 
(rp)2 = r2p2 - (rX p)2 = r2p2 - L2, (b.4) 
továbbá [(2.1—2) szerint] 
P * = (b .5 ) 
és [ez (2.5)-ből kapható] 
p0 Ar = mgr — L2 (b.6) 
végül [erről (2.7), (2.12), (2.2) segítségével győződhetünk meg] 
^ v = ± (я2 — e2) ; (b.7) 
p о 
mindezek alapján írható: 
1
 (rp) = -~(r 2 p 2 -L 2 )* = ~ ( 2 m g r + p W - L * ) i = 
Po Po Po 
= —{2poAr+p2r2 + L 2 ) - -
Po 
L 2 
2er T r2 + - « 
PÎ h 
= (2er T r2 + a2 + e2)± = f±[ä2-(r=F e)2]. (b.8) 
Itt a négyzetgyök előjele a körülményektől függően pozitívnak vagy negatívnak 
választandó; (b.8) helyett egyenlő joggal 
1 
- (rp) = — 1 ± [a2 — (r + e)2] (b.9) 
Po 
is írható. Ezt helyettesítjük be (b.3)-ba, amivel (2.11) igazolását elvégeztük; termé-
szetesen az itt szereplő }' előjelét mindenkor — rp előjelével megegyezőnek kell 
választanunk. Áttérve (2.14) igazolására, újra a (2.5) képletet, továbbá (2.1—3)-at 
és a kifejezési tételt használjuk fel: 
Ezzel (2.14)-et is igazoltuk. 
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Igazoljuk most a (2.18—19) normálási feltételek teljesülését; (2.16—17) fel-
használásával kapjuk: 
í?AÉ?A = Q2 + ôÎ = (г -F e)2 ± { ± [a2 — (r T e)2]} = a\ (b . l l ) 
4р1рг±ръ-2р1р2±р* 
Р*о±2р20р2+р* 
тгятгд ^ n
2
 + nl = p0 . = ±PÎ • (b.12) 
Ezeket az eredményeket (2.2)-vel kombinálva meggyőződhetünk (2.22) fennállásáról. 
A (2.23) összefüggés igazolásának előkészítése céljából feljegyezzük a (2.5) és (2.1—2) 
segítségével kapható 
mg 1 __ P2±PÎ 
A p = rP rp 
Po r • 2p0 
képletet; felhasználva még (b.9)-et és (2.12)-t, kapjuk: 
(b. 13} 
6xD. s
 0 я + е4тг4 = (r + e ) p + y ± [ a 2 - (r + e)2] p0 
Po 
Po±P 
Т[-2Р1±(Р2±Р1)+РПР2] = 0 (b.14) 
A (2.24) képletet külön-külön igazoljuk az Ft, és az F i4 tenzorkomponensekre: 
L T - A X P | = 
2 Pl 
PI±P-
1 + PI+PI 
2 Pl 
_2pg_ F ! ± F * T _ t 
PI±P2 2 Pl L ~ L ' 
(b.15) 
2 —p 2 
р я 4 - р 4 я = ( r = F e ) ( ± ) * PJ, , p0 
1 
Ш * 
± r о . о po - а , _ 3 + — (rp) , р / > о ± Г Fo F o ± F 
1 Pl+P' 
(±)* PI±P2 
1 
( ± ) * 
1 рПР2 
( ± ) * Р о ± Р 2 
I" А + 
-А + 
- 1 + 
2 pl 1 
pîtp* po 
2po mg 
Pl+P2 Po 
2 pl 
p2±pl 
r p X L 
r mg 
p - r + ( rp )p 
po±p 
1 
A
- ( ± ) i A ; (b. 16) 
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(b.15) igazolása során a (2.3), (2.12), (2.14) képleteket, (b. 16) igazolása során pedig 
a (2.12), (b.9), (b.5), (2.3), (2.5) képleteket, valamint a kifejezési tételt használtuk fel. 
Immár rátérhetünk ga és ла mozgásegyenleteinek megállapítására. Felhasználva 
a (2.16), (2.27), (2.17) és (2.1—2) egyenleteket, kapjuk: 
-
6
- = -
k
 =
 P 1
 P o ± P 2
 = ±
 n
 . / b 1 7 ) 
dt dt m m 2p\ ~ r m' ( ' ' 
vagy még bevezetve (2.30) szerint а т változót: 
dg я 
dx m ' (b. 18) 
Képezzük még Q4 = \A2 — Q~ deriváltját а т paraméter szerint : 
dß4 1 л dQ 1 ел л4 . 
, = e , = = — , (b. 19) dx ei dx m о4 /и 
itt felhasználtuk a (b. 18) és (2.23) egyenleteket. Ezzel a (2.31) mozgásegyenletek 
közül az első igazolását befejeztük. 
Deriváljuk végül (2.26)-ot x szerint. Tekintetbe véve Fx/j és qxqx állandóságát, 
a (2.31) mozgásegyenletek közül a már igazolt elsőt, valamint (2.25)-öt, kapjuk: 
(b.20) 
dt m
 QxQд 
bevezetve ide — összhangban (2.29)-cel — az m n = ^ Ux7lf} i = P-° jelölést, (b.20) 
(вхвлг a 
a (2.31) alatt látható alakot ölti. Ezzel maradéktalanul igazoltuk a Fock-változók 
(2.31) mozgásegyenleteinek fennállását. 
c) Bacry generátorainak Poisson-féle zárójeles összefüggései 
Megmutatjuk, hogy a (3.8), (3.14—15), (3.19) képletekkel megadott Faß, Bx, 
Ca, M mennyiségekre a (3.16—18) alatt felírt (,)B Poisson-féle zárójeles összefüg-
gésekkel alakilag pontosan megegyező (,)N Poisson-féle zárójeles összefüggések 
teljesülnek. 
Tekintettel az M = ± Y + mg2/2H összefüggésre és arra, hogy Fxß mozgás-
.állandó, azonnal nyeijük az 
(Faß,M)N = 0 (c.l) 
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relációt. Mivel pedig (3.3), (3.14—15) szeiint dBJdt = -nCa, dCJdt = ±nBa, 
fennáll: (Bx, H)N — —nCx és (Ca , H)N = ±nBx. Innen kapjuk: 
(Bx, M)N — — Cx, 
0Ca,M)N = ±Ba. 
(c.2) 
(с.З) 
A Bx, Cx mennyiségek egymás között képezett Poisson-féle zárójeles kifejezései 
(3.20—25) alapján így írhatók: 
(Bx, B„)N = [(Pa , Pß)N + (Pa, (p)y Rß - (Pß, q>)NRa] cos2 cp + 
+ [(P* » Pß)N - (Pa , <P)N Pß - (Pß . (P)N Pa - (Pß , Ra)N + 
+ (Pß , <p)NPa + (R*, 4>h Pß] cos <P sin <p + [(Pa , Rß)N -
- (Pa» <P)NPß + (Rß, (p)NPa\ sin2 (P, 
(Ca, Cß)N = [ ( P a , Pß)N + (Pa, cp)N R„ - (Pß, cph P J s i n > -
- l(P* , Rßh - (Pa , (p)N Pß — (Pß . 9)n Pa ~ (Pß , Pa)N + 
+ (Pß, <P)NPa + (Ra, (p)Pßi sin (p cos (p + [(Pa , Rß)N -
- ( P a , (p)N Pß + (Rß, cp)N P a ] cos2 <p, 
(Ba, Cß)N = [(Pa , Rp)n - (P a , cp)NPß - (Rß, <p)N Rx] cos2 cp -
- [(Pa , Pß)N + (Pa , (ph Pß ~ (Pß . <P)iV ~ (Pa, Rß)N + 
+ (Pa, <P)n Pß - (Pß. (P)nPo\ c o s t p s i n < p + [(Рд , P a V -
- (Pß , <P)NPa - (Ä, . (p)NPa Sin2 (P 
( £ < 0); (c.4) 
( P a , = ((Pa , Pßh - (Pa , <*>)iV Лд + (Рд , <?)* P a ] ch2 <P -
- КЛ . Pßh - (Pa , <P)N Pß + (Rß , <P)N Pa - (Pß , Rah + 
+ (Pß , (p)NPa~(Pa, <PhRß.I Ch <p Sh (p + [(Ra, Rß)N-
-(Ra,<PhPß + (Rß,<phPa\ Sh2 (p, 
( C . , C p ) N = [ (P a , Pß)N - (Pa , <PH Rß + (Pß , (PH Rai Sh2 <P -
- [(Pa , Pßh - (Pa , <Ph Pß+(Rß, (Ph Ra ~ (Pß , Rah + 
+ (Pß , <P)n Pa - (Ra, (Ph Rß] sh <pch(p + [(Pa, Rßh -
- (P a , (p)NPß + (Rß, cphPa] ch2 <p, 
(Bx , Cßh = [ (P a , Rßh - (Pa , (Ph Pß + (Rß > (ph Rai Ch2 (P -
- ((Pa , Pßh ~ (Pa , (Ph Rß + (Pß , (Ph Ra + (Ra , Rßh ~ 
~(Ra, (Ph Pß + (Rß . (Ph Pa\ Ch(psh<p- [(Pß , RX -
- (Pß , q>h Pa + (Ra, (Ph Rß] Sh2 (P 
<p = Po(Pr) 
» ig 
( £ > 0 ) ; (c.5) 
(c.6) 
5 Fizikai Folyóirat XVII /1 
6 6 GYÖRGYI G . 
Először ot, ß = 1, 2, 3 mellett számítjuk ki a (c.4—5) jobb oldalán fellépő zárójeles 
kifejezéseket; (2.47—48), (c.6) felhasználásával nyerhető: 
(PÍ,PJ)N 
(Rí,Rj)n 
f u , 
f i i , 
(Л, Rj)N = -Móij + (±)i-M~2Ri(RJPi-RlPJ), 
(Pi,cp)N = -(±)i~M-2RiRl, 
(Ri,(P)N = (±)-^~M-2RiP4. 
(C.7) 
Ezek segítségével kapjuk: 
(Fi, Pj)N ± (Fi, (P)N RJ =F (Pj, <P)N RÍ 
(Rí, Rj)n-(Rí, <PhPj + (Rj, cp)NPi = - j F t J - y ( ± ) M 
F,j±0T0 = -FtJ, 
-i FJ ~RjPj _ 
m 
1 + 1 
rp~ 
mg 
f i , = + f u , 
(P„ RJ)n-(P„ <p)nPj + (RJ, (P)nR, = 
= - Mô,j+ ( + )i y M~2 Ri(RjPi - RyPy) + ( ± ) i j M~2Rí(Ri Pj - RjP,) 
= - m s l j . 
Ezt (e.4—5)-be helyettesítve nyerjük az igazolni kívánt 
(A > RJ)N = —Fij, 
(ci, cj)n = + f t j , 
(Bi,CJ)N = - M ő i j 
(C.8) 
(c.9) 
(c.lO) 
összefüggéseket. Adósak vagyunk még 
(ßi, A)jv = ± ( Q . Cí)n = ~Fu, 
(Rí, C4)n = (A> Q)n = 0' 
(B4, C4)N — —M 
igazolásával; ezeket (3.28b—f), (c.2—3) és (c.9) segítségével kaphatjuk meg. 
Végezetül az 
(Faß, B,)N = ÜayBß—ÖßyBa, 
(Faß, Cy)N = ÖayCß — ÖßyCa 
összefüggések fennállását kell megmutatnunk. Ezt a (3.29c) összefüggés felhaszná-
lásával, (c.2—3) és (c.9—10) eredményeinkre hivatkozva tehetjük meg. 
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d) A Dirac-féle zárójeles kifejezésről 
A Dirac-féle zárójeles kifejezést Dirac [38—39] kényszerfeltételeknek alávetett 
klasszikus rendszerek kvantálásának problémájával kapcsolatban vezette be. 
A rendszer kanonikus impulzusai, ill. koordinátái legyenek p1,P2,---,PN ®S 
q1, q2, qN. Egyszerű példaként Dirac felhozza a 
<?! = (),
 P l = 0 (d. l ) 
kényszerfeltételek esetét. A bal oldalon álló qx és px mennyiségek Poisson-féle záró-
jeles kifejezése X 0, így a kanonikus kvantálás megszokott módszerével hozzájuk 
rendelt operátorok nem felcserélhetők. Ha (d.l)-et a kvantummechanikában a j/ 
hullámfüggvényre kirótt qxi]/ = 0, ppj/ = 0 feltételek alakjában kísérelnénk meg 
figyelembe venni, a (qlPl-Mi)^ = itnjAO relációnak ellentmondó (qxpx — 
—Pih)ll/=Q egyenlőségre jutnánk. Más módot kell tehát választani. 
Legyenek 0U 0 2 , ..., 0 S a kanonikus koordináták és impulzusok függvényei, 
melyekre 
0 ( 0 1 5 0 2 ) ( 0 1 , 0 3 ) . . . ( 0 1 , 0 S ) 
( 0 2 , 0 Ú 0 ( 0 2 , 0 3 ) . . . ( 0 2 , 0 S ) D = 
( 0 , , © ! ) ( 0 S , 0 2 ) . . . 0 
X 0 (d.2) 
(s szükségképpen páros). Jelölje a D determináns ( 0 r , 0A) eleméhez tartozó, 
D-vel osztott aldeterminánst I iA ; fennáll 
IrÁ&z,0A) = örA- (d-3) 
Az 
(X, Yf = (X, Y) - (X, 0
г
)1
гл
(в
л
, Y) (d.4) 
képlettel definiált Dirac-féle zárójeles kifejezés rendelkezik a következő tulajdon-
ságokkal : 
(X, Y)* = — (Y, X)*, 
dF dF dF (X, F[YX, У 2 , . . . , Yr])* = (X, F,)* + щ (X, Y2)* Yr)*, (d.5) 
(X, (F , Z)*)* + (Y, (Z, Xf)* + (Z, (X, F)*)* = 0. 
A 0A függvényekre fennáll: 
{X, 0Ay = (X, 0 „ ) - (X, 0r)Irl(0:, 0Л) = (X, 0A) - (X, 0r)őrA = 0. (d.6) 
Látható, hogy а О
л
 = 0 kényszerfeltételek akár a Dirac-féle zárójeles kifejezés 
kiszámítása előtt is tekintetbe vehetők. 
Példaképpen legyen 0x=Pl, ..., 0s=ps, 0 S =qx,..., 0s = qs. Ekkor 
~2 T T + 1 ~2 
a ( , )* Dirac-féle zárójeles kifejezés a ( , ) Poisson-féle zárójeles kifejezésből az első 
s/2 kanonikus változó-párnak megfelelő tagok elhagyásával áll elő. A Dirac-féle 
zárójeles kifejezés tehát az első s/2 szabadsági fokot „befagyasztja". 
Ha a H Hamilton-függvénynek a 0 , függvények mindegyikével képezett 
Poisson-féle zárójeles kifejezése eltűnik [a (2.32) Hamilton-fiiggvényre és a (4.1—2) 
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alatt megadott 0
Ь
 0
П
 függvényekre ez igaz], úgy a p = (p, H), q = (q, H) Hamilton-
féle mozgásegyenletek a Poisson-féle zárójeles kifejezés helyett a Dirac-féle záró-
jeles kifejezés segítségével is felírhatok: 
p = (p, H)*, q = (q, # ) * . (d.7) 
A kvantálás Dirac javaslata szerint a Dirac-féle zái ójeles kifejezésnek kommu-
tátorokkal való helyettesítése útján történik. 
e) A Bacry-változók Poisson-féle zárójeles kifejezései 
A (3.6), (3.19) összefüggések értelmében fennáll: 
( ± M a ) 4 = ±mgM~ 
(C;.Ca)4 = (mg)' 
Ezt és a (3.14—15) képleteket felhasználva a Bacry-változók a 
v ~\ 1 
_ 1M2 . J (e.l) 
ba = ±mgM~2Ba, 
cx = ± (mg)-1 MCx (e.2) 
alakba írhatók. Az (AB, CD) = A(B, C)D+AC(B, D)+(A, C)BD + C(A, D)B 
összefüggést alakalmazva és a (4.11), ill. (с.2—3), (c.9—10), valamint a (3.29c), 
(3.14—15), (3.19) és (3.6) képletekre hivatkozva kapjuk: 
(bx, bß)N = ( m g f ( M - 4 f , M~2Вß)N = 
= (mgf[M-\By, M~\Bß + M~\By, Bß)N + M~\M-2, Bß)NBx] 
= (mgf[2M-\CyBß~CßBy)-M-*Fyß\ = (cacoylFyß, 
(by, cß)N = (M~2By, MCß) = 
= M-\By, M)NCß + M-\By, Cß)N + M(M-\ Cß)NBy = 
= -M~2CyCß-byß±2M-2ByBß = -Öyß + 2(baba)-1bybß~ 
~(caca) ^ oycß, 
(ca, cß)N = (mg)-\MCy, MCß)N = 
= (mg)~2[M(Cy, M)NCß + M2(Cy, Cß)N + M(M, Cß)Cx\ = 
= (mg)-2[±M(ByCß-BßCy) + M2Fyß\ =-2(baby)-lFyß. 
Ezzel igazoltuk a (4.12) relációkat. 
(е.З) 
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Bevezetés 
Dolgozatunkban megvizsgáljuk a termodinamikai stabilitás problémáját. 
A témaválasztást az indokolja, hogy az idevágó kérdések széles körben alkalmaz-
hatók a fizika és más természettudományok több területén, ugyanakkor az irodalom-
ban még nem kellőképpen tisztázottak. Módszerünk fő jellemzője: egyrészt az irre-
verzibilis termodinamika alapvető fogalmainak rövid összefoglalása (I. rész 1. és 
3. pont) és alkalmazása, másrészt az irodalmi tényanyag diszkussziója (II. rész 
* Érkezett 1968. aug. 1. 
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1. pont, és részben III. rész 1. és 2. pont), továbbá a problémakör terén végzett 
saját vizsgálataink és eredményeink ismertetése (I. rész 2., II. rész 2—6., és III. rész 
1—4. pontjában). Vizsgálataink egységes szemléletmódját a sztatikus egyensúlyi, a 
stacionárius és az időben változó állapotok azonos jellemző paraméterekkel való 
leírása biztosítja. 
Ennek során áttekintjük a termodinamikai kölcsönhatások fő vonásait, 
összefoglaljuk a jellemző extenzív (x,) és intenzív (y- ) mennyiségek tulajdonságait, 
megadjuk ezek egy általános osztályozását. Megvizsgáljuk a sztatikus egyensúly 
stabilitásának szükséges és elégséges feltételét. A vonatkozó extenzívek súlyozatlan 
átlagával kiszámítjuk az entrópia-maximum szükséges és elégséges feltételeként 
egzisztáló függvénydeterminánst, mellékfeltételként csupán a megmaradási tételeket 
használva. 
A következő pontban az általános termodinamikai erők, az a-paraméterek 
és az entrópia-produkció fogalmait tekintjük át (az a-mennyiségeknek egy egyszerű 
értelmezést adva), és felírjuk az irreverzibilis termodinamika „mozgásegyenleteit". 
Ezután először diszkutáljuk Le Chatelier és Braun eredményeit, majd a stabili-
tást az extenzív és intenzív állapotjelzőkkel írjuk le. A kapott eredmény két alternatív 
egyenlőtlenségsorozatba foglalható össze, amelyek sztatikai stabilitási kritériumnak 
tekinthetők. A továbbiakban az egyensúlytól való eltérítés pillanatában előálló 
helyzetet az irreverzibilis termodinamika arparamétereivel és V,-általános erőivel 
jellemezzük. Bebizonyítjuk, hogy valamely a4 (vagy Vx) zavar által keltett Xx (vagy ot4) 
annál nagyobb, minél kisebb számú más a,-paraméter (vagy Y-erő) tér el zérustól 
a zavarás eredményeként. Kiszámítjuk az egyensúlytól való eltérést jellemző irrever-
zibilis entrópia-változást. 
Az állapotváltozás dinamikájának kezdetét a vezetési egyenletek segítségével 
vizsgáljuk meg. Megmutatjuk, hogy a dinamikai jellegű egyenletek nem a folya-
matot, hanem csak a kezdeti megzavart állapotot jellemzik. Kiszámítjuk a meg-
zavart állapotra vonatkozó entrópia-produkciót. 
A következő pontot az eddig kidolgozott, és sztatikai stabilizációs elvnek 
nevezett eredmények alkalmazásának szenteljük. Tudatosan, nem szembeszökően 
termodinamikai kölcsönhatásra alkalmazzuk eredményeinket, és kvantitatív követ-
keztetéseket vonunk le a jellemző mátrixra nézve. 
A továbbiakban Prigogine stabilitási elvét analizáljuk, és rámutatunk a benne 
található ellentmondásra. 
A III. részben a valóságos dinamikai stabilizációs folyamat meghatározásával 
foglalkozunk, éspedig a dinamikai tartalmú mozgásegyenletek felhasználásával. 
Ezt az indokolja, hogy a stabilitás általános vizsgálata csakis dinamikai törvények 
alapján végezhető el. Megadjuk a formális kritériumokat, meghatározzuk a stabi-
litás szükséges és elégséges feltételeit, továbbá a tényleges dinamikai stabilizációs 
elvet, és ennek helyes interpretációját. Bár g és L mátrix nem lehet függvénykap-
csolatban egymással, felismerjük és felhasználjuk közös vonásaikat. Megvizsgáljuk 
g és L párhuzamos viselkedésének okát, oly módon, hogy a két mátrixot statisztikai 
úton származtatjuk le. Majd az analógiának a sztatikai stabilitás szempontjából 
való szemléletes jelentésével foglalkozunk. A kapott eredményeket összevetjük 
néhány más elvvel és feltétellel, és elvégezzük ezek kritikai diszkusszióját. 
A dinamikai stabilizációs elvnek labilis állapotokra való alkalmazása során 
következtetéseket vonunk le a negatív hőmérsékletű állapotokról és a fázisátalakulá-
sokról. 
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Végül az elvet stacionárius állapotok stabilitási feltételének kidolgozására 
használjuk fel. Általánosan, egy variációs elvből kiindulva meghatározzuk a teljes 
stacionaritás kritériumait. Nyert eredményünk általánosabb az irodalomban ismert 
Prigogine-de Groot féle részleges stacionaritási feltételnél. Továbbá szemben ez 
utóbbival, nem használ külön mellékfeltételeket, ugyanakkor viszont az egyes exten-
zív mennyiségek forrásaiból származó entrópiaprodukciót is tartalmazza, és nem 
csak stabilis stacionaritási ír le. 
Az általános érvényű eljárás után felállítjuk a teljes stacionaritás legegyszerűbb 
modelljét, és meghatározzuk az ilyen rendszer stacioner állapotát leíró egyenleteket. 
Mindezek alapján eredményeink az alábbiakban foglalhatók össze: 
1. Mindenfajta stabilitás, még a sztatikus egyensúlyé is, dinamikai probléma: 
az egyensúlyi állapotból kitérített rendszer visszatérése egy új egyensúlyi állapotba 
(amely sztatikus vagy stacioner). 
2. Az entrópia-maximum tételből származó stabilizációs elv, amelyet az iro-
dalomban a Le Chatelier—Braun-féle (negatív visszacsatolási) elvvel azonosítanak, 
csak egy sztatikus egyensúlyi törvény. A nyugalmi egyensúlynak csupán szükséges 
feltétele. Az elv alternatív formái : 
M ] Л М ) > Л М ) Л — 1 
# * J x 2 x„ > U * J , i , x 3 х Л ' ^ U * i J r ' 2 „ ^ U x J , - y'„ 
р л - Л í d x i j {dxa 
У2 У п W A X2. Уз У'п "" W i ) x 2 > •••» *п-1» Уп W l U X„ 
3. A sztatikai stabilizációs kritérium a r k és Xrk segítségével: 
^l\<x2,...,a„ > *„ ^ X2,X3>«4 > ... > Х1Хг x„ 
I a l | x 2 , . . . , x „ > i a l | a 2 , X 3 Xn > Sal!»2,«3,X4 Xn | « l | « s ctn 
amelyek az egyensúlytól való eltérés duális mértékei abban az értelemben is, hogy 
a hozzájuk tartozó irreverzibilis entrópia-változás 
1
 V 1 A 1
 v 
szintén ugyanilyen egyenlőtlenségi relációknak tesz eleget (ahol Dk a g-mátrix 
k-adrendű determinánsa, Djf* pedig olyan aldeterminánsa, amelynél az első sor 
és oszlop hiányzik). 
4. Á dinamizmus kezdetét formálisan dinamikai egyenletek jellemzik, azonban 
a formulák — éppúgy, mint az előző esetekben — csak adott időpontra, a megzavart 
kezdeti állapotra vonatkoznak. X,fO eredményeként 
Ái,x2 x„ > |®i|«j,xi x„ ;®1д2,«3,х4 x„ iáilij in 
következtében pedig 
^i |« 2 «„ - > ^i'x2,«3,...,«„ > ^ i | x 2 > x 3 i , «„ > ••• > Хг x n 
Az egyensúlytól eltávolodás mértékeként egzisztáló entrópiaprodukció a megfelelő 
egyenlőtlenség-sorozat növekedése (csökkenése) irányában növekszik (csökken). 
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5. A sztatikai elvek deformációs kölcsönhatásra való alkalmazása révén a 
c = c[cík] rugalmassági mátrix elemei közötti kvantitatív relációhoz jutunk. (Pl. 
köbös kristályoknál — 0,5 c n < c 1 2 < + 1 c n) . 
6. Prigogine ImbXm > 0 alakú stabilitási elve nem jelenti a korábbiak általá-
nosítását, hanem 4. tézisünk egy speciális esete, amelynél azonban ellentmondás 
van a matematikai forma és az interpretáció között. 
7. Ellentétben az elterjedt felfogással, dinamikai Le Chatelier—Braun elv 
nem létezik. A stabilizációs mechanizmus általában nem negatív visszacsatolás, 
hanem kiegyenlítődési folyamat. Adott időpontra vonatkozóan 
és így 
g - I i i = »>o L 2 = 
S22 gi2 Űzz Lai 
5 ~ Ц - j 
g22 l 22 
egyenlőtlenségek fennállnak, és indexcserekor sem vesztik érvényüket. Az Д-mátrixra 
azonban A 2 2 >0 esetén csak 
érvényes, és ugyanakkor 
D a
- - a - > 0 
a ~
 11
 a 
/122 Z122 
a A n
 ' fi " 
általában nem áll fenn. Megmutatjuk, hogy Д-mátrix összes á;-sajátértékei pozitívak, 
ami a kiegyenlítődés feltétele. Havaiamely I l k K d ^ 0 zavart gerjesztünk, akkor 
további Aj-(í)x0 erők indukálódnak. A bevitt zavar inhomogenizálja a többi inten-
zitás paramétert, és ennek következtében a kezdeti Xx erő gyorsabban csökken. 
Valamely á r á r a m létrehozása további <х,х0 mennyiségeket indukál, és ennek 
hatására az eredeti zavar lecsökken (esetleg zérussá válik), miközben más extenzívek 
áramai lépnek fel a rendszerben. 
8. g és L analóg vonásainak oka az, hogy ugyanazon valószínűségi eloszlás 
funkcionáljai. De a párhuzam azért nem törvényszerű, mert különböző funkcio-
nálok. 
Ezért nem állja meg a helyét Popov feltétele, amely szerint g és L függvénykap-
csolatban vannak egymással. 
Az analógia elsősorban a sztatikai stabilitás biztosításában betöltött hasonló 
szerepükben nyilvánul meg. 
9. Labilis állapotok analíziséből levonható következtetések: 
a) Negatív hőmérséklet létrejötte szintén másodrendű fázisátalakulás. 
b) Az L-mátrix elemei sohasem viselkedhetnek olyan rendhagyó módon, 
ami önmagában labilitást (és ezzel együtt esetleg fázisátalakulást) okozhatna. A ta-
pasztalati tények ezt egyértelműen megmutatják, mélyebb oka pedig az, hogy a szórás-
tenzor nem lehet indefinit. 
c) Végtelen nagy vezetési együttható is csak legfeljebb neutrális egyensúlyt 
okozhat. 
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d) Ily módon indokolt, hogy a fázisátalakulások okát g definitási tulajdon-
ságainak megváltozásában keressük, amit általában L változása kísér. 
e) Fázisátalakulások sztatikus stabilis egyensúlyi állapot megzavarása ered-
ményeként jönnek létre. 
10. A stacionaritás általános leírására szolgáló variációs elv az entrópia teljes 
stacioner mérleg-egyenletét szolgáltatja: 
d i v Á = 2 > ' ; < / ; + 2 4 V j W ; ) -
i i 
A második deriváltak kiszámításával megmutattuk, hogy 
J <£(x, t; y ; Vy) dx dt = min., 
(ahol a Lagrange-függvényt, x a helykoordinátákat, t az időt, y az összes inten-
zíveket, Vy azok gradienseit jelöli). Számításunk egyúttal azt is kifejezi, hogy sta-
cioner állapotok stabilitásához L pozitív définit jellege elegendő. 
A stacionaritás legegyszerűbb modellje: három, egymással kapcsolatban levő 
rendszer (Rt, R, R2), amellyel elérhetjük, hogy R állapota mindenképpen stacio-
nárius legyen: 
á, = á j — áf + Qi = 0, 
ahol Qi a belső forrás. Az entrópia-produkció: 
- á j + á s + á s 2 = 2($#-«W+yiQd = ZVW-GiX?+yiQi) i i 
ahol à2 = If = Gjt) külső generáció, és ás = 0. A stacionaritás álatalános feltétele: 
G(t) =G0= LXkezi + Q0 = — Lg<xkezd + Q0. 
Ez biztosítja azt, hogy az állapot kezdettől fogva stabilis stacioner legyen. 
I. rész 
Alapfogalmak, alaptételek; sztatikus egyensúly stabilitása 
1. Kölcsönhatások, egyensúly, extenzív- és intenzív mennyiségek 
A fizikai rendszerekben végbemenő makroszkopikus változásokat két, vagy 
több test, illetve a kiválasztott test és környezete között fennálló kölcsönhatások 
idézik elő. Ezek mindig közelhatások [1], [2], amelyek az energiacserén kívül álta-
lában más folyamatokat is kiváltanak. Az energia-átadást pl. mechanikai kölcsön-
hatásnál mechanikai impulzus-átadás, az elektrosztatikusnál töltés-átadás, anyagi 
kölcsönhatásnál anyag (tömeg)-átadás, a mágnesesnél polarizáció kíséri. Egyetlen 
olyan kölcsönhatás van, amelynél az energiacsere mellett nem lép fel semmilyen 
„munkavégzés", a hőhatás. 
A kölcsönhatásban való részvételt az xx, x2, ..., xn+l extenzív paraméterekkel 
jellemezhetjük. Ezek tulajdonságai: 
1. a kiterjedéssel arányosak (additív mértékek), a kiterjedési adattal együtt 
transzformálódnak ; 
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2. mérleg-egyenletek írhatók fel rájuk [3], [4], amelyek formája sűrűség-eloszlás 
esetén kontinuitási egyenlet: 
úqi 
~ + diwji = qi (1.1) 
ahol Qi az /'-edik extenzív mennyiség sűrűsége, az áramsűrűsége, qx a forrás-
sűrűsége ; 
3. következésképp egy kiválasztott extenzív állapotjelző a többinek homogén 
elsőrendű függvénye : 
Xi = ^ ( ( X j , ..., X j _ i , Xx + i , ..., x„ + 1) 
X-Xj = xjXxy, ..., ÀX;_4, ;.xi+1, ..., Àxn + 1) (1-2) 
ahol Я egy konstans szorzó; 
4. ahány kölcsönhatás lehetséges, annyi független extenzív paraméter létezik. 
A test állapotát egyértelműen leírhatjuk véges számú extenzív adat, ill. elosz-
lásuk megadása által. (Sűrűségeloszlás létezését feltételezzük.) 
Ez sztatikus és stacionárius egyensúlyra, illetve időben változó állapotra egy-
aránt érvényes. A termodinamikai tárgyaihatóság feltétele éppen az, hogy minden-
fajta állapotot ugyanazon extenzív mennyiségek eloszlásával jellemezhetünk. 
Ha két testet kapcsolatba hozunk egymással oly módon, hogy bizonyos kölcsön-
hatásokat megengedünk közöttük, a fellépő folyamatok úgy zajlanak le, hogy végső 
fokon az egyesített rendszer egyensúlyi állapota felé vezetnek. Nyugalmi egyensúlyi 
állapotban az állapothatározók között annyi függvény-kapcsolat van, amennyi 
a szigetelések által megengedett kölcsönhatások száma: 
j l W + i ) = FiW+i) 
y\(xUù = yl(x„+1) (1.3) 
kn + lW + l ) — yn+l(Xn + l ) 
(A felső indexek a résztvevő testeket jelzik, az alsó indexek pedig alápontozással 
az összes extenzív paraméterek felsorolását helyettesítik, amelyek száma n + 1.) 
(1.3) szerint minden egyes kölcsönhatáshoz tartozik egy olyan jellemző tulaj-
donság, amelynek értéke egyensúly esetén a két testre nézve megegyezik, ezek a köl-
csönhatást jellemző intenzív paraméterek, amelyek a következő tulajdonságokkal 
rendelkeznek : 
1. nem függenek a test nagyságától; 
2. inhomogenitás esetén kiegyenlítődésre törekszenek; 
3. az extenzíveknek homogén nulladrendű függvényei: 
Fi — Урхí, x2, •••, x„ + 1) 
У; =yi(Xx1,Xx2, ...,Ax„ + 1); (1.4) 
4. a független intenzív adatok száma eggyel kisebb a lehetséges kölcsönhatások 
számánál. 
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Ezek segítségével a termosztatika alaptétele így fogalmazható meg: a sztatikus 
egyensúly szükséges és elégséges feltétele a jellemző intenzív mennyiségek homogén 
eloszlása az egész rendszerre nézve. 
Az extenzív (ill. intenzív) paraméterek megadásának módszerével [5], [6], [7] 
termodinamikai problémáktól távolinak tűnő elektromos, mágneses és egyéb fizikai 
(sőt kémiai vagy biológiai) jelenségek is megvizsgálhatók. 
A termofizikai változásoknál skaláris és vektori extenzív mennyiségek egy-
aránt fellépnek. Ennek megfelelően a hozzájuk tartozó intenzív paraméterek is ska-
lárok, ill. vektorok. E szempontból vizsgálva néhány alapvető kölcsönhatást, 
az alábbi eredményre jutunk: 
1. általános mechanikai: extenzív: vektor (impulzus), 
intenzív: vektor (külön a konvekciót és külön a kon-
dukciót jellemző rész); 
2. általános elektromágneses : extenzív : vektor (elektromágneses impulzus), 
intenzív: vektor; 
3. anyagi (fázis, kémiai): extenzív: skalár, 
intenzív: skalár; 
4. termikus (energetikai): extenzív: skalár, 
intenzív: skalár. 
A mechanikai, ill. elektromágneses impulzus, speciális (idealizált) kölcsönhatások 
esetében más extenzív mennyiségekkel helyettesíthető. A különböző praktikus 
problémák megoldásánál ténylegesen ezek ju tnak szerephez. Közülük néhány gyak-
ran előfordulót a hozzájuk tartozó intenzív mennyiségekkel együtt az 1. táblázat 
tartalmaz. 
A táblázatban szereplő betűk jelentése: V: térfogat, — P: negatív nyomás 
(feszültség), F: felület, J: felületi feszültség, L : vonaldarab, / : a ráható erő, ß : impul-
zus, V: sebesség, 6: deformáció vektor, q: elektromos töltés, Ф: elektrosztatikus 
potenciál, P: polarizációs vektor, e: elektromos térerősség, M: mágnesezés, Ft: 
1. TÁBLÁZAT 
Kölcsönha tás 
Extenzív Intenzív 
skalár vektor ska l á r vektor 
térfogati mechanikai V -P 
felületi mechanikai F J 
mechanikai lineáris L I 
deformációs / Vy 6 
elektrosztatikus 1 Ф 
elektromos (polarizációs) P £ 
mágneses M я 
anyagi (komponensenként) Nk(mk) Mk 
termikus S T 
általában x, y'i 
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mágneses tér, Nk: anyagmennyiség (pl. mólszám), (mk: tömeg), pk: kémiai potenciál, 
S\ entrópia, T: hőmérséklet. 
Itt az entrópia a termikus kölcsönhatás extenzív állapotjelzőjeként jelent meg. 
Az extenzív és intenzív állapotváltozók között, a teimosztatika gyakran hasz-
nált fogalma, a hő [8] nem szerepel. A hőközlés nem teljes differenciál, a hő nem 
állapotjelző, tehát nem energiafajta, hanem az energia megváltoztatásának egy módja. 
Mint ilyen, nem az energiával, hanem a munkával rokon fogalom. 
Egy heterogén k-komponensű, /-fázisú rendszer független extenzív adatainak 
száma F' = n + \, a h o l / = 1, 2, ... lehet. 
A független intenzív mennyiségek, azaz a termodinamikai szabadsági fokok 
száma 
F = F ' - f = и + 1 - / , (1.5) 
következésképpen egy fázis esetén F = n . 
Ez a Gibbs-féle fázisszabály általánosított megfogalmazása, amelynek szokásos 
formája к számú anyagi- 1 termikus- és 1 mechanikai adat figyelembevételével 
adódik: 
k+2=и+1=F+f 
és így 
F = k + 2 —/. (1.5') 
Az entrópia, mint makroszkopikus mennyiség a termodinamikai extenzív 
változókkal homogén-lineáris függvény-kapcsolatban van, ami bármelyik exten-
zívre nézve invertálható: 
S = S(E,x2, ...,xn+1) (1.6) 
és pl. 
E=E(S,x2,...,xn+1). (1.7) 
A függvényben szereplő mennyiségek, és az entrópia skáláját a 
= (1.8) ós 
дх,-i )X„ 
relációkkal tesszük egyértelművé. Ezek az érintési transzformációk jelentik az entró-
pikus intenzív paraméterek kvantitatív előállítását is. Meg kell jegyezni, hogy 
yt-к és az energia parciális deriválásával leszármaztatható, szokásos y\ intenzív 
mennyiségek közötti kapcsolat az alábbi formával rendelkezik: 
V i = j , / = 2,3, . . . t / i + l . (1.9) 
Az entrópiára megmaradási tétel nem írható fel. Viszont rendelkezik azzal az extré-
mum tulajdonsággal, hogy az extenzív paraméterek maximalizálják az entrópiát 
a nyugalmi egyensúlyi állapotban. 
Mindezek alapján az entrópia-függvény folyamat szabályozó funkcióját így 
fejezhetjük ki: csak olyan folyamatok jöhetnek létre, amelyek eredményeként 
a vizsgált zárt rendszer (amely több alrendszerből is állhat) entrópiája nem csökken. 
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2. Az entrópia-maximum elv, és a sztatikus egyensúly stabilitása 
Az entrópia-maximum elv szerint a környezetétől elszigetelt rendszer entrópiája 
s
 = f QÁQi> Qi, •••> Qn)dV = extremum, (1.10) 
v 
ahol qs az entrópia-sűrűség. A szigeteltséget a megmaradó extenzív állapotjelzőkre 
vonatkozó mellékfeltételekkel fejezzük ki: 
J QidV = Xi = konst 
v 
i = 1 , 2 , . . . , « (1.11) 
= V. 
Az extiemumot általánosan, feltételes variációs problémaként vizsgáljuk meg. 
Ekkor a Lagrange-függvény : 
n 
& = ôs(qi>q2, • • • > qn) + z^iôi (1.12) i = l 
ahol Ark a Lagrange faktorok. A szélsőérték I. (szükséges) feltételét a déd/do, = 0 
Euler—Lagrange egyenletek fejezik ki, amelyek szerint 
J |
 + Ai = 0, (1.13). 
= = Í = 2 ,3 , . . . ,B (1.14) 
ahol 
1 
у1 = -f 
egyenletek az intenzív mennyiségek egy lehetséges származtatását is jelentik, ui-
az (1.13) és (1.14) szerint 
^ = — Aj, T = —r— = áliandó 
1 Áj 
_ ^ -
 = _А ( = А1Л', - J i ' = = állandó, 1 = 2 ,3 , . . . , « . (1.15) 
Az extremum létezésének I. feltétele tehát egyúttal az egyensúlynak is szükséges fel-
tétele. 
Az y'n+i intenzív paraméter még explicite nem szerepelt: az extremum elv 
ezt nem határozza meg. így rá nézve két eset lehetséges: 
1. Egyfázisú rendszernél 
У'п + 1 = Уп + ЛУ1> У2г •••>Уп) 0-16) 
alapján yi, y'2, ..., y'„ állandósága miatt y'n+1 is homogén eloszlású. Ez jelen esetben 
az egyensúly szükséges és elégséges feltétele. 
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2. Két, (ill. több) fázis jelenlétében, vagy 
y ' n \ i * y ' n \ i (1.17) 
ami az adott feltételek mellett nem koegzisztens fázisoknak felel meg; vagy 
y'n\i = y'n\i (1.18) 
a fázis-egyensúlynak megfelelően. Azonban y'„\ y'n%x, és így y'„ =y'„(yí, y'2, ..., y'„-1) 
lesz. 
Az extremum II. (az I.-el együtt elégséges) feltétele: a másodrendű deriváltak 
viselkedése a sztatikus egyensúlyi állapotban, (mikor az egyes fázisokban az intenzív 
mennyiségek eloszlása már homogén). Rövidség kedvéért E-, V-, A-e 1 jellemezhető 
egyszerű, kétfázisú rendszert vizsgálunk. Ekkor 
S = S1 + S2 = V1q] + V2Q2 (1.19) 
vagy 
S = S1 + S2 = A 1 s 1 + A2^2 (1.20) 
ahol az előbbinél a sűrűségekkel űs = ös(öi> 02> Qn), a z utóbbinál a fajlagos 
mennyiségekkel s =s(g1, Ç2, . . . , Çn) fejeztük ki az entrópiát. A felírásból látszik, 
hogy egy-egy extenzív mennyiségnek (V, ill. A ) az entrópia lineáris függvénye. 
Azaz 
A x + A2 = A = állandó 
El + E2 = E = állandó (1.21) 
V1 + V2 = V = állandó 
mellékfeltételek mellett nincsen extremum, mivel a másodrendű deriváltakból 
alkotott Jacobi determináns zérus: 
1 P_ _ fi 
t ' t ' y 
0, (1.22) 
д(е, v, А ) 
ami szerint T, P és p nem függetlenek egymástól. 
A megfelelő mellékfeltételek a következő alakban írhatók fel : 
vagy V1 = áll vagy A 1 = áll 
V2 = áll A 2 = áll 
V1q\ + V2qI = áll N1e1 + N2e2 = áll 
V1QL + V2EL = áll A 1 u 1 + A2r2 = áll (1.23) 
ahol FJ-k, ill. NJ-k értéke egységnek vehető, és a legegyszerűbb, súlyozatlan átlaggal 
s = j 1 + j 2 számolhatunk. Ekkor a II. feltétel az, hogy 
T ' TI I T ' jF I 
vagy ~ vagy — ( 1 . 2 4 ) 
d(ße,ßj fie, V) 
függvény determinánshoz tar tozó mátrix negatív définit legyen. 
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Sztatikus egyensúlyi, azaz homogén egységekből álló rendszerről lévén szó, 
a specifikus mennyiségek használata kényelmesebb, tehát 
d 
J_ 
t ' t I 
( L 2 5 ) 
egyenlőség teljesülésére van szükség. Ez egyfázisú rendszernél automatikusan meg-
valósul: az ilyen test tehát akkor, és csakis akkor van stabilis egyensúlyban, ha 
entrópiája maximális. Kétfázisú testre viszont fázisegyensúlyban 
tehát 
folytán 
p\T, P) = p\T, P) 
P = P{T) 
d I p 
t ' t  
д(е, V) 
0 (1.26) 
lehetne, így az extremum létezésének eldöntése további vizsgálatot igényelne. Viszont 
látni fogjuk, hogy a másik fázis jelenléte megakadályozza a szingularitást. Eli. két 
fázisból álló rendszernél (N1- és N2-1 egységnyinek választva) 
s = Í V \ ú R s V , v2), (1.27) 
ahol a sztatikus egyensúly s értékét már rögzíti. A megmaradást ugyancsak „súlyo-
zatlan" átlagokkal kifejezve 
ë = e1 + e2 = áll. 
v = v1 + v2 = iü., (1.28) 
és ezek figyelembevételével (a felülvonás elhagyása mellett): 
5 = í V , v1)+s\e-e\ v-v1). (1.29) 
Ekkor az I. feltétel: 
d í _ ü ú ds2^ t/e2 _ 1 1 
de1 ~~ d7 + de2 "de1 = T1 T2 ~ 
ds2 dv2^
 = P^P2 
dv1 ~ dv1 + dv2 dv1 - T1 T2~ ( ) 
а II. feltétel pedig függvény-determináns alakban összefoglalva: 
' 1 I P 1 P ^ 
d j , 1 j-2 ' j-1 j-2 
d(e\ v1) 
6 Fizikai Folyói ra t XVII /1 
.82 KIRSCHNER I. 
ami négy részre bontható szét: 
1 
IF 1 
1_ P1 F 2 
' y 1 Y 2 1
 p l 
j^i ' y1 r) 
1 p2 
J-1 ' J L ^ 
rp 2 > 
1 F 2 ] 
p 2 ' p 2 I 
a ( e 4 , n1) 0 ( e \ y1) 
Innét az első tagot tovább alakítva: 
d(e\ V1) d(e\ V1) d(e\ v1) (1.31) 
1 F 1 
j^i ' y1 
1 F 1 ] 
t 1 ' f 4 J д(т\ - р 1 ) dis1^1) 
í 
d(e\ v1) d(Tl 
d(T\ -P1) 
( г 1 ) 4 a ( í x , n1) 
és hasonlóan a negyedik tagra: 
1 
( П 4 
-F1) ^(í1, Ú) d(e\ v1) ' 
d(T\ -F1) djs1, P1) _ 1 u1 
d(s\ P1) J ( s \ и1) ~~ (F 1 ) 4 C j x i 
a J _
 p 
j-2 ' jöi 
dje1, vy) 
1 P 2 
y-2 ' p 2 de2 ífo2 
r)(e2, ú ) Í /P í / ú 
1 ^ r 2 
( F 2 ) 4 c f 4 
ahol Cp a fajhő, y.s az adiabatikus kompresszibilitás. A második tagban szereplő 
függvénydetermináns 
J ^ P 2  
Y1 ' Y 2 1 
1 
( П 
d(e\ r 1 ) 
dT1 a r 1 
de1 d » 1 
dP2 a F 2 
(Г ) 4 
от
1 
dv1 
OF2 JT2  
т f — 
" ' Яе
1 
dT1  
Óv1 
dP2 dT2 
de1 a n 1 
d e 1 
a f 1 a r 1 
a ? a u 1 
a F 2 dT2 
de1 dv1 
a u an 1 
1 a ( F \ P 2 ) + F d(T\T2) 
( F ) 3 die1, v1) 
esz, a harmadik tag pedig 
a p2 ' J-1 
a ( e 4 , n1) 
1 a (F 2 , F 1 ) F a (F 2 , F 1 ) 
( F ) 3 + ( 7 T a ( e V ü ) ~ 
( F ) 4 a ( e 4 r1) 
(1.32) 
(1.33) 
Ezek összegeként végül is a teljes függvénydeterminánsra, mivel (1.32) és (1.33) 
jobb oldalán szereplő második tagok ellentétes előjel miatt kiejtik egymást, a 
a 
1 
F 1 
J_ F 1 F 2 
p2 ' j a ~~ j-2 
d(e\ ú ) 
kifejezést kapjuk. 
1 
( t f 
сру-l 
+ 
с-'v2  
с pZ s 
1 
( 7 Т 
d(T\P2) a j F 2 , F1) 
a ^ n 1 ) + a i e 1 , n1) J (1.34) 
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Az ^ ^yi_es t a § együtthatója szemmel láthatóan pozitív még akkor is, ha az egyik 
fázisban Cp, ill. xs végtelenné válik. Az — e g y ü t t h a t ó j a tagonként egy-egy negatív 
ftP2 ftP2 de2 ftP2 
tényezőt tartalmaz, ui. г = ^ , 1 - = — тг—j, és hasonló a helyzet a többi meg-fte1 fte de  fte2 
felelő tagnál is. 
Végeredményben a determináns pozitív, az elsőrendű főminorok pedig negatívak. 
Megjegyzendő, hogy az extremum-elv szempontjából konkurrenciába bocsátott 
állapotokra csupán a megmaradási tételeket szabtuk meg, mellékfeltételként. 
Erősebb megszorítás mellett, amikor már eleve csak fázisegyensúlyra szorítkozunk, 
nincsen extremum. Két fázis egyensúlya esetén ui. P1 = P1(T), P2 = P2(T) egyaránt 
fennáll, és így mindkét fázisra külön-külön 
ft 1 p 
t ' t 
ft(e, V) 
0. 
3. Altalános erők, oc-paraméterek, entrópia-produkció 
A termodinamikai állapot időbeli változásakor az entrópia-függvény (1.6) 
fundamentális formája változatlanul érvényes, csakhogy ilyenkor a független vál-
tozók az időparaméter függvényei: 
S(t) = S ( £ ( t ) , x 2 ( t ) , . . . , x n + 1 (0 ) (1.35) 
így az entrópia változási sebessége: 
dS ftS- "y ftS_ . 
dt ~ dE ftxtXi 
(1.36) 
Z 1 = 2 Z 
A különböző extenzív mennyiségek xr„áramaira'' vonatkozó összefüggések, 
csak egy-egy kölcsönhatás létrejöttét tételezve fel 
dx-
= - f f = М л = и x , 
vagy 
= ltvyt = l j i (1.37) 
alakban írhatók. (Pl. belső energiára: Newton lehűlési-, elektromos töltésre: Ohm-, 
térfogatra Poisseuille-, tömegre vagy kémiai anyagra Fick-törvény stb.). Az egyen-
letekben A)'i, két homogén rendszer határán az yt ugrását, V» az _у;-пек a test-
beli változását — más néven a transzportot létrehozó általános termodinamikai 
erőt — jelöli, F; pedig a megfelelő vezetési tényező. 
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Ha egyidejűleg több fajta erő és áram egzisztál a rendszerben, azok inter-
ferálnak egymással, kereszt-effektusokat hoznak létre. Ennek ügyelembe vétele 
Onsager [9] nevéhez fűződik: 
Ii = 2LikXk (1.38) 
i 
A szereplő L[Lik\ vezetési mátrix szimmetrikus és pozitív définit. A mátrix 
nem-diagonális jellege fejezi ki azt, hogy a különböző áramok kölcsönhatásban 
vannak egymással. A lehetséges kölcsönhatások szelekcióját a Curie-elv végzi el, 
amely szerint csak azonos tenzori rendszámmal rendelkező mennyiségek között 
jöhetnek létre kereszt-effektusok. 
Az irreverzibilis termodinamikában az egyensúlytól való eltérést ún. a-para-
méterekkel jellemezhetjük, amelyeket az 
a ; = 1 = 1 , 2 , . . . , « (1.39) 
x
n + l 
egyenlettel értelmezünk, ahol a skála kiinduló pontját az egyensúlyi állapotra vonat-
koztatjuk. A foimulában (x;)0 az г'-dik extenzív mennyiség egyensúlyi értékét, xn+1 
pedig a test térfogatát, vagy tömegét jelenti. (Ennek megfelelően a,- sűrűség, vagy 
fajlagos adat, és így intenzív jellegű.) 
Megjegyezzük, hogy az irodalomban szokásos az а-paraméterek értelmezé-
sét a molekuláris sebességgel összekötni: eszerint az а-paraméterek a molekuláris 
sebességeknek párosrendű függvényei. Erre a feltételre — amelynek úgyis csak 
a klasszikus statisztikában van jelentése — azonban a makroszkopikus a-mennyi-
ségek felírásánál nincsen szükség. 
Ugyanilyen skálában mérve az entrópia а-paramétere a többinek függvényeként 
előállítható : 
xs = ctfctl5 oc2, ..., 0£„) (1.40) 
aminek segítségével az általános termodinamikai erők kifejezhetők: 
_ í д а , j 
да
х
 [ д а J o О - " » 
(1.40)-et sorbafejtve а
г
к szerint: 
*5 = ... (1.42) 
a sorfejtés másodrendű tagjából a 
( d 2a s ) ( d2as . 
( L 4 3 ) 
«-edrendű, négyzetes, szimmetrikus és pozitív définit mátrix adódik, amely az álta-
lános erőkkel 
Xi = ~2gik<*k 0-44) 
к 
alakú kapcsolatban van, ahol Y és а oszlop (a transzponáltak sor-) mátrixok; és 
maga az egyenlet második közelítésben érvényes. 
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(1.42) másodrendű tagja segítségével kifejezhető a spontán entrópia változás 
Ла, = Z gik<*i<*k- (1-45) 
4 i, к 
Ennek Aàs = a változási sebessége az entrópia-produkció: 
0- = - 2 Sik<*iC(k (1.46) i 
ami (1.38) és (1.44) figyelembevételével lesz: 
(1.47) 
i i, к 
Az entrópia-produkció tehát egy kvadratikus, pozitív définit kifejezés, amelynek 
létrehozásáért az általános erők, ill. az erők és az áramok felelősek. 
(1.38) és (1.44) formulákból idő szerinti deriválásával megkaphatok az ára-
mok és az általános erők időbeli változását leíró, irreverzibilis termodinamikai moz-
gásegyenletek, éspedig mátrix formában írva: 
à — — Lgx 
X — —gLX (1.48) 
L és g nem felcserélhetőek, így szorzatuk nem szimmetrikus és nem diagonális. 
Az egyensúly felé vezető folyamatok irreverzibilitását az fejezi ki, hogy kiegyen-
lítődéskor а és X kezdő értéküktől függetlenül 
a - 0 
és ha 
x ^ o , 
II. rész 
A sztatikai stabilizációs elv 
1. Bevezetés 
A termodinamikai állapotok stabilitására vonatkozóan részben termodinamikai, 
részben általánosabb formális meggondolások alapján H. Le Chatelier [10J, és 
F. Braun [11], egy elvet körvonalaztak. Egyértelmű, kvantitatíve is alkalmazható 
fogalmazást azonban nem adtak meg. 
Le Chatelier termodinamikai hatásokra vonatkoztatja az elvet: minden stabil 
kémiai egyensúlyban levő rendszer, amelynél külső okból származó hatás megvál-
toztatja a hőmérsékletet, nyomást vagy koncentrációt (kondenzációs állapotot), 
csak belső változást szenvedhet, amely a külső hatások eredőjével ellentétes előjelű 
változáshoz vezet. 
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Braun szerint: az egyensúlyi állapotba való átmenet mindig olyan, hogy az egyik 
változó azon előidézett változása, amely az átmenetet létrehozza, az átmenet során 
magától lecsökken. 
A későbbiek során főként Ehrenfest [12], munkássága nyomán, a követ-
kező kvalitatív megfogalmazás alakult ki: ha a stabilis egyensúlyban levő rendszer 
egyensúlyát megzavarjuk, a rendszeren olyan változás megy végbe, amely a külső 
hatást csökkenteni igyekszik. Ez azt jelenti, hogy a stabilis egyensúlyban levő rendszer 
kitérni próbál a ráható kényszer elől. 
Ez a kijelentés meglehetősen határozatlan, mert nem utal arra, hogy az egyen-
súly milyen megzavarásáról és milyen zavar-csökkentő paraméterek változásáról 
van szó. 
Ennek oka az, hogy az idézett munkák megírása idején még nem volt egy-
értelmű az egyes kölcsönhatásokat jellemző intenzitás- és extenzitás paraméterek 
fogalma. 
Az elv kvantitatív formában való kimondásakor Ehrenfest, Planck [13], továbbá 
Ehrenfest—Afanassjewa és de Haas—Lorentz [14] kizárólag termosztatikai tételek-
ből indultak ki, de dinamikai interpretációt fűztek hozzájuk. Emiatt az elv formális 
felírása, és annak értelmezése nem felel meg egymásnak. 
Megjegyezzük, hogy Braun által az elvhez említett illusztrációs példák nagy 
része olyan (Peltier-, Thomson-effektus, piezo-elektromos, termo-elektromos 
effektusok stb.), amelyeket ma az időbeli folyamatok irreverzibilis termodinamikája 
témakörébe sorolunk, tehát tényleges folyamatok. 
Jellemezzük a vizsgált fizikai rendszert meghatározott egyensúlyi állapotban 
az x„ x2, ..., x„ + 1 extenzív paraméterekkel. Tartozzanak ezekhez a megfelelő 
уъ уъ • •••> уп+i intenzív paraméterek. 
1. Ekkor [13] és [14] szerint egy kiválasztott x, extenzív mennyiségben előidézett 
külső zavar a hozzátartozó yj-et megváltoztatja. Eközben valamely más .v,-ben 
olyan változás megy végbe, amely y[ megváltozását csökkenteni fogja. 
2. Hasonlóképpen valamely y[-ben előidézett zavarás aq-ben olyan változást 
indukál, amely a közben fellépő y2-beli változás hatására csökkenni fog. Ezeket 
a következő két ábrával szemléltetjük: 
Figyelembe véve, hogy bármely extenzív vagy intenzív paraméter önkényesen 
bármilyen indexszel szerepelhet, az előbbiekben megfogalmazott (az irodalomban 
Le Chatelier—Braun elvként ismert) tétel bármely kölcsönhatás párra vonatkozhat. 
1. ábra 2. ábra 
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Eszerint tehát zavarásról, majd a külső zavar eredményeként létrejövő változás 
csökkenéséről van szó. Amint az ábrákból is kitűnik, a zavar hatásának lecsökkenését 
negatív visszacsatolás idézi elő. 
Mind a mai napig ez a megfogalmazás az elfogadott, holott — mint látni 
fogjuk — az elv ilyen formában általánosságban nem érvényes. 
2. A sztatikai Le Chatelier—Braun elv 
Az entrópia-maximum (vagy a vele ekvivalens energia-minimum) elvből követ-
kezik egy, formai szempontból hasonló tétel, amelyet az említett szerzők az általuk 
megfogalmazott Le Chatelier—Braun elvvel azonosnak tekintettek. Látni fogjuk 
azonban, hogy a Le Chatelier és Braun által megsejtett dinamikai jellegű elv semmi-
képpen sem lehet azonos jelentésű a sztatikai jellegű extremum elv — alábbiakban 
tárgylandó — következményével. Emiatt a szóban forgó sztatikai törvényt a termo-
sztatika Le Chatelier—Braun elvének nevezzük. Az egzakt tétel a következőképpen 
fogalmazható meg. 
A test állapotát minden időpillanatban egyértelműen meghatározzák az и + 1 
számú kölcsönhatást jellemző xx , x2, ..., xn + 1 extenzív paraméterek. Általánosabban 
— a test abszolút kiterjedésétől eltekintve — a meghatározáshoz n-számú független 
adat szükséges, amelyek az n darab kölcsönhatás jellemző extenzív ill. intenzív 
mennyiségéből szabadon választhatók. Egyfajta kölcsönhatáshoz természetesen csak 
egyetlen extenzív, ill. intenzív mennyiség használható fel, hogy a leírásban minden 
kölcsönhatás paramétere szerepeljen. 
Emiatt adott egyensúlyi állapot megzavarása is úgy írható le egyértelműen, 
hogy n számú paraméternek a zavar következtében előálló új értékét kell megadni. 
Ha 1.-nek megfelelően xx-et Axx-t\ megváltoztatjuk, és Ax1 értékét megadjuk, ezzel 
a zavarást csak részben jellemeztük. Nyitva marad ui. az a kérdés, hogy mi történik 
további n — 1 számú paraméterrel. Legegyszerűbb az az eset, ha más n — 1 para-
métert változatlanul hagyunk. Ez a kezdeti megzavart állapot következő variációk-
ban valósulhat meg (2. táblázat): 
2 . T Á B L Á Z A T 
Zava r Lehetőségek Változatlan paraméterek Megváltozott paraméterek 
1. x2, x$,... > Xk-1, xkt Xn yí, SÍ, SÍ,-, yí-ly y'ks yí 
2 . yí, x3, ... Xk-lt xki Xn yí, Хг, yí  У к- 1» Уку ..., Уп-1, yí 
3 . yí, yí, Xt, Xk, ... xn- 1» Xn yí, х2У *3> ...уУ'ку... ,y'n-i,yí 
/ t x ^ O 
( Á - l ) . y'í-yí,... У к — 1> Xkt Xn_i, Xn yí, ^2» •"> хк-ъУкУ •:, Уп-1, yí 
(n- 1) . yí yí, ... y'k-1, y'kt • •» y'n -1» Xn yí, X2i X3> *••> Хк - H ХкУ yí 
II. yí. yí, - y'k-i,y'kt ..уУп-ъУп Pl, X2t X3t • • •» Хк —1> ХкУ ..., Х
п
-1, x„ 
Az egyes lehetőségek megvalósulása esetén, adott zLyjXO mellett különböző 
nagyságú Ayí változások indukálódnak, amely kvantitative a 
Í M ] Í M ) > ( M l > Í M )
 ( 2 1 ) 
{ dxi J*2 x„ ^  { âx! J,;,Жз x„ ' • ' ^ { дхг )y- y'n^,Xn ' { dx1 )y- y-
egyenlőtlenségek alakjában írható fel. 
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A Ay\ primer gerjesztő zavar esetén pedig: 
' M 
,dyi)y'2 , ; 
(дхЛ 
°уг )*2.уэ уА ду[ 1 7*2 *п-1. Уп dy'ijx, х„ (2.2) 
Ki kell emelni, hogy mindezen változások tökéletesen egyidejűleg valósulnak 
meg, és egyáltalán nem lehet időbeli egymásutániságról beszélni. A „primer" jelző 
itt nem időbeli, hanem oksági elsőbbséget jelent. 
Mivel х
х
-пек adott dxx változásakor 
dy'i = 
vagy y'cnek adott dy[ változásakor 
dx k = 
dy[ 
óxi 
d x 1 
dy[ 
dxx 
dy'i 
ук• xn-k 
(2.1), illetve (2.2) egyenlőtlenségek helyett közvetlenül a megváltozások abszolút 
értékére vonatkozó egyenlőtlenségek is érvényesek: 
m 
vagy 
\dxi\yi yA \dxAxM 
' Wí 1у2,...уА-1,*„ > Wi\yí yA (2-3) 
\dXiU xn-i,y'n > \d*xU (2.4) 
A formulákhoz fűzött interpretációk, pl. 1. és 2. kijelentésekkel való azonosítás 
dinamikai jellegüknél fogva nem helytállóak. A felírt egyenlőtlenségek ui. egyér-
telműen sztatikai jellegűek: a megzavart kezdeti állapotra és időpontra vonatkoznak, 
amelyből kiinduló és időben lejátszódó folyamat képezi a stabilizációs mechaniz-
must. Ezek figyelembevételével jogos, hogy a (2.1), (2.2), ill. (2.3), (2.4) egyenlőt-
lenségeket sztatikai Le Chatelier—Braun elvnek nevezzük. 
Az alternatív egyenlőtlenség sorozatok fizikai tartalma a következőkben fog-
lalható össze: 
Adott kölcsönhatás xx extenzív mennyiségének í/.xy-cl történő megzavarása 
a hozzá tartozó y{ intenzitás paraméternek annál nagyobb egyidejű dy[ megválto-
zásával jár, minél kisebb számú más y[-t rögzítünk, azaz minél kevesebb x,- kezdeti 
megváltozását engedjük meg. 
Hasonlóképpen yj-intenzív mennyiség c/vj-el való megzavarása a hozzá tartozó 
xx extenzív mennyiség annál nagyobb egyidejű dxt változását indukálja, minél 
kisebb számú más x ;-t rögzítünk, azaz minél kevesebb y[ kezdeti megváltozására van 
lehetőség. 
A felírt formulák fennállásának bizonyítása az entrópia maximum, vagy a vele 
ekvivalens energia minimum tétel segítségével történhet. Ez egyszerűen megmutat-
ható. 
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A stabilis egyensúlyi állapotra vonatkozó extrémum elv azt jelenti, hogy 
(xn + 1 = const mellett) a megfelelő Jacobi determináns 
v\xl> -*2, . . . , x„) 
és a determináns összes főminorai is pozitívak. Következésképpen 
ß _ d(yi,y2, •••,Ук-1, У кг •** + !> ••••> хп) ^ Q (2 6) 
д(х
г
, х2, . . . , хк_!, хк, A*fc + 1 , . . . , х„) 
függetlenül attól, hogy melyik к-számú intenzív paraméter szerepel benne. Ez 
a kifejezés átalakítható úgy, hogy egy-egy intenzív mennyiség meghatározott deri-
váltjára vonatkozzék, éspedig 
Dk _ y't, •.•,y'k-i,y'k,xk+1 x„) _ ду'к 0 ^ 
Dk-1 à(y'1,y'2,...,y'k-1,xk,xk+1,...,xn) dxk 
azaz a megfelelő deriváltak előállíthatók függvénydeterminánsok hányadosaiként. 
Ez fennáll a független változók bármely választása mellett, ha köztük egy-egy köl-
csönhatáshoz tartozó extenzív és intenzív paramétereknek csak egyike szerepel. 
Az első extenzív változásának hatására az első intenzív mennyiségben létiejövő 
változás közvetett deriválással adódik az xlt y2,..., y'k, xk+1, ..., x„ független 
változók mellett : 
dyí 
dXlJyí yk,xk + J,...,xn [dX! 
dyí 
+ 
j>2.- '. уп-1.хъ  
+ 1 
Vagy rövidebben: 
ím) te 
I dxk )Xl,y'2 xk + 1 x„ l dxk ) у'г y'k,xk + 1. 
dyí) (dyí) (dyí) (dxk 
ßxyjy'b l^iJj-tel^kirí-i [dXi)y-k 
ahol az alápontozás az indexnek megfelelő (jelen esetben k, vagy к — 1 számú) 
j>'-mennyiséget jelöl. Ebből identikus átalakítással: 
dyí 2 
'..'.it dyí I _ (dyí) (dxkJy ; 
d x j y í teJi-í-! ( dyí 
dxk 
( 2 . 9 ) 
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Mivel (2.9) jobb oldali második tagjának számlálója és nevezője egyaránt pozitív, 
ebből következik, hogy 
fly', 
dx, 
dy, 
dx, (2.10) 
Hasonlóképpen belátható, hogy az adott intenzív mennyiség megzavarása 
által a hozzátartozó extenzívben létrejövő változás eleget tesz a 
dx, 
dy', 
dx, 
dy', (2.11) 
egyenlőtlenségnek. 
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha az 1. esetben x2 változását yó kellő vál-
toztatásával megakadályozzuk, y', változása nagyobb lesz, mint y'2 változatlansága 
mellett. Ugyanis 
dyt={dé)xdx1+ ( M | dx9 
vagy 
dy', = 
dx, 
dy', 
dxo 
Innét konstans x2 és y2 esetében az előbbiek alapján 
dy\ __ [dy, 
dx, 
W i A > \ d y , \ y í 
(2.12) 
(2 .12 ' ) 
egyenlőtlenségek adódnak. Ezek duálisai a 2. esetre, amikor y2 változását x2 meg-
változtatása révén akadályozzuk meg: 
dx, 
dy'i 
vagy 
у2 
dx, 
dy', 
\dx,\Á - Idx,\. 
(2.13) 
(2.13') 
3. A megzavart állapot jellemzése y. -kel és X,-kel 
Mivel a dinamikai stabilizációs mechanizmus leírását keressük, célszerű az 
előbbi sztatikai elvet olyan változókkal leírni, amelyek az irreverzibilis termo-
dinamikában is szokásosak. Ezért x, extenzív mennyiségek helyett az a rparamétereket, 
y, intenzív mennyiségek helyett az áf ráltalános termodinamikai erőket fogjuk hasz-
nálni. 
A rendszer állapotát akár a,-k, akár Х\-к megadása egyértelműen meghatározza. 
Sztatikus egyensúlyi állapotban az összes a,-k és Xrk zérusok. 
Az egyensúly stabilitásának szükséges feltétele az, hogy a g
№
-mátrix pozitív 
définit legyen. 
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Zavarjuk meg a vizsgált rendszert egy tetszőleges a-paraméter keltése által 
(amit természetesen ax-nek is jelölhetünk). Az <xx zavar Xx erőt indukál a testben, 
az egyensúlytól való eltávolodás mértékeként. Ez a kezdeti állapot rögzített 
mellett, a 2. táblázathoz hasonlóan, и-féleképpen valósulhat meg (3. táblázat): 
3. TABLAZAT 
Zavarás Lehetőségek Zérus ér tékű paraméterek Véges ér tékű paraméterek 
1 - a 2 , a 3 , а „ _ 1 , a n Xii X2, X3, . . . > Xk-i, Xk, . . . , Х„_ 1, ÁT,, 
2
-
. . . , a k _ i , a f c , .., a n _ i , <xn Xi, a 2 , . . . Xjç-ii Xk, .., Хп-if Хп 
3 . Х31 X3, a 4 , a k , . . . a „ _ i , a „ а 2 , a 3 , • ••> Xk,..., X„-it Хп 
ot^O i • 
( A - l ) . 
fi fi 
•
•
 
..., Xk-i, cck, . . . , а п _ 1 э a „ а 2 , a 3 , - 1» Xk, . •> Хл-19 Хп 
( л - 1 ) . X2-> Xz, ..., Xk_l9 Xk, . . . , Y , . ! , a „ Y i , а 2 , a 3 , . . . , а к - i » ак> • ., а п _ 1 э Хп 
n. ..., Xk-l9 Xk, ..., Y i - 1 > Xn Xl9 а 2 , a 3 , . . . , <*к-1» «к» • ., а „ _ 1, а „ 
Tisztán algebrai úton megmutatjuk, hogy az a ^ O zavar által gerjesztett Xx x O 
erő annál nagyobb, minél kisebb számú más ctrparaméter értéke tér el zérustól a zavar 
eredményeként : 
1-^lUi «n |Yi |x2 ,a3 an > Ulx 2 > Хз,Л4 an (2.14) 
ahol az indexben szereplő mennyiségek értéke zérus. 
(1-44) alapján a 3. táblázatban felsorolt lehetőségek a következő egyenletrend-
szernek felelnek meg második közelítésben, ha az egyensúlytól nem vagyunk túl-
ságosan távol : 
0 = g2l«l+g22<*2+ ••• +g2n<*n 
0 = gk-l,l<*l + gk-l,2<*2+ - +gk-1,„<Xn 
~Xk = gkl<Xl+gk2<*2+ ••• + gkn«n 
(2.14) 
-X« = gnl<Xl+gn2a2 +" ••• + gm«„ 
Eszerint az 1. lehetőségnél (g-mátrix megfelelő determinánsát (2.5), (2.6) és 
(2.7)-hez hasonlóan jelölve): 
ebből 
a 2. lehetőségnél: 
«i - х
г D i - x , - & 
l ^ l U a„ = &11а1 — 
а 1 — X x - — X x 5— 
D-l gllg22~gl2 
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ebből 
a 3. lehetőségnél: 
ebből 
X3,(*4 a„ gu gl2 a, = d y 
d p 
ni i) 
D3  
d p 
DP' 
l*l|xa,xs,«4 "n — 
Hasonlóképpen a k-adik lehetőségnél : 
\Xl\x2 ak,ak + 1 
összefüggés adódik. 
А -szimbólumban
 a z a ] s ô index mindig a mátrix rendűségét jelöli, a felső 
zárójeles index pedig Dk olyan aldeterminánsát jelzi, amelynél az első sor és oszlop 
hiányzik. 
Minthogy g-mátrix elemeiben szereplő deriváltak az előzőekhez hasonlóan 
megfelelő determinánsok hányadosaiként mindig előállíthatók, felhasználva a követ-
kező mátrix identitást: 
ahol 
D k A - i d p i 
d p d p , d p 
DD' (2.16) 
DD' = 
glk gl2 > •••> gl,k-l 
gik 
d p i 
gk-l,k 
gk2 
d p
 г 
gk3 
gk,k-1 
gk2, •••> gk,k-l gk, 1 
(2.14) állításunkat bizonyítottuk. 
A tétel azt jelenti, ha az a ^ O zavar mértékeként az általa gerjesztett X4 x O 
erőt tekintjük, és több más a-paraméter gerjesztődését is megengedjük: a megzavart 
állapot annál kevésbé fog eltérni az egyensúlyitól, minél több a ; segít felvenni a zavart. 
Természetesen (2.14) egyenlőtlenség sorozat duálisa is egzisztál. Ha ugyanis 
valamely Xt (legyen ez éppen Хг) erő gerjesztése jelenti a primér zavart, ez olyan 
y.y-et indukál, amelyre nézve fix értékű Xx-nél: 
MI.Y, Xn *lla2,X3 X„ a lla2.cr3.X4 xn- 4 ] < X 2 , . . . X „ (2.17) 
Ezek az egyenlőtlenségek nem dinamikai jellegűek, csak a zavar felvételére és 
az annak megfelelő kezdeti állapotra vonatkoznak, és nem a zavar lecsengésére. 
A megzavart állapothoz természetesen más entrópia érték tartozik, mint az 
azelőttihez. Az egyensúly megzavarásakor az entrópia irreverzibilis változása a 
= — 2 gik*i«k 
z- i, к 
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egyenletből számolható. Ebbe behelyettesítve 
zsik^k =~xi 
к 
egyenletet, azt kapjuk, hogy 
= (2.18) 
Továbbá mivel 
l f (2.19) 
így 
a c í s = z
~ z w ) a l '
 ( 2
'
2 0 ) 
Vagy (2.19)-ből ax-et kifejezve, a zavar keltésének originál mennyiségével: 
1 Dí1» A
« s = - j ~ j ^ X l (2.21) 
Ebből az is következik, hogy а 4ХО „primer" zavar esetén 
M a , L > M a s | , k . x (2.22) 
és Xy^O „primer" zavar esetén 
\Accs\Xk > ИвЦг»-» (2.23) 
amiből látszik, hogy az entrópia változás követi a (2.14), illetve (2.17) egyenlőtlen-
ség sorozat növekedési irányát. Ezért az entrópia változások szintén az egyensúly-
tól való eltérés jellemzőjének tekinthetők. 
Szemléletesen az eddigieket kétváltozós esetre a következőképpen fogalmazhat-
juk meg: 
1. (ZjXO zavarással egyidejűleg Xy erő indukálódik, és ha ezzel ugyancsak 
egyidejűleg egy másik a2-paraméter is fellép, akkor Xx erő kisebb lesz: 
осу X 0 =• Xx oly módon, hogy > \Ху\Хг 
2. хут^о zavarással egyidejűleg a4 paraméter indukálódik, és ugyancsak ezzel 
egyidejűleg egy másik X2 erő is keltődik, amely által a4 kisebbnek adódik: 
Ху?±0=юсу oly módon, hogy > Ioí^. 
(Megjegyezzük, hogy (2.14)-hez hasonlóan a többi egyenlőtlenségnél is az index-
ben szereplő mennyiségek zérus értékűek.) 
Mindez azt jelenti, hogy adott o^-hez tartozó Xy már eleve kisebbnek vagy 
nagyobbnak adódik aszerint, hogy más a2 is fellép-e vagy sem. 
Hasonlóképpen, ha adott Xy képviseli a zavarást, a vele egyidejűleg fellépő 
oty értéke akkor lesz nagyobb, ha X2 gerjesztődését megakadályozzuk. 
Ez az elv, ami ténylegesen igaz, de ez teljesen más, mint a Le Chatelier—Braun 
féle megsejtett dinamikai elv. Itt dinamizmusról nem is lehet beszélni, mert egyidejű 
eseményekről: egy megzavart kezdeti állapotról van szó, következésképpen az iro-
dalomban szereplő dinamikai interpretációk nem helytállóak. 
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4. Az állapotváltozás dinamikájának kezdete 
Eddigi megállapításainkban felhasználtuk az 
xi = -gik<*k 
g pozitív définit (2.24) 
= 2 gik7iyk = 2 
törvényeket, amelyek meghatározott állapotokra, azaz a termosztatikára vonat-
koznak. Az időbeli változásokat formailag teljesen hasonló törvényekkel jellemez-
hetjük: 
A = L i k Xk 
L pozitív définit (2.25) 
<7 = Lik X, Xk = — gik Я; y.k — 
Első pillanatra azt gondolhatnánk, hogy az előbbi egyenleteket az utóbbiakra 
átírva már megkapjuk a tényleges, dinamikai jellegű stabilitási törvényt. Valójában 
azonban nem ez a helyzet. A (2.24)-el analóg (2.25) dinamikai formulák csak az 
állapotváltozás kezdetét, a dinamizmus megindulását, végső soron megint csak 
magát a kezdeti állapotot jellemzik, de semmilyen információt nem szolgáltatnak 
a kezdődő folyamat további lefutásáról. Emiatt, bár a tételek formája egyszerű 
átírással adódik, azok fizikai értelmezése viszont nem, ezért a dinamikai folyamat 
megindulásával külön kell foglalkoznunk. 
Az itt szereplő állapot-változók: az extenzív mennyiségek áramai, és az általános 
erők. Az egyensúlyi állapot megbontására ismét két lehetőség adódik: adott Xx erő 
keltése és a hatására fellépő / i = ax áram nagyságának vizsgálata; vagy á jXO zavar 
létrehozása, amely erőt indukál. 
Először is az XjXO primer zavar esetével foglalkozunk. Ekkor a létrejövő 
áx nagysága számára (2.25) alapján ismét //-számú lehetőség adódik (lásd 4. táblázat): 
4. TÁBLÁZAT 
Z a v a r Lehetőségek Zérus értékű paraméterek Véges értékű paraméterek 
1. 
л 3 , . . . Xk~ i, Xk, ...,Х„.х,Хя ái, á2, á3, .., àfe-1, à k , ..., á„_i, á„ 
2. á2 , v 3 , . . . Xk-i, Xk, .., Хп _ Хп ái, V2, a3, .., «k-i, ák , ..., á„_j, á„ 
3. á2, ..., Xk, ..., Х
п
-х,Х
п 
ái, X-2, V3, á4, ..., ák , ..., á„-i , á„ 
X^O 
(к- 1). à2, á3, ..., ось -1, Xk, . .,Х„-х,Хп ái, X3, ..., Xk-x, ák , ..., á„-i, á„ 
( n - t ) . áo, á3, ..., á j c - i , à « , • ., á „ - i , Х„ áj , Xz, Х-
л
, • • - , Xk. 1, Xkí . . . , Xn- j , a „ 
n . á2, á3, ..., à f c - i , à k , . . , â „ _ и à „ ái, V2, V3, ..., Xk_ j, Xk, ..., X„_j,Xlt 
Amint a táblázatból látható, Xk meghatározott kezdeti értéke mellett lehetséges, 
hogy más kezdeti erők és kezdeti áramok értéke zérus. A különböző megvalósulási 
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lehetőségekhez tartozó á j ^ O áram értékét, L-mátrix pozitív définit jellege miatt, 
(2.17)-hez hasonló egyenlőtlenség-sorozat jellemzi: 
láilx, xn > |«i | i2 ,x3 > |ái |i2 ,i3 ,x4 Xn > ••• > |«iЦг à, (2.26) 
Eszerint adott X1 keltésével fellépő kezdeti ß-äram annál nagyobb, minél kisebb számú 
más erő létrejöttét engedjük meg. Másként mondva ez azt jelenti, hogy a keletkező 
áram annál nagyobb, minél kevesebb termodinamikai szabadsági fokra (független 
intenzív paraméter) oszlik el a bevitt zavar. 
Természetesen ennek duálisa is igaz: adott ó y X 0 áram olyan kezdeti Xx erőt 
indukál, amelynek értéke annál nagyobb lesz, minél kisebb számú másfajta áram 
fellépésére van lehetőség: 
l-^ilij i„ l^lUa,á3l...,«„ I^llxj,x»,i4,...,á„ ••• > 11^2,...Xn (2.27) 
Hasonlóan az előzőhöz, a (2.27) egyenlőtlenség sorozatot is úgy kell értelmezni, 
hogy az i j X 0 áram által létrehozott Aj-erő már eleve kisebb (nagyobb) lesz aszerint, 
hogy a primer áj-áram több (vagy kevesebb) más árammal lép kölcsönhatásba, 
és hoz létre kereszt-effektusokat. Ugyanilyen típusú értelmezés igaz a (2.26) egyen-
lőtlenség-sorozatra is. 
A megvizsgált esetek interpretációjánál ki kell emelni, hogy mindig csak 
adott időpontbeli zavarról (Ax vagy áx) és ugyanezen időpontbeli indukált mennyiség-
ről (àx vagy Aj) van szó. A primer zavar és a keltett mennyiség vizsgálata ugyanazon 
időpontra vonatkozik, és köztük tökéletes egyidejűség áll fenn. Éspedig minél 
nagyobb a megzavart, kezdeti állapothoz tartozó entrópia-produkció a zavarás 
pillanatában, annál messzebb van a rendszer az egyensúlyi állapottól: 
n 
a = 
i = l 
amelyre a 4. táblázat alapján, minthogy / = 1 kivételével az összes többi A(, ill. áx 
zérus, az adódik, hogy 
<7 = á j A j (2.28) 
ahol |á,| annál nagyobb, minél nagyobb számú A, paramétert tartunk zérus értéken. 
Hasonló helyzet van |Aj|-re vonatkozóan is. így tehát az egyensúlytól való eltávo-
lodást jellemző momentán entrópia-produkció a megfelelő egyenlőtlenségsorozat 
növekedése (csökkenése) irányában növekszik (csökken). 
Ezek azok a következtetések, amelyek levonhatók a (2.24) egyensúlyi, illetve 
(2.25) dinamikai tételekből. Látható, hogy egyenleteink csak meghatározott kezdeti 
állapotra vonatkoznak, arra az időpillanatra, amikor a rendszer állapotát megzavar-
juk. Magának az új egyensúlynak a beállását, és az ezt biztosító folyamatokat a 
(2.24) és a (2.25) törvény-csoport együttesen jellemzi. 
5. A sztatikai stabilizációs elv alkalmazása deformációs kölcsönhatásra 
Szilárd testek rugalmas alakváltozásait előidéző kölcsönhatások vizsgálata 
szemléletes példáját szolgáltatja a sztatikai stabilizációs elvnek. Az I. fejezetben 
bevezetett a-paraméterek szerepét itt az (x, y, z)-koordináta rendszerben értelmezett 
exx, eyy, Ezz, ey:, ezx, exy deformációmennyiségek, az általános termodinamikai erők 
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szerepét pedig a Txx, Tyy, Tzz, Tyz, Tzx, Txy deformációs feszültségek játsszák. 
Amint ismeretes, stabilis egyensúlyi állapot környezetében a feszültségkomponensek 
a deformáció-mennyiségek homogén-lineáris kifejezéseiként állíthatók elő: 
Txx — c n £xx + C12 £ y y + C13 £zz + C14 £yz + C15 £zx + C16 £xy 
Tyy = C21 £xx + С 22 Eyy + C23 £zz + C24 £yZ + C25 £zx + C2e £xy 
T z z — C31 £xx + C32 Eyy + C33 £zz + C34 £yz + C35 £zx + C36 £xy 
Tyz = c il Exx + c42 Eyy + C43 £zz + C44 £yz + C45 £zx + C46 Exy (2.29) 
t z x — C 5 1 £ x x + c 5 2 eyy + C 5 3 £zz + C 5 4 eyz + C 5 5 £ z x + C 5 6 £ x y 
Txy — C61 exx + c62 £>'j> + c63 £zz T c64 eyz + Ce5 e2 a + Cee exy 
ahol c = [cit] az ún. rugalmassági mátrix, amely az entrópia maximum-, ill. energia 
minimum tételből következően szimmetrikus és pozitív définit. 
Vezessük be az 
exx r - e-i, eyy = e 2 , £ z z — 6 , £yz — £ 4 , £ z x = £5 , /1уу = £ g 
T x x = 7 j , Tyy = T 2 , T z z = F 3 , TyZ = Т у , T z x = T 5 , T x y = 7g 
jelöléseket, ezekkel a rugalmassági energia-sűrűség 
1 6 
er = w 2 cikEiEk & 0 (2.30) 4 i,k = l 
alakban írható fel, amelyből (1.8) és (1.9)-hez hasonlóan nyerhetők a megfelelő in-
tenzív mennyiségek: 
Tt= f)e;- = Z c i k E k . (2.31) OEi
 k = i 
Ezzel az új jelöléssel felírva a (2.29) egyenletrendszert, с pozitív définit jellege miatt 
hasonló következtetések vonhatók le, mint amit a (2.15) egyenletrendszer alapján 
kaptunk: az Ey-deformáció által keltett 7 \ feszültség annál nagyobb, minél több más 
Ek paraméter értékét rögzítjük zérusnak: 
\Tl\ez ze >
 £ 6> ... H ^ k ^ r , (2.32) 
Ennek duálisa azt jelenti, hogy a Tyfeszültség keltése által létrehozott Eydeformáció 
annál nagyobb lesz, minél nagyobb számú más Tk feszültséget tartunk zérus értéken: 
l£ilr2 Te > l £ iU, r 3 r 6 > ... > lexUa о (2.33) 
Ezek a stabilizációs kritériumok szintén sztatikusak, amelyek csak a deformált 
kezdeti állapotra vonatkoznak, és semmi információt nem tartalmaznak a későbbi 
egyensúlyi állapot beállásáról. 
Viszont az elmondottakat a különböző kristályrendszerek egyes osztályaira, 
ill. szimmetria csoportjaira vonatkoztatva, fontos következtetések vonhatók le. 
Közülük említésre méltó gyakorlati érdekessége elsősorban a cifc-rugalmassági 
együtthatók közötti egyenlőtlenségi relációknak lehet. A továbbiakban ezeket 
fogjuk áttekinteni. Az egyes esetek összefoglalását az 5. táblázat tartalmazza. 
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5. TÁBLÁZAT 
Rendszer Osztály 
Független 
cijt-adatok 
száma 
Szimmetria 
jelek 
1. Triklin 1 . 
2. 
21 
18 
G 
с , (S
г
) 
2. Monoklin 3. 
4. 
5 . 
Î " 
12 
с . 
е д е , * ) 
Сгм 
3. Rombos 6. 
7 . 
8. 1 ' 
De 
С 2 у 
Deb 
4. Tetragonális 9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
} 
1 ' 
Се 
Se 
Q h 
De 
Ce. 
D2d  
Deb 
5. Trigonális 16. 
17. 
1 8 . 
19. 
20. 
7 
! « 
i ' 
C3 
De 
Ce. 
Ce, (Se) 
D3d 
6. Hexagonális 21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
}• 
6 
7 
Ce 
C e * 
De 
C e y 
Deb 
D3b 
Ceh 
7. Köbös 28. 
29. 
30. 
31. 
32. ' 
T 
Tb 
о 
Td  
Ob 
8. Izotróp 33. 2 
A táblázatban szereplő szimmetria-jelek értelme a következő: C„: я-fogású 
szimmetria-tengely, Cs: tükörsík, C,: inverziós centrum, Sn: и-fogású forgástengely 
és rá merőleges tükrözés, Dn\ я-fogású forgástengely és rá merőleges 2-fogású ten-
gely, T: tetraéder szimmetria (4 db 3-fogású ; 3 db 2-fogású tengely), О : oktaéder 
szimmetria (3 db 4-fogású; 4 db 3-fogású; 6db 2-fogású tengely); indexek: h\ víz-
szintes, V: függőleges, d: átlós. 
7 Fizikai Fo lyó i ra t XVII /1 
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6. TÁBLÁZAT 
Független 
adatok száma A megfe le lő e ( k -mátr ix Osztály 
2 1 Cll C l 2 C i s C ' l 4 C l 5 C i e 
C l 2 C 2 2 c23 C24 C 2 5 C 2 6 
c 1 3 C 2 3 C 3 3 C34 C35 c36 t r i k l i n 1. 
C « C 2 4 C 3 4 C 4 4 C 4 5 C 4 6 
Cl5 C 2 5 C 3 5 C45 C55 C56 
С 1 6 c 2 6 C 3 6 C 4 6 C56 c 66 
1 8 G l C l 2 C 1 3 C l 4 С 1 5 C i e 
D a с 22 C 2 3 C 2 4 C 2 5 c 2 e 
Cis c 2 3 C 3 3 C34 C35 C3G t r i k l i n 2 . 
си 
C 2 4 C 3 4 C44 C12 C13 
си C 2 5 C 3 5 C12 C55 с 2 з 
cl 6 C 2 0 C 3 6 C l 3 C 2 3 Cee 
13 C i l C 1 2 C i 3 0 0 C i e 
C l 2 C2 2 C 2 3 0 0 c 2 e 
0 0 0 
с « C45 0 m o n o k l i n 3. , 4 . 
0 0 0 C45 C55 0 
C i 6 C26 C36 0 0 Сбб 
1 2 C u C i 2 C13 0 0 Cie 
C 1 2 C 2 2 c23 0 0 c 2 e 
с 1 3 c23 C 3 3 0 0 c36 m o n o k l i n 5 . 
0 0 0 C44 C12 0 
0 0 0 C12 C55 0 
C i e C 2 6 с 3 6 0 0 c66 
9 
С и 
С 1 2 C i 3 0 0 0 
С12 c 2 2 C 2 3 0 0 0 
Cis C 2 3 C 3 3 0 0 0 r o m b o s 6 . , 7 . 
0 0 0 C44 0 0 
0 0 0 0 C55 0 
0 0 0 0 0 c 66 
7 C i l C l 2 C13 C l 4 — C 2 5 0 t r i g o n á l i s 1 6 . 
c1 2 C u C i 3 - C 1 4 C 2 5 0 
c 1 3 C l 3 C 3 3 0 0 0 h e x a g o n á - 2 7 . 
С и 
- C l 4 0 C44 0 C 2 5 l i s 
C 2 5 C 2 5 0 0 C44 С 1 4 
0 0 0 
СЦ — С12 
C 2 5 С14 
2 
7 C l l C l 2 C13 0 0 C i e 
c 1 2 C l l c 1 3 0 0 - C i e 
C l 3 C 1 3 с 3 3 0 0 0 t e t r a g o n á l i s 9 . , 1 0 . , 1 1 . 
0 0 0 C44 0 0 
0 0 0 0 C44 0 
Cie - с « 0 0 0 c 6 6 
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6. táblázat folytatása 
Független 
adatok száma A megfelelő Cik-mátrix Rendszer Osztály 
Cll C12 1*13 0 0 0 
С12 Сц t'is C'a 0 0 
C13 Си с 33 0 0 0 
Cl 4 -•Cl4 0 С 44 0 0 
0 0 0 0 Cil 
Сц 
Сц-С, 
0 0 0 0 
Си 
2 
СЦ 
С12 С12 0 0 0 
с12 С ц Cl2 0 0 0 
с 1 2  
0 
с
и  
0 
С ц 
0 
0 
с44 
0 
0 
0 
0 köbös 
0 0 0 0 с44 0 
0 0 0 0 0 
С 4 4 
Сц t'l2 С12 
Сц t'l 1 Cx2 
c. l12 
0 
0 
0 
C12 CI1 
0 0 
0 
0 
0 
C11 — C12 
2 
0 
0 
0 
0 
0 
C1X~C12 
2 
0 
Сц-
Сц Cl2 Сц 0 0 0 
с12 Сц Сц 0 0 0 
с13 
0 
0 
Сц 
0 
0 
C33 
0 
0 
0 
С44 
0 
0 
0 
С 44 
0 
0 
0 
tetragonális 12., 
14., 
13., 
15. 
0 0 0 0 0 с66 
Сц 
Сц 
Сц 
0 0 0 trigonális 19., 20. 
с12 Сц Сц 0 0 0 
Сц 
Сц 
Сзз 
0 0 0 hexagonális 21., 22., 
0 0 0 
С44 0 0 23., 24., 
0 0 0 0 
С44 0 25. 
0 0 0 0 0 с il ~ Си 
trigonális 17., 18. 
28., 29., 
30., 31., 
32. 
izotróp 33. 
A szimmetria tulajdonságok segítségével állíthatók elő a különböző osztályok 
deformációját jellemző mátrixok. Mi ezeket a független rugalmassági állandók 
számának megfelelő sorrendben írtuk fel (6. táblázat). 
c[cik] pozitív definitásából következik, hogy a mátrix determinánsa, összes 
főminoraival együtt pozitív, tehát a főátlóban levő összes elemek is pozitívak: 
c u > 0, c 2 2 > 0 , tg., > 0, c 4 4 > 0 , c5 5> 0, c 6 6 > 0 . (2.34) 
7» 
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Ennek alapján a másodrendű főminorok pozitív jellegéből az egyes kristályokra 
nézve a következő karakterisztikus relációk érvényesek. A mátrix determináns 
c u , c12, c21, c22 elemeire általában igaz a 
c n c 2 2 - c f 2 > 0 (2.35) 
összefüggés. Sőt, az 1—8. osztályokat kivéve a 
cu = c22 (2.36) 
reláció is fennáll, a 9—33. osztályokra tehát (2.35)-nél erősebb 
C 11 > C 12 
azaz 
c u > | c 1 2 | (2.37) 
egyenlőtlenség egzisztál. Ezen belül a mátrix diagonális elemeinek pozitív jellegéből 
a 16—27. és a 33. osztályoknál közvetlenül 
c u > c 1 2 (2.38) 
aódik. 
További példaként: köbös kristályoknál az első ЗхЗ-as aldetermináns pozitív 
jellege azt jelenti, hogy 
c?i + 2c? 2-3c nc? 2 > 0. (2.39) 
Végigosztva ezt c^-el, x = — jelölés mellett az 
G i 
y = 2 х 3 - З х 2 + 1 > 0 (2.40) 
harmadfokú összefüggést nyerjük. Viszont с\,>с\
г
-Ъс\ 
^ I < 1 (2.41) 
GiJ 
alapján |x| < 1 egyenlőtlenség adódik, ami x értékkészletének + 1 és — 1 közé 
való korlátozását követeli meg. Figyelembe véve (2.40) gyökeit (—0,5, 1, 1), maxi-
mumát ( y = 1, x = 0-nál), és minimumát (j' = 0, x= l -né l ) 
- 0 , 5 < x < + l (2.42) 
eredményre jutunk, amely szerint c12 lehetséges értékeire 
— 0,5cn és + l c n 
határok adódnak. 
A felírt determinánsok segítségével más, hasonló relációk is előállíthatók, 
amelyek megfelelnek a kísérleti tapasztalatoknak. 
6. Kritikai megjegyzések a Prigogine-féle stabilitási elvhez 
Prigogine a Le Chatelier—Braun elvet a minimális entrópia-produkció és 
fixált X,,X2,...,Xk erők által jellemzett, (ún. k-adrendű stacioner) állapotokra 
„általánosította". Eljárásának lényege röviden összefoglalható. Jelölve az összes 
X; ( /=1 ,2 , . . . , « > £ ) erőket a mondott állapotban 0-felső indexszel, és létrehozva 
x r n U -
" • f í J . i i Ü ^ 
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egy úT-perturbációt az н-edik erőnél, amelynek értéke eredetileg nem volt fixált, 
az új érték 
Xm = X» + ÔXm (2.43) 
lesz. Itt m egyike а к + к + 2, . . . ,« számoknak. Az összes többi erőre viszont 
x j = x9. 
Ekkor az /«-edik áram 
i — t° 4- t s y 
*• m m ' m m i n 
ahol = 0, tehát 
r т я y 
*m ^ m m " ^ m 
Lmm pozitív volta miatt 
Lmm(ßXmf > 0 
ahonnét 
ImÖXm > 0 (2.44) 
egyenlőtlenség adódik, azaz a (5Aj„-perturbáció és az általa keltett Im-áram azonos 
előjellel rendelkeznek. 
(2.44) egyenlőtlenséghez Prigogine a következő magyarázatot fűzi. Amint isme-
retes, pozitív Im minden esetben negatív változást idéz elő öXm-ben. Ez, és (2.44) 
együtt vezet a Le Chatelier—Braun elvnek a minimális entrópia-produkció állapo-
tára való általánosításhoz. Amikor egy rendszert valamely karakterisztikus para-
méterének megváltoztatása révén perturbálunk, a rendszerrel olyan transzformáció 
történik, hogy a kérdéses mennyiség ellenkező irányban változzék. Más szóval 
a transzformáció mérsékli a perturbációt. Végül a rendszer visszatér az entrópia-
produkció minimum állapotába, és a (2.44) egyenlőtlenség zérussá válik. 
A perturbált állapotnak megfelelő entrópia-produkció két tagból fog állni: 
C7= 2 Ь
и
Х?Х» + Ь
тт
{0Х
т
У = <j«+Lam(ÔXmf (2.45) 
i,j = 1 
ahol <j° a minimális entrópia-produkciót jelzi. Termosztatikai egyensúlyban az összes 
X? erők zérusok, és így is eltűnik. 
Látható, hogy a Prigogine-féle elv nem jelent általánosítást, csak konkrét 
állapotra (k-adrendű stacionaritás) való alkalmazást. Ily módon jelen fejezet 4. pont-
jában szereplő tételnek egy speciális eseteként kezelhető. Természetesen időben 
korábbi az általunk megfogalmazott elvnél. Ki kell azonban emelnünk, hogy a 4. pont-
ban kimondott elv általánosabb, mert attól függetlenül igaz, hogy az állapot stacioná-
rius-e vagy sem, továbbá az egyenlőtlenségsorozat jellegében is többet mondó. 
Másrészt a Prigogine-féle interpretáció a zavarás pillanatában fellépő új hely-
zetet az egész további folyamatszakaszra érvényesnek tekinti; az ilyen „transz-
formáció" ténylegesen „negatív visszacsatolást" jelentene. Valójában azonban 
— amint már többször kiemeltük — a formulák, köztük Prigogineé is, csak a meg-
zavart kezdeti állapotra és csak a zavarás pillanatára vonatkoznak. 
Ily módon a Progogine-féle elv matamatikai formája és értelmezése ellent-
mond egymásnak. 
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III. rész 
A dinamikai stabilitási elv, és néhány alkalmazása 
1. A tényleges dinamikai stabilizációs folyamat meghatározása 
A kezdeti (zavarás következtében fellépő) állapot meghatározza azt a folya-
matot, amely az új egyensúlyi állapotba viszi át a rendszert. A (2.24) és a (2.25)-ből 
ui. megkaphatok a külső kényszer nélküli tényleges dinamikai folyamatot leíró 
törvények : 
X = -AX (3.1) 
à = —A+ ос (3.2) 
gL = A (3.3) 
Lg = A+ , (3.4) 
ahol a (3.1) és (3.2) egyenletek megoldása 
Xt = e AlAkezd (3.5) 
at = e~
A+t
ockezd. (3.6) 
A mozgásegyenletek szemléletes fizikai tartalma akár (3.1)-re, akár (3.2)-re nézve 
egyszerűen megadható. A vizsgálathoz elegendő az egyik egyenlet-csoport, mert 
(3.1), ill. (3.2) a dinamikai egyenletek egyenértékű formái. Pl. (3.1) részletesebben 
így írható : 
Xi=^AaX1-Ai2X2-...-AinXn, / = 1 , 2 , . . . , n (3.7) 
Ha ezek közül csak egy Xj kezdeti értéke nem zérus (ami azt jelenti, hogy a rendszer 
a megfelelő intenzív paraméterre nézve nem homogén), (3.7) szerint a következő 
pillanatban minden egyes Xi véges értéket vesz fel. 
Szemléltetésül három független erőt tekintünk, és ezek közül A lkezd = 0, ekkor 
(3.7) alapján 
Aj = — A12X2 A13 X3 
ami azt mutatja, hogy A2 és A 3 véges értéke miatt a kezdeti A l k e z d = 0 véges értékbe 
megy át. Sőt A12 és A13 előjelétől függően az is előfordulhat, hogy Xx véges időn 
belül egy pillanatra zérus lesz: 
12A2 + >413A3 = 0. 
Az ilyen A2, A3 értékpárnál Ax előjel változást szenved. A lineáris egyenletrendszerek 
elmélete szerint n számú változó esetén minden erő (л— l)-szer válthat előjelet. 
Ennek alapján a kiválasztott (jelen esetben 1.) intenzív mennyiség a többiek kiegyen-
lítődése közben inhomogénné válhat és csak ezt követően tart exponenciálisan a ho-
mogén állapothoz. 
Ez oly módon is végbe mehet, hogy egy pozitív kezdőértékű termodinamikai 
erő (Aj) véges időn belül zérus értéket vesz fel, majd negatív minimum után aszimp-
totikusan zérushoz tart. Ugyanakkor egy negatív kezdőértékű erő (A2) zérussá válik, 
majd pozitív maximum után cseng le. Ez, az ún. „oszcillációs" kereszteffektus [15] 
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az általános termodinamikai erők azon meglepő tulajdonságát fejezi ki, hogy nem 
monoton csökkenő függvényei az időnek, bár t— °° esetén zérushoz tartanak. 
Mindezek alapján a dinamikai stabilizációs elvet kvalitatíve a következőképpen 
fogalmazhatjuk meg: Ha sztatikus egyensúlyi állapotban yx egyensúlyi értékének 
megváltoztatása révén A,k c z d XO zavart gerjesztünk, akkor (3.7) alapján további 
Xk(t ) X 0 erők indukálódnak. Ez azt jelenti, hogy a bevitt zavar inhomogenizálja 
a többi intenzitás paramétert, és ennek következtében a kezdeti Xlkczd erő gyorsabban 
csökken. 
Hasonló megfontolások érvényesek a (3.2) egyenlet által jellemzett extenzív 
áramokra is. Valamely àx X 0 áram létrehozása a (3.2) egyenlettel jelzett módon 
további àk X 0 mennyiségeket indukál, és ennek hatására az eredeti zavar lecsökken 
(esetleg zérussá válik), miközben más extenzívek áramai lépnek fel a rendszerben. 
Vizsgáljuk meg részletesebben a (3.1) és (3.2) differenciál-egyenletek (3.5) és 
(3.6) megoldásait. Mivel az T-mátrix nem szimmetrikus, sajátértékeihez két 
sajátvektor (egy jobb- és egy bal oldali) tartozik: 
A = (3.8) 
í = i 
ahol 
<PiK = Фк<Р? = $ik 
(prк és t/^-k biortogonális rendszert alkotnak. A (3.8) sajátérték probléma meg-
oldása után a (3.5) és (3.6) megoldások az 
A, = 2 e-F'cp^j Xkezd (3.9) 
1= 1 
n 
a, = «kezd (3.10) 
>=i 
alakban írhatók. Az egyensúly beállásához az kell, hogy Akezd és akezd értékektől 
függetlenül X, és at zérushoz tartson. Ennek szükséges és elégséges feltétele, hogy 
az A összes sajátértékei pozitívok legyenek: 
Я
г
>0, i = 1, 2, ..., n. (3.11) 
A stabilizációs mechanizmust végül is e feltétel teljesülése reprezentálja. Ekkor 
ugyanis 
, Í A , - 0 , .. À—0 
í — oo eseten \ . espedig . . mellett, 
l а
г
- ^ 0 a^ 0 
azaz a létrejött A és a mennyiségek t = co-ben eltűnő sebességekkel zérushoz tartanak. 
Megmutatjuk, hogy stabilis állapotra ez mindig fennáll, mivel ilyenkor g és L egy-
aránt pozitív définit, így a belőlük képzett T-mátrix sajátértékei mind pozitívak. 
A bizonyítást (könnyebb áttekinthetőség kedvéért) két változós esetre végezzük el. 
Először azt kell belátni, hogy sajátértékek pozitív jellege a részleges stabili-
zációs elvek alapját jelentő 
£ n > 0 ; LUL 2 2 > Lf2, Lu > 0 (3.12) 
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fennállásából következik. Az X-mátrix sajátértékeinek meghatározására szolgáló 
(jelen esetben másodfokú) seculáris egyenlet 
x
2
 — ( + ц + a 22)k + ац+22 +12+21 = 0 
és így a sajátértékek 
A , x2 = A l l + A * 2 ± У(Ап + а22)2-4da ( з 1 3 ) 
ahol Da-jel az Л-mátrix determinánsát jelöli, amely g és L pozitív définit jellege 
miatt pozitív: 
Da = I f i , = D„Dl = (g11g22-gí2)(L11L22-Ll2) > 0, (3.14) 
továbbá az is megmutatható, hogy Xx+X2 = Au + A22>0. Ugyanis 
+ 11 = á f l l A l + S Í 2 A 1 
+ 22 = £21^12 + £22 
tehát 
X l + X 2 = á f l l A l +£22^22 + 2 g 1 2 i i 2 . 
Pozitív számok számtani közepe nagyobb a mértaninál (a két szám egyenlőségét 
kivéve), emiatt az egyenlet jobb oldalának első két tagjára 
^11 A i + ^22^22 > dlguln 
amire (3.12) szerint 
2 íg 
llg22 кцА 2 [ЦхгАг! 
és így 
P + X2 = + U + +22 > 2 | g 1 2 L 1 2 | + 2 g 1 2 L 1 2 
Az egyenlőtlenség jobb oldala zérus, ha gi2ii2 negatív, és pozitív, ha gV2L12 is pozitív. 
Ezzel a szükséges 
P + X2 = A u + A 2 2 > 0 (3.15) 
összefüggést levezettük. Végül is azt az eredményt kaptuk, hogy X4- és á2-nek mind 
a szorzata, mind az összege pozitív, tehát maguk is pozitívak: 
A 2 > 0 ( З Л 6 > 
(Tetszés szerinti «-re a bizonyítás hasonlóképpen történik. Rendre kimutatható, 
hogy — amennyiben g és L pozitív définit — úgy 
X1 + X2+...+Xn >0, 
i,k 
2 w * > 0, i.j,k 
X1-X2-... -X„ > о 
összefüggések akkor és csakis akkor állnak fenn, ha minden egyes pozitív.) 
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Összefoglalva: a stabilizációs mechanizmus nem más, mint egy kiegyenlítődési 
folyamat, amely a korábbitól (a zavar mértékével arányosan) eltérő, új egyensúlyi 
állapotba viszi át a rendszert. Megmutatjuk, hogy az új egyensúlyba átvivő folyamat 
semmiképpen sem tekinthető negatív visszacsatolásnak, és dinamikai Le Chatelier— 
Braun elv nem áll fenn. 
Kiemeljük, hogy a Le Chatelier—Braun elvhez formailag hasonló törvény-
szerűség csupán magára a zavarásra, tehát adott pillanatban egzisztáló állapotra 
vonatkozik. Ezért neveztük korábban a kezdeti zavart jellemző egyenlőtlenségi 
relációkat sztatikai Le Chatelier—Braun elvnek. Dinamikai Le Chatelier—Braun 
elv fennállása ui. azt jelentené, hogy valamely Y l k e z d ?í0 zavarral együtt fellépő 
iXjpíO mellett X2 oly módon változik, hogy laj-et csökkenti. 
Vizsgáljuk meg, hogy ilyen stabilizációs mechanizmus valóban létezik-e. 
A sztatikai elvek alapjául szolgáló 
g n ~ = — >°> g n ^ t 9 - ' ( З Л 7 ) 
6 22 
és 
i n > r (3.18) 
22 
egyenlőtlenségek akkor is fennállnak, ha az 1. és 2. indexeket felcseréljük. Az A 
mátrixról ezzel szemben (3.15) alapján csak az látszik, hogy DA két átlós elemének 
egyike feltétlenül pozitív; ha pl. A22=*0, akkor 
—— = An > 0 . (3.19} 
A 22 Л22 
gl1 
=
 dJL > 0 , 
#22 g22 
R2 
х-12 
> 0 , 
L22 L22 
Azonban e relációból 
aon 
nem okvetlenül következik. Továbbá index-csere sem lehetséges, mert A 2 2 >0 esetén 
ЛцЩ0 egyaránt lehet, így a (3.19)-nek megfelelő egyenlőtlenség: 
- 0 
1 
nem írható. Másrészt (3.1)-ből származó 
Xy = — AyyXy Ay
 2X2 
X2 — A2yXy A 22X2 
egyenletek alapján a folyamat bármely szakaszában 
Xy = -AyyXy, ha X2 = 0, 
(3.20} 
Xy=-~±Xy, ha X2 = 0, 
л 2 2 
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illetve 
X2 = A 22 X2, ha Xk = 0, 
. z) ( 3 ' 2 1 ) 
X2=--A-X2, ha X1 = 0. An 
Következésképpen: akár Л 2 2 > 0 , akár Л п > 0 , (3.20) és (3.21) egyenlet-csoport 
közül csupán az egyik volna hasznosítható, éspedig ha Л 2 2 > 0 , akkor a (3.20). 
De a várt 
> 
reláció mégsem hozható le, hiszen An előjelét nem ismerjük. 
Látjuk tehát, hogy a sztatikai elvek fennállása egyértelműen összefügg a g és 
L szimmetrikus voltával. Az A nem szimmetrikus, így egyidejűleg sem T u > 0 és 
A22>0, sem pedig A12-A21>~0 fennállása nem szükségszerű. A kezdeti zavart jel-
lemző egyenlőtlenségi relációknak a folyamatra vonatkozóan nincs megfelelőjük, 
tehát a Le Chatelier—Braun elv dinamikai értelmezésben nem állja meg a helyét. 
Ezzel szemben két változó esetén kövessük végig azt a valóságos folyamatot, 
amelyik valamely а 1 к е г 1 # 0 zavarral indukálódott Y l k c z d x 0 hatására létrejön. 
Amint láttuk, a dinamikai egyenlet X és X között állapít meg összefüggést, aminek 
megfelelően, a (3.9) szerinti Aj-megoldást részletesen kiírva: 
xt = (е-^'срхфг +e-^<p2ikt)X k e z d (3.22) 
ahol 
Ákezd = X,
 kezd ex + X2 kezd e2. 
Ex és e2 egységvektorok, amelyekkel сp, és i = l , 2 sajátfüggvények így írhatók: 
<pl = уцЕ1 + У12Е2, (P2 = У21Е1 + У22Е2 
•Al = ßllEl+ßx2E2, Ф2 = ß 2 1 E l + ß22E2, 
ahol yik és ßik a megfelelő együtthatók. Ekkor (3.22) kifejezés 
X, = е-^'(рх(фх, Xkezd) + e-^'(p2(ip2, 2fkeZd) 
alapján, továbbá 
VÁ^i, 2/kezd) = (/ii1A' lkezd + ^12Y2kezd)y11e1-|-(^nA lkezd-|-/?12Y2kezd)) ,12£2 
ф2(ф2, Y k e z d ) = ( ß n ^ l k e z d + ^ 2 2 ^ 2 k e z d ) 7 2 1 E l + ( / ? 2 1 ^ 1 k e z d + / ? 2 2 - ^ 2 k e z d ) 7 2 2 e 2 
felhasználásával az 1. és 2. erő: 
Xx(t) = e-b'(ßxiXikezd + ßi2X2bzd)yii + e-**(ß2 1X l k e z i + ß22X2kezd)V2i (3.23) 
X2(t) = e-^(ßxxXlkezd + ß12X2kezd)y12 + e-^(ß21Xliezd + feáf2kezd)y22. (3.24) 
A kezdeti zavarás kétféleképpen valósulhat meg: vagy 
1 . &x kezd 0 CS < Z 2 k e z d = 0 , 
ekkor 
Xk kezd = ~ á f l l a l k e z d 
3^2 kezd — ~ á í l 2 a l k e z d > 
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vagy 
2 - <*ikezd ^ 0 é s A 2 k e z d = 0 , 
ekkor 
x 
л
 1 kezd — kezd • 
#22 
És e két állapotnak megfelelően : 
1. 
= - [ e - ^ i ß i i g i i + ß u g u b i i + e - ^ i ß n g i i + ß M g i z b z i ] * ! ^ (3.25) 
X2(t) = -[e-xcl{ß11g11 + ßlig12)y12 + e-^,(ß21gn + ß22gl2)y22]xlkezd (3.26) 
2. 
Xßt) = -[e-*«nyu + e-x*ß2ly21]I^-alkezA (3.27) 
622 
X2{t) = -[e~»*ßuy. п + (3.28) 
622 
A zavar lecsengését végrehajtó folyamat intenzitását az exponenciális tényezők 
együtthatói szabják meg. Az 1. eset kifejezésében szereplő együtthatókat a, b, c, 
d-ve\ jelölve, előjelükre nézve 8 lehetőség van. (Valójában 16 lenne, de a l k e z d előjelé-
nek alkalmas megválasztásával a másik 8 az előbbivel megegyeztethető.) Elegendő 
ezt figyelembe venni, mivel > 0 lévén, az 1. eset és a 2. eset megfelelő együtthatói-
£22 
nak előjele megegyezik egymással. A 8 lehetőséget a 7. táblázatban foglaltuk össze: 
Közülük kettőt példaképpen vizsgálunk 
meg. A négy + előjelet tartalmazó 1. lehető-
ségnél láthatjuk, hogy az X f t ) erő mindkét 
esetben monoton csökken és a görbék nem 
metszik egymást. Már önmagában 
ßllglllll > ßu ~ У11 
622 
pílgllvu > ßn~y2i, 
gi2 
és az egyenlőtlenségek bal oldalát még pozitív 
tagok egészítik ki. Ennél a lehetőségnél tehát végig fennmarad az eredeti állapot: 
> IX\(f)|Xgkezd 
Viszont pl. a 4. lehetőségnél ez az egyértelműség már nem marad fenn. Xx{t) időbeli 
változásának a két esetre vonatkozó viszonya nem határozható meg előre, hanem 
az együtthatók nagyságától függ. 
Ezzel kimondott tételünket bizonyítottuk. Teljesen hasonló gondolatmenet 
alkalmazható a keltett áramok lecsengésére vonatkozóan is. Látható, hogy a vázolt 
effektusok semmilyen módon nem azonosíthatók negatív visszacsatolással. Az új 
7. TÁBLÁZAT 
Lehetőség a b с d 
1. + + + + 
2. + + + — 
3. + + — + 
4. + + — — 
5. + — + + 
6. + — + — 
7. + -
-
+ 
8. + 
-
— 
. 1 0 8 KIRSCHNER I . 
egyensúlyt eredményező dinamikai stabilizációs mechanizmus alapja az, hogy 
a kezdeti erők (és áramok) vagy egymástól függetlenül lecsengenek, vagy valamely 
kezdeti erő (ill. áram) újabb inhomogenitásokat indukál, amik a kezdeti pertur-
báció lecsengésének folyamatát segítik. 
2. g és L mátrix analóg vonásainak vizsgálata-, 
A párhuzamosság statisztikai oka és fenomenologikus következményei 
Amint már említettük, a tárgyalásban szereplő g-entrópia mátrix és L-vezetési 
mátrix nem felcserélhető egymással: 
g L ^ L g (3.29) 
tehát függvénykapcsolat nem állhat fenn közöttük. Teljesség kedvéért megemlítjük, 
hogy a termodinamikai irodalomban találhatók próbálkozások g és L függvény-
tani kapcsolatba való állítására. 
Popov [16] mechanikai analógiára törekedve feltette, hogy az irreverzibilis 
termodinamika alapegyenlete a Newton-egyenlethez hasonló formában írható fel: 
- X = ä (3.30) 
Ezen egyenlet integrálásával, meglehetősen körülményes számítások révén eljutott az 
L = L+ 
Onsager-féle felcserélési relációhoz, továbbá egy összefüggést nyert g és L között. 
E feltevés inkorrektségére először Fényes hívta fel figyelmünket. Tekintsük át 
röviden, hogy mire vezet a (3.30) feltevés. Az (1.38) vezetési egyenlet segítségével 
reláció állapítható meg X és ä között, amikor 
à = LX (3.31) 
differenciálásával 
ä = LX (3.32) 
egyenletet nyerjük, ahol 
X = —gLX (3.33) 
(3.32) és (3.33) összevetéséből pedig 
ö. = — LgLX (3.34) 
illetve 
X = -L-1g-1L-1ö (3.35) 
összefüggés adódik. Ezt összehasonlítva Popov (3.30) feltevésével a 
L~1g~1L~1 = U (3.36) 
egyenlőséghez jutunk, ahol U az egység-mátrix. A (3.36) egyenlet szolgáltatja a relá-
ciót g és L között, amely szerint 
L=g~i (3.37) 
Ez az eredmény irreális, természetszerűleg kizárja g szingularitásának lehetőségét 
(ami nem mindig valósul meg), és nem képvisel fizikai kölcsönhatást. 
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A tapasztalatok viszont azt mutatják, hogy a két mátrix jellemző tulajdonságai, 
ill. adott esetben bizonyos sajátságaik megszűnése között párhuzamosság van. 
Ilyenek g és L egyaránt pozitív définit jellege, szimmetrikussága, ill. e tulajdon-
ságok azonos esetekben való eltűnése. 
Megvizsgáljuk, hogy a hasonló viselkedésnek a tapasztalaton kívül milyen, 
általánosan indokolható elvi alapjai vannak. Ezt a statisztikus fizika módszerével 
végezhetjük el. 
Egy fizikai rendszer r-helyén /-időpillanatban az extenzív mennyiségek sűrű-
ségei legyenek rendre gk, q2, ..., Qn = {e}- Az egyensúlytól való eltérést a l t a2 , ..., a„ 
paraméterekkel jelezzük, ahol a korábbi jelölésekkel <xi = gi — gi0. Ezen állapot 
beállása véletlenszerű, és létrejöttének valószínűsége az 
f=f(e, 0 (3.38) 
feltétel nélküli valószínűségi sűrűséggel adott, amelyet а д
к
, д2, ..., д„ állapottérben 
értelmezünk és l-re normálunk: 
f f ( g , t ) d n g = 1, (3.39) 
ahol 
dng = dgk-... •dgn. 
t0 = 0-ban a kezdeti állapotot g10, g20, ..., e„o = {£o} sűrűségek jellemzik, amelynek 
megjelenési valószínűsége f=f(g0). Továbbá /0 = 0 időpillanattól / = /-be időben 
homogén, stochasztikus folyamat visz át. Az ehhez tartozó átmeneti valószínűség 
£ = £ ( е 1 е 0 ; 0 . t e h á t 
Лв, t) = f F(g\g0 ; t)f(gn) dg0 (3.40) 
Az í-edik sűrűség r-helyen való változásának várható sebessége 
<»i(<?o)> = lim-J- fto-eámeoi О dg, (3.41) 
t - o ' 
ahol az integrál az állapot várható eltolódását jelenti. Az eltolódás mindig mak-
roszkopikus, konvektív áramlás következménye: az r-helyre a test más-más állapotú 
részei áramlanak. Ha makroszkopikus mozgás nem lép fel, akkor 
<f j> = o . 
Viszont az irreverzibilis termodinamika szempontjából fontos konduktív áram 
felléphet. Ilyenkor új mennyiség, a szórás-tenzor értelmezésére van szükség: 
1 1 r 
"ikieo) = T h m T / (ei-Qio)(ßk~Qko)F(g\g0; t)dg. (3.42) 
2 t~o t J 
Felhasználjuk a Kolmogorov egyenleteket; éspedig (Vi) = 0 mellett, tetszőleges 
(időben nem homogén) esetet véve figyelembe, a kezdeti adatokra: 
J F _ y d2F 
dt0 ~ áa'kdgi0dek0 { i A i ) 
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a végállapotbeli adatokra: 
dF _ y d2(aik F) 
л, x-j dt i,k dg, dgk 
(3.44) 
(3.44)-et /(öo)-al szorozva és szerint integrálva, lesz 
(3.45) 
(3.46) 
ahol к egy konstans, és tovább számítva 
vagyis 
dh (1 к 
-j- = - к divc \ j VQaf\ +-2 (S/J, S/Üaf), 
f f + к dive ( j Veaf j = - j 2 (S7J, Weaf). (3.47) 
Makroszkopikus entrópia térbeli sűrűségét gs várható értéke jelenti az r-helyen: 
ami tényleges entrópia-sűrűség. 
Az L- és a g-mátrix tulajdonságainak magyarázatát ezek az egyenletek szolgál-
tatják. (3.47)-ből látható, hogy L i t-nak az aifc-szórástenzor felel meg, amelynek 
elemei, (és így L-elemei is) az E-valószínűség funkcionáljai. És mivel a szórástenzor 
csak pozitív définit lehet, a vezetési mátrix pozitív définit volta ebből következik. 
Lu = 0 --- au = 0 szemidefinit jelleg olyan állapotnak felelne meg, amikor az 
eloszlás g r re nézve pontszerű (determinisztikus), ami szerint csak egyetlen állapot 
létezne egyetlen valószínűséggel. Ilyenkor a statisztika természetesen megszűnne, 
de ez soha nem fordul elő. Nagyon éles de nem pontszerű eloszlásnál aH és ennek 
megfelelően Lu nagyon kicsiny. 
Továbbá i y k-ra aik Lik a g; és gk valószínűségi függését méri. Ha tehát g, és 
gk független valószínűségi változók, akkor 
aik ** L i k = 0 , i y k , 
és ilyenkor L diagonális, kereszteffektusok nem lépnek fel. 
g-mátrix a es-entrópiasűrűség második deriváltjaként adódik. Maga gs a (gt) 
várható értékektől, mint peremértékektől függ, tehát 
amiből látható, hogy g-mátrix pozitív définit jellege a (3.48) egyenlet következménye. 
Az integrál akkor maximális, ha / állandó, vagy ha minél laposabb (3. és 4. ábra). 
(3.48) 
B 2 g s 
gik = d(0i) d(gk> ' 
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Gyakorlatilag csak ez utóbbi állhat fenn, mert az egyenletes eloszlást a mellékfel-
tételek (pl. megmaradási tételek) általában megakadályozzák. 
g és L analóg viselkedésének oka tehát végül is az, hogy ugyanazon E-való-
színüségi eloszlás funkcionáljai. Ebből következik, hogy speciális esetekben egyidejű-
leg válhatnak rendellenesekké, ti. ilyenkor P-nek valamely hirtelen megváltozásáról 
f f ? ) ' 
3. ábra 4. ábra 
van szó. Ez a párhuzam azonban nem törvényszerű, mivel egyrészt a két mátrix 
ugyanazon E-nek különböző funkcionálja, másrészt pozitív définit jellegük más-más 
okból ered. 
Vizsgáljuk meg a mondottak szemléletes jelentését a legegyszerűbb, kétváltozós 
esetre. Az erők az a-paraméterek homogén lineáris függvényei, tehát 
- X t = £ i i < * i + g i 2 a 2 
- X 2 = g 2 1 a 1 + g22 «2 (3.49) 
amelyre fennáll, hogy De=gng22 — gf2>0, g n = - 0 és g 2 2 >0. (3.49)-et megoldva 
Ob-re és a2-re, A j kifejezhető a, és X2 függvényeként, és X2 kifejezhető or2 és á j függ-
vényeként : 
Aj gllg22 — gl2 „ Sl2 v _ Dg g12 otj л g — otj л 2 
£22 #22 g22 g 22 
-x. 
gug22~ gl2 
és megfelelő deriválásokkal : 
дху 
I дХ, 
= £ n 
g 11 
#12 
• — A j = — а 2  
gu gu 
g:21 
gu 
(3.50) 
Xi, 
Хг g22 
i )A j 
дХ
х 
2 dcc2 
дсс
х 
аг 
ai dX2 
дХ2 
2 dax 
да2 ai 
аг 
dxx 
(3.51) 
I < ^ 2 |Xl 
kifejezésekhez jutunk. Mivel (3.51) jobb oldalán mindkét tag pozitív 
d x x 0 A j 
d a x 
> 
a2 
0 
x2 
. 1 1 2 KIRSCHNER I . 
es 
0X2 dX2 
doi 2 
> 
ai da2 
(3.52) 
О 
Xi 
ami éppen a már ismert sztatikai stabilizációs kritériumot képviseli. (3.49) és (3.50) 
alapján a különböző zavar típusokra vonatkozó erők nagysága is kiszámítható: 
o i j ^ O és a2 = 0 esetén — Xy = gyyOiy 
D n 
ay 0 és X2 = 0 esetén —Xy = —~oiy 
822 
O j ? í 0 és oiy = 0 e s e t é n — X2 = g2 2oi2 
d 
(3.53) 
a 2 ^ 0 és X1 = 0 e s e t é n x* — ее* 
gu 
Továbbá adódik a zavar mértékeként egzisztáló entrópia-változás négy fajtája: 
Atxs = -XyUy = -jgyyoil 
Aas = jrXyOiy = - f r — <xl 1 De 
T f a " 1 (3.54) 
aas = jx2oc2 = -yg22al 
. 1 „ 1 D,
 2 A<xs = -X2cc2 = — -z—- a! 
2 2 gyy 
ahol a mínusz előjel az egyensúlytól való eltérést jelképezi. 
A vezetési egyenletek homogén lineáris formája, továbbá T-mátrix pozitív 
définit és szimmetrikus jellege, az előbbivel azonos gondolatmenet alapján az Xy, 
ill. X2 erők által keltett a l5 ill. á2 áramokra (3.52)-höz hasonló relációkat eredményez: 
Hlx2 
*2lX! 2 l a i 
0 
0. 
(3.55) 
Továbbá (3.53)-hoz hasonlóan adódnak a különböző zavaroknál fellépő áramok 
kifejezései : 
ha Xy ^ 0 és X2 = 0, akkor ày = LlxXy 
ha Xy 0 és à2 = 0, akkor á4 = x x 
L 2 2 
ha X2 0 és Xy = 0, akkor á2 = L22X2 
ha X2 ^ 0 és ày = 0, akkor à2 = —— X2. 
L y y 
(3.56) 
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Ezek a meggondolások azt mutatják, hogy a sztatikai stabilitás biztosítása szem-
pontjából g és L hasonló szerepet játszik, ill. analóg módon viselkedik. 
A folyamatok tényleges alakulását viszont A=gL mátrix tulajdonságai szabják 
meg, amik g és L pozitív définit és szimmetrikus jellege által meghatározottak. 
Ha a vizsgált állapotok nem labilisak, g és L említett jellemzői mindig fennállnak, 
és biztosítják a bevitt zavar lecsengését. 
3. Labilitás; Negatív hőmérsékletű állapotok; Fázisátmenetek 
Stabilis egyensúlyi állapot, vagy stabilis fázis fennállásának, amint láttuk, 
szükséges és elégséges feltétele az, hogy a jellemzésben résztvevő g és L mátrixok 
pozitív definitek legyenek. Ugyanakkor mind g, mind L szimmetrikus is: gik=gki, 
lik — l k i . 
Ez biztosítja azt, hogy az irreverzibilis folyamatok leírásában szereplő A, ill. 
A+ mátrix összes sajátértékei pozitívak legyenek, és a rendszerbe bevitt zavarás 
lecsengjen. 
g és L pozitív définit jellege az alábbi tulajdonságok létezését jelenti: 
, n összes főminorai pozitívak 
k ^ n (3.57) 
(3.58) 
1 , 2 , . . . , » (3.59) 
Közülük bármelyik megszűnése a stabilitás megszűnését vonja maga után. 
Labilis állapot beállásakor g és L definitási és szimmetria tulajdonságai meg-
változnak, de a két mátrix analóg viselkedése akkor is megmaradhat, ha g, ill. L nem 
pozitív définit. Kivételt képez a formálisan lehetséges, de fizikailag soha meg nem 
valósuló g = 0 eset. Ui. ez azt jelentené, hogy minden egyes állapothatározó független 
a többitől. Ilyenkor az állapot meghatározásához nem lenne elegendő megadni 
xk, x2, ..., xn+1-et, hanem az yít y2, ..., yn+1 is — mint az előbbiektől független 
adatok — megadandók volnának. Könnyen észrevehetjük, hogy ez ellentmondás-
ban áll y r k értelmezésével, amely az extenzív és intenzív paraméterek közötti kapcso-
latot törvényszerűvé teszi. 
Vizsgáljuk meg, hogy mit jelent ez a fázisátalakulások és a negatív hőmér-
sékletű állapotok szempontjából. 
8 Fizikai Fo lyó i ra t XVII/I 
1- g—gígik]^L = L[Lik],i=l,2, . . . ,» , к = 1, 2, .. 
D, = DgikM > 0 
d l = duk.k) > 0 
2. az összes diagonális elemek pozitívak: 
gkk=~0 
lkk> 0 
3. a mátrixok összes sajátértékei pozitívak: 
i 
. 1 1 4 KIRSCHNER I . 
Ha egy rendszer állapota instabilissá válik, ez olyan változást hoz létre, amely 
után a test új állapota a stabilitási kritériumokat már kielégíti. Ez az új állapot 
a régitől az anyagi jellemzőkben és ezek menetében különbözik: új fázis. 
A fázisátalakulások vizsgálatában jelenleg három alapvető eljárás ismeretes. 
Ezek Ehrenfest [17], Landau [18] és Tisza [19], munkássága eredményeként 
alakultak ki. Itt az összehasonlítás kedvéért csak az egyes módszerek alapgondolatát 
emeljük ki. 
Ehrenfest a specifikus Gibbs-potenciált (amely éppen a kémiai potenciál) 
tekinti a fázisátmenetre jellemző generális függvénynek, és e függvény deriváltjainak 
viselkedése szerint osztályozza azokat. Ha az első deriváltaknak van ugrása, I. rendű 
a fázisátmenet, ha a második deriváltak változnak ugrásszerűen az átalakulási 
pontban, akkor IL rendű. 
Landau fázisátalakulásnak nevezi az egyik kristálymódosulatból a másikba 
való átmenetet, amely a szimmetria megváltozásával jár. Bevezeti a rendezettség 
mértékére jellemző /prendparamétert, és ennek segítségével végzi a labilitást fel-
oldó fázisátmenet rendjének megállapítását. Ha a hőmérséklet változtatásával 
g valamely véges értékről ugrásszerűen válik zérussá, akkor a kristály átmenete 
valamely rendezett állapotból rendezetlenbe I. fajú fázisátalakulással történik. 
H a viszont rj folyamatosan tart nullához, akkor II. rendű a fázisátmenet. 
Tisza elméletének alapkövét az e-specifikus belső energiának az extenzív 
mennyiségek fajlagos értéke szerinti sorfejtése képezi. Az állapotok stabilitását 
(e-e 
a
 я , a . -másodrendű deriváltakból képzett y-mátrix definitási jellegéhez köti. 
( i f K k 
H a y = y[y
№
]>0, akkor stabilitás van, ha y ^ O , akkor a rendszer instabilitása 
két vagy több fázisra való szétesésében nyilvánul meg. Az elmélet a stabilitás problé-
májánál egyedül csak a y-mátrix szerepét vizsgálja, és figyelmen kívül hagyja az 
L-vezetési mátrixot. 
Ezek az elméletek két úton egészíthetők ki: egyrészt L-mátrix viselkedésének 
figyelembe vétele, másrészt az előbbi pontban végzett statisztikai vizsgálatok ide-
vágó eredményeinek alkalmazása által. 
Először néhány példán keresztül megvizsgál juk g és L szerepét a fázisátalakulás 
létrehozásában (II. rendű átmeneteket analizálva). 
A sort negatív abszolút hőmérsékletű állapotokkal kezdjük, amelyek létrejöttét 
szintén II. fajú fázisátmenetnek tekintjük. Ennek bekövetkezésekor ui. T = 
- 7 ' = —oo hőmérséklet ugrás van, és így 
d2s 1 1 
ÍU = - =
 7 , C t (3.60) 
ahol T2 — °° másodrendben, viszont a fajhő Cv -+0. L'Hospital szabály alkalmazásával 
arra az eredményre jutunk, hogy a nevezőbeli =°-hez tartás erősödik, tehát 
áfn — 0 • (3.61) 
Ugyanakkor az L-vezetési mátrix elemeiből pl. a termikus kölcsönhatáshoz tartozó 
Ln hővezetési tényező változatlan marad: 
Тц ~" Тц 
és így 
Da = DgDL = AuA.i2-Al2A21 = -gî2LyyL22 + g\2L\2 < 0. (3.62) 
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Tehát — amint a kísérleti tények (maser, laser) is igazolják — a beálló negatív 
hőmérsékletű állapot ténylegesen labilis, amelyből a rendszer intenzív energia 
kibocsátással igyekszik szabadulni. 
Más fázisátmeneti példáknál is látható, hogy a labilitás oka általánosságban 
A ,,deünitási" jellegének megváltozásában keresendő. 
Paramágneses-ferromágneses átmenetnél a jellemző extenzív a mágneses 
momentum (ni), a jellemző intenzív a mágneses tér ( H ) : 
d2s дн í _ 
с 
ahol x = =—=- a szuszceptibilitás, Tc a Curie-hőmérséklet. Ennek alapján T-*TC i i
 c 
esetén 
S n - 0 , (3.64) 
éspedig T-szerint lineárisan. Az átmenetnél L egyes elemei véges ugrást szenvednek, 
következésképpen az előbbi helyzet áll elő. 
Szupravezetésnél az elektromos vezetőképesség Ln = » az L22-hővezetőképes-
ségben véges ugrás jelenik meg, tehát DL szinguláris 
D, = F il L1 2 
L 2 i L22 
(3.65) 
Elgyanakkor a fajhőben véges mértékű változás, tehát 
gn^o 
a mágneses szsuszceptibilitás pedig 
1 
Z p a r a / d i a — л • 
Jelöljük ezt 
„ p á r a „d ia « 
g22 — g22 "Vei 
ami g-mátrix definitásának megváltozását fejezi ki. Tehát 
Dg < 0 (3.66) 
lesz, és így 
DÁ = DgDL = - =c, (3.67) 
ami előidézi a fázisátalakulást. Ezen belül, végső soron g mátrix előjelváltását kell 
az átmenet okának tekinteni. 
A szuperfolyékonyságot végtelen fajhő-ugrás jellemzi, amit a hővezetésben 
megjelenő véges ugrás, és a belső súrlódási együttható zérus felé tartása kísér. A labi-
litást g-mátrix definitási jellegének megváltozása okozza, ami fázisátalakuláshoz 
vezet. 
Más példák analízise is hasonló eredményekre vezet. Ezeket egybevetve g és L 
mátrix statisztikai származtatásával, levonhatók az általános következtetések: 
7» 
. 1 1 6 KIRSCHNER I . 
1. Az E mátrix elemei sohasem viselkedhetnek olyan rendhagyó módon, ami 
önmagában labilitást (és ezzel együtt esetleg fáziátalakulást) okozhatna. A tapaszta-
lati tények ezt egyértelműen megmutatják, mélyebb oka pedig az, hogy a szórás-
tenzor soha nem lehet indefinit. A bizonyos esetekben előforduló gu = 0, a stabilitás 
fenntartása érdekében, azt követeli meg, hogy E,; — °o a megfelelő rendben. Ez az 
eset végtelen nagy szórásnak (an = 0) felel meg. 
2. Végtelen nagy vezetési együttható is csak legfeljebb neutrális egyensúlyt 
okozhat. 
3. Ennek alapján indokolt az, hogy a fázisátalakulásokat g-mátrixszal hozzuk 
oksági kapcsolatba; kiemelve viszont azt, hogy a fázisátmenetek létrejöttét általában 
E-mátrix hirtelen megváltozása kíséri, fizikailag nagyon fontos kísérőjelenségeket 
eredményezve. 
4. Az Д-matrix esetleges szingularitása megakadályozza az Xt = e Xkczd 
mátrix-függvény lecsengését, tehát a kiegyenlítődési törekvés megsértését jelenti. 
Ez fázisátalakulásnál előfordulhat. 
5. Fázisátalakulások sztatikus stabilis egyensúlyi állapot megzavarása ered-
ményeként jönnek létre, és az új fázisok kielégítik a sztatikai egyensúly stabilitási 
kritériumait. Ily módon a (következő pontban tárgyalandó) stacionárius állapotok 
nem képezik fázisátmenetek kiinduló állapotait. 
4. Stacioner állapotok stabilitása] Külső generáció 
A stacioner állapotok ma általánosan elfogadott értelmezése Prigogine és 
de Groot [20] nyomán a következőkben adható meg: Amikor egy rendszert, amelyet 
«-számú független X,, X2, ..., Xn-erő jellemez, fixált X„ X2, ..., Xk (k<n) és 
a minimális entrópia produkció állapotában tartunk, az i = k+l, k + 2, ..., n 
indexekhez tartozó à, = áramok eltűnnek. Eszerint tehát azok az áramok lesznek 
zérusok, amelyek, mint konjugált változók megfelelnek a nem fixált Xk+1, Xk+2, ...,Xn 
erőknek. Az ilyen állapotot A-adrendű stacionáriusnak nevezik. (Megjegyezzük, 
hogy entrópia-produkció itt a spontán produkciót jelenti, amely független az egyes 
kölcsönhatásokat jellemző extenzív mennyiségek esetleges forrásától.) 
Ehhez az állapothoz tartozó entrópia-produkciót egyszerűen kiszámíthatjuk. 
Ugyanis a szükséges minimum feltétel i = k + \,k + 2, . . . , « indexekre a 
3 d " " 
J X . = . Д U i X ) = 2 2 L u X j = 2à,- = 0. (3.68) 
Innen következik, hogy — amennyiben az i = 1, 2, ..., к indexekhez tartozó rögzített 
Xrk között van olyan, amelyik nem zérus — az ilyen indexű яДО, / = 1 , 2, ..., A-ra. 
így a minimális entrópia-produkció: 
i i LyXJj = i i j = (Tmin (3.69) 
i = l j = l i= 1 
Az is látható, hogy á ; ДО ( / = 1, 2, ..., к) miatt a stacionaritás csak részleges, és csakis 
stabilis állapotokra vonatkozhat, ti. ha E = E[Eií:] >0 . Nem stabilis állapot környe-
zetében az à = LXegyenlet nem is érvényes; így viszont а minimális entrópia-produk-
ció csak stabilis stacioner állapotot jellemezhet. 
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Meg kell említenünk, hogy ha még az X = — goi egyenletet is figyelembe vesz-
szük, akkor ellentmondásra jutunk, mivel 
à = LX 
X = -ga (3.70) 
egyidejűleg csakis nem-stacioner folyamatot, a nem-egyensúlyi állapot külső kényszer 
nélküli lecsengését írják le. Már levezetésük feltételei eleve kizárják a stacionaritást. 
Prigogine és Glansdorff [21] az entrópia-piodukció minimum elvet később álta-
lánosították, hogy időben állandó peremfeltétel esetén, stacioner folyamatra 
f2hdXtdV = 0. (3.71) 
v « 
Ezt kiegészítve megmutatták, hogy makroszkopikus mechanikai változásokra, az 
egyensúlyi állapot közelében egzisztál a 
d<P= f Z f i d X l d V s 0 (3.72) 
V ' 
teljes differenciál. Az egyenlőtlenséget általános folyamat-kritériumnak nevezték el. 
Az elv akkor használható, ha Lik-vezetési tényezők csak helytől és időtől függ-
hetnek, de függetlenek a termodinamikai paraméterektől. Bár a szerzők arra mutattak 
rá, hogy stacionárius egyensúlyhoz közeli állapotban Lik-к az угк ismertnek fel-
tételezett stacionárius eloszlásához tartozóan vehetők fel: 
Lik = Lik(yi0(x1,x2,x3,t)) 
azonban, mivel yi0 ismert, Lik-к mégis a hely és idő függvényeiként adottak. 
Ha stacionárius állapotokat akarunk jellemezni, a (3.70) egyenleteket ennek 
megfelelően kell módosítani. Ez homogén egységekre megvalósítható az ún. külső 
generáció segítségével, amit először Pataki [22] használt félvezetők rekombinációjára 
vonatkozó kutatásaiban. Mivel azonban ez a módszer is csak közelítés, szükséges, 
hogy először teljesen általánosan vizsgáljuk meg a problémát. E célra egy variációs 
elv [23] alkalmazható. A stacionárius állapot egzakt egyenleteit ebből származtat-
juk le. A célravezető variációs elv: 
Л И * 2 > *з> *'>УиУг> ...,y„; V>1( Vy2, ..., Vyn)dx1dx2dx3dt = extr., (3.73) 
I V 
ahol az if-Lagrange függvény változói az х1г x2, x3-helykoordináták, /-idő, ezek 
meghatározandó y\, y2, ..., ^„-függvényei és Vylt Vy2, ..., Vy„ gradiensei; viszont 
})y. 
; '-ket nem tartalmazza. Ekkor a variációs probléma Euler—Lagrange egyenletei 
ot 
% = к = 1,2, 3 jelöléssel: 
d x k • 
д d<£
 | д && д ъ<£ 
дх1 d}jx<> + Эх, dy!x>> + dx3 d y f » Эу, ' 
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Ezeket alkalmazzuk az 
(3.75) 
i z. i 
= LayíX2) + ... + = i,(x
 2) (3.78) 
- E . b V Í ^ ' + . . + L i n y ^ = ./,(л-з) 
stacionárius termodinamikai Lagrange-fiiggvényre, ahol a szereplő mennyiségek 
közül q-{ az /-edik extenzív mennyiség forrás-sürüsége, yt a megfelelő intenzív para-
méter, ji az /-edik áram-sürűség, tehát Vv.— Aj az általános erő /-edik komponense, 
és így 
j,= ZLikVyt= ZLikXk (3.76) 
к к 
azaz 
z ( v y i j i ) = 2 и<ууь vyk) = z luï(x„ xk) (3.77) 
i i.k 
Ezek figyelembevételével 
<te£ 
dyf 
rte? 
dyf 
rte£ 
x = < 3 ' 7 9 > 
Lik-к és <7гк ezúttal adott függvényei xx, .v2, .v3, /-nek, de függetlenek jy-ktől, és 
ezek deriváltjaitól. 
(3.78)-at és (3.79)-et (3.74) szerint egybefoglalva: 
divy,-<7/= 0, / = 1,2, ..., n (3.80) 
az ( 1 . 1 ) alatt már felírt kontinuitási egyenletek stacioner változatát, az irreverzibilis 
termodinamika stacionárius esetre vonatkozó differenciálegyenleteit kapjuk meg. 
Szorozzuk meg (3.80)-at >',-vel, ekkor 
yydivy) = yiqi, 
ahol 
k id ivy) = div >',/,• — (Vy;,y;) 
azaz 
div yrfi = Ji9i + (Vk;, у',-) 
Összegezve /-re és felhasználva azt, hogy y, = Z yJt a z entrópia stacioner mérleg-
i 
egyenletéhez jutunk : 
d ivy's = 2 y , q , + 2 ( y y , J d - (3.81) 
i i 
Eszerint az általunk használt variációs elv valóban teljes stacionaritást ír le. 
A Prigogine—de Groot féle módszer viszont csak részleges stacionaritást tesz lehe-
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tővé, ami az általuk használt második közelítésű egyenletek nem eléggé általános 
voltából következik. Továbbmenően, ez utóbbi tárgyalásmódban a részleges staciona-
ritás is csak úgy biztosítható, hogyha az X1,X2,...,Xk erőket mellékfeltételként 
már előzetesen fixálják. (3.75)-höz viszont külön mellékfeltétel nem szükséges. 
Az ebből kapott (3.80)-stacionárius „mozgásegyenletek", és (3.81)-entrópia-mérleg a 
• f - = 0, / = 1 , 2 , . . . , n (3 .82) 
< 3 - 8 3 > 
egyenletek fennállásának felel meg, ami éppen a stacionaritás feltétele. (Itt gt az /-edik 
extenzív mennyiség sűrűsége.) Ha az összes <7,=0, i = l , 2 , ...,n, ami az esetek 
egy részében megvalósul, akkor (3.81) kifejezésünk a spontán entrópia-produkciót 
reprezentálja 
divys = 2'(Vy ; ,A) = 2 LikXtXk = o = konst, (3.84) 
i ik 
mivel p;-k időbeli állandósága miatt jj=Ti(öi> •••> í?„)-ek és Vy rk is konstansok. 
Ezen eredményünk fizikai értelme az, hogy minden egyes helyen és minden 
időpillanatban, állandó sebességgel folyamatosan entrópia produkálódik; éspedig 
oly módon, hogy 
f ECdt,. > ! f <£dt \ 
I J j instac I J |s tac 
vagyis 
f í j f + d iv j s + 2 Tií.) dVdt> S ^divys + Zy,<h) dVdt (3.85) 
azaz 
ahol az = jel éppen a stacioner állapotnak felel meg. Eszerint az instacioner entrópia-
produkció mindig nagyobb a stacioner állapothoz tartozónál. 
Vizsgáljuk meg, hogy (3.73) extremum valóban minimumot jelent-e. A számí-
tások egyszerűsítése végett két független intenzív mennyiséget (y4 és y2) tekintünk. 
Ekkor (3.75) 
^ = + у Ln(Vyif + L12(Vyi, Vy2) + y T22(Vy2)2 (3.75') 
lesz, ahol 
ji = LnWyi + L12Vy2 
h = L21Vyi + L22Vy2 (3.86) 
és 
divy) = qx 
divy2 = q2. (3 .87 ) 
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Az Euler—Lagrange egyenleteket úgy nyertük, hogy yrt variáltuk 
Mi + s.'h(x,t) = y, (3 .88) 
formában, ahol az x most х
г
, x2, x3 helykoordinátákat jelöli. Ezzel előállítható 
a Lagrange-függvény: 
és a (3.73)-ban szereplő integrál : 
/(«i.es) = Jsêdxdt ( 3 .73 ' ) 
Az első deriváltak: 
<тг (fil ; £2)
 = f(9X 
dfii j [ftyi 
dse dse 
i i + j p f ő + p p ^ + p p " H d x d t ( 3 - 8 9 > 
(9/(6!, Eg) f í < 9 i f <9if , . ) 
Ezt adott peremfeltétel egészíti ki, tehát a peremen nem variálunk; ott = 
azaz t]1 = r]2 = 0. Az Euler—Lagrange egyenletek a 
dl 
ftsx £1 = 0, £2 = 0 
0, 
dl 
de. 
= 0 
£1 = 0, £2 = 0 
követelményből adódnak, ami az extremumnak csupán a szükséges feltétele. Ezért 
ki kell számítanunk a 
а
2/ дч _ g2/ a2/ 
ae2 ' dsj да2 де2 де4 ' de2 
második deriváltakat is, és e2—0 esetben. 
a 2 / 
a e f 
a 2 ^ 
a 2 i f 
A ï 
a 2 ^ a 2 i f 
;(*2) W
2 >
 + • + 
rip>tiíXl> +• + • + • + • + • + • + • I dxdt 
3^1 34 
A y-2- hasonló -^--hez, a vegyes differenciálhányados pedig (/82 (/8^ 
a 2 / _ í 
de1fte2 ~~ J 
a 2 i f „ a 2 ^ , . „ „ 
1 - 'il h 2 — 2 1/, ''//•> f 2 - + 2 - :-Pi ду2 ftyiXl'dy2 
a 2 i f №<£ 
4. „(ДС,)„(*,) 4_ Д „(x,)„(*2) 1 . 1 . 4 . 
a 2 / 
a f i 2 a s j 
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Az egyes tagok közül: 
дх 
d j 
дуу' 
dse 
— T ü(-*i) 4- T v ( x l) 
()у£ 
dy[x^ 
= l n y i x 2 ) 
= l n y í ^ + l 1 2 y i ^ 
dee 
= L21yiXí) + L22y(2Xl) és hasonlóan a másik kettő; 
továbbá „_„ = 0, •, = 0, és a másik két tag is zérus; 
öyf dyt dy[Xl> 
ъ
2<£ _ ь2<е _ ъ2<е _ 
és hasonlóan 
d2<£ _ 
viszont a többi tag mind zérus. Ennek alapján végül is lesz 
<Pl 
d E Í = f l u m x ^ 2 + ( f l m 2 + (riíxmdxdt = f lyyivmfdxdt 
д
21 r 
L22(yn2)2dxdt 
d2I (Pl dßyds2 - í ^ ^ v n ^ d x d t - K Í ) E í 
amik felhasználásával / teljes második deriváltja: 
/(2) - /[Al(V»/i)2 + 2Ll2(Vr,y, Vi/2) + L22(Wrj2)2] dx dt (3.91) 
/ ( 2 ) pozitív akkor, ha L = L[Lik] mátrix pozitív définit. Következik tehát, hogy sta-
cionárius állapot esetén 
j ledxdt = min. (3.92) 
Számításunk eredményeként kiemeljük, hogy nyugalmi egyensúly stabilitásához 
g és L pozitív définit jellege egyaránt szükséges, viszont stacionárius egyensúly sta-
bilitását L pozitív definitása már biztosítja. 
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Látható, hogy az itt követett gondolatmenet általánosabb a Prigogine—de Groot 
félénél, minthogy a teljes stacionaritás esetét tartalmazza. Továbbá a variációs elv 
jelentésében is különbözik attól. A spontán entrópia-produkció ui. csak akkor 
egyezik meg a Lagrange-függvényből származóval, ha ez extenzív mennyiségek mind-
egyike forrásmentes. Ez pl. kémiai reakcióknál nem áll fenn, hanem az egyes anyag-
komponenseknek forrásuk van. így a spontán entrópia-produkció mellett e források-
ból származó rész szintén megjelenik. További figyelemre méltó különbség, hogy 
a stacionaritás ezúttal, a tényeknek megfelelően nincs összekötve a stabilitással, 
ami a Prigogine—de Groot értelmezésnél lényeges momentum, hiszen L-mátrix 
pozitív jellegét kénytelen feltételezni. Ezzel szemben a Lagrange-függvényből nyer-
hető mozgásegyenletek stabilis és labilis stacionaritásra egyaránt vonatkoznak, 
hiszen az Euler—Lagrange egyenletek csak szükséges feltételei az extremumnak. 
Azt, hogy adott esetben melyik fajta állapot következik be, qrк és Lik-к együttesen 
határozzák meg. 
A vázolt diszkrepancia magyarázataként Lagrange-függvényen alapuló tárgya-
lásmódunkkal megvizsgáljuk a homogén testek kölcsönhatásaként előálló esetet. 
Ha a vizsgálandó homogén R-rendszer L-térfogatú, amelyet az E-feliilet határol, 
az /-edik extenzív mennyiség változásának instacioner makroszkopikus mérlege: 
-- J Qt dV + J (j), dF) — jqidV = 0, (3.93) 
V V V 
vagyis az időegységre eső árváltozás egyrészt a határoló felületen át történő 7;-
áramlásból, másrészt a testen belüli 2,-forrásból tevődik össze; következésképpen 
à; = - f + Q i (3.94) 
A stacionaritás feltétele az, hogy á ; = 0 legyen. Ez megvalósulhat oly módon, hogy 
/, = qi 
azaz a kiválasztott R-testből valamely más 7?x-testbe (vagy R-környezetébe) kilépő 
áram nagysága megegyezik R-en belüli 
forrás nagyságával. Azonban homogén 
egységekről lévén szó, 7,-t a két rendszer 
határán (peremén) fellépő erők, Qrt viszont 
R belső szerkezete határozza meg, ezért 
/; és Q, megegyezése, és így ez a staciona-
ritás, csak véletlenszerűnek tekinthető. 
Előfordulhat olyan eset, amikor éppen lét-
rejön, de ez nem szükségszerű. A stacio-
nárius állapot feltétlen biztosításához lega-
lább három test: Rx, R, R2 szükséges 
(lásd 5. ábra). Ekkor ui. 7/ = 7-R~Rl! min-
dig fedezhető 7) = 7Rl~~R és Qt segítségével. 
Altalánosságban ez az elrendezés tekint-
hető a stacionaritás legegyszerűbb modell-
jének 
5. ábra á ; = i l - l f + qi = 0 , 
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ahol a szereplő áramok közül bármelyiket tekinthetjük külső generációnak. Legyen 
П = 2 LfkXf = Gft), ekkor 
к 
ài = n - If + Qi = 2 Ljk П - G ft ) + Q, (3.95) 
к 
az extenzívekre vonatkozó mérleg-egyenletek pedig 
- xf + à, + à? = - If + If - If -b Q; + If = Q, (3.96) 
Az entrópia-produkcióról az as-afa1, a2, ..., a„) egyenlet alapján 
às = 2 î ^ <*i = Z y ^ i (3-97) 
i OOL, i 
kifejezés ad információt. Mivel a folyamatban résztvevő mindhárom test homogén, 
inhomogenitás és entrópia-produkció magában R-ben, ill. /?x-, R2-ben nincs, csak 
a peremeken. Az irreverzibilitásért tehát a testeket elválasztó peremek a felelősek, 
amelyek két oldalán y^yf, ill. y ; Xyf intenzív paraméter értékek vannak. Ezt 
a tényt a megfelelő általános erőkkel fejezhetjük ki, amelyek a két peremen levő 
ugrásról adnak felvilágosítást. így azután az entrópia-mérleg (3.97) szerint 
- á j + á 5 + á j = У ( - y ) à] -b y, à, + yf à?) , 
i 
ahol (3.96) segítségével 
à,- = àj — ctf + Qi, 
tehát 
+ + У («fXf - àf Xf + y, Q,) 
i 
És mivel 
àf — If 
àf = If = G f t ) 
az entrópia-produkció mérlege végül is lesz: 
«,-«+«« = У (If Xf — G i Xf + y, Q, ) (3.98) 
i 
ami megfelel a variációs elvből levezetett (3.81)-nek. Minthogy magának R-nek 
az állapota stacionárius, (3.98)-ban à, = 0, és így àf — à 1 lesz egyenlő az egyenlet 
jobb oldalával. 
Visszatérve a (3.95) formulához, a felső index elhagyásával 
= 2 LikXk-G f t ) + Qft) 
i 
ami mátrix írásmóddal 
à = LX-G(t) + Qft). (3.99) 
Ehhez még az 
X = -gx (3.100) 
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állapot-egyenletet hozzávéve, a teljes stacionárius állapotot leíró mozgás-egyenleteket 
nyerjük: 
X = -gLX + gG(t)-gQ(t) (3.101) 
öt = -Lgx-G(t)+Q(t). (3.102) 
Feladatunk — az állapotok stabilitásának vizsgálata — szempontjából a külső 
generációt olyan folyamatos zavarnak tekintjük, amelynek segítségével stabilis 
stacioner állapot tartható fenn. 
Ezek az egyenletek az 
t 
X(t) = e-°u(f e°L'g(G(t)-Q(t)]dt + Xkezd) (3.103) 
0 
t 
я(г) = e~Lgt ( /
 e U " [ - G ( 0 + Ö ( 0 ] ^ + Gezd) (3.104) 
о 
megoldásokkal elégíthetők ki, amelyek G(/) = 0 esetén (3.5)-be és (3.6)-ba mennek át. 
Ha G(t) = Ga konstans, és Q(t)=Q0 konstans, akkor 
X(t) = e-oDi-L^Go + L-'Qo + X ^ + L-'G^L-'Qo (3.105) 
a ( t ) = e - ^ g - ' L - ' G o - g ^ L ^ Ô o + o t ^ - g - ' L - ' G o + g - ' L ^ Q o (3.106) 
amely szerint mind X, mind я időben állandó, és — ha gL = A > 0 — időben poten-
ciálisan csökkenő tagot tartalmaz. Elég hosszú idő elteltével: t tehát a konstans 
külső generáció stabilisan fennmaradó я-eltéréseket és 3f-erőket eredményez, amelyek 
egy állandó értékű, nem-egyensúlyi alapszintet képeznek: 
Xa = 3f(°o) = L~1G0 — L~1Q0 = konst (3.107) 
я
а
 = я(оо) = - g - í L - 1 G ( t + g- ' í L- 1 Q n = konst. (3.108) 
Ez éppen a ? = =°-ben bekövetkező stacionárius határeset. Stacioner állapotban 
X = -gLX + gG(t)-gQ(t) = Q (3.109) 
à = — Lgtx — G(t) + Q(t) = 0 (3.110) 
ebből — feltéve, hogy D g y 0 — a stacionaritás általános feltételként G(t) kifejezése 
adódik : 
G = LX + Q(t) = - Е^я + Q{t), (3.111) 
amely közvetlenül megmutatja, hogy a stacioner állapotot biztosító külső generáció 
értéke állandó: 
G = G0 = konst. (3.112) 
Ha pedig (3.105)- és (3.106)-ban levő, konstans (J0-t (3.111) szerint 
G0 = LXkczd + Q0=- Lgxkezd + Q„ (3.113) 
vagy Q(t) = g u = 0 esetén 
G0 = LXkezd = - Lgctkczd (3.114) 
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értékűnek választjuk, az állapot kezdettől fogva stabilis stacioner lesz. Ugyanis 
G0 ezen alakját behelyettesítve (ЗЛОЗ)-Ьа és (3.104)-be, vagy (3.105)-be és (3.106)-ba, 
A = k o n s t és a = konst eredményeket nyerjük, a kapot t paraméterek nagysága pedig 
megegyezik (3.107)-tel, ill. (3.108)-cal. 
Észrevehetjük, hogy (3.111) formailag azonos az á = LX egyenlettel. Ez az oka 
annak, hogy ez utóbbi is alkalmas stacionárius folyamat leírására. Viszont az egyezés 
csak formális, amint láttuk G0 és à jelentése egészen más, ezért à = LX összefüggéssel 
csak részleges stacionaritás jellemezhető. 
Ha a létrehozott stacioner állapotot valamely külső zavarral perturbáljuk, 
az erre az alapszintre szuperponálódik rá. 
Továbbá a bevitt zavar, a már vázolt módon tör ténő lecsengésekor — amint 
6. ábránk is mutatja — a rendszer t = °°-ben (esetleg oszcillációval) ehhez a stabilis, 
stacionárius állapothoz tér vissza. 
stacioner 
alapszint 
-t 
6. ábra 
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által. Ilyen dolgozatok megjelentetésével a lap tájékoztatást kíván nyújtani a fizika különböző 
kutatási területeinek jelenlegi eredményeiről, problémáiról, további célkitűzéseiről. A lap „A Klasz-
szikus Irodalomból" című rovatában rendszeresen közöl egy egy téma köré csoportosított, immár 
klasszikussá vált cikkeket, amelyek a témakör befejezése, átlagosan 10—10 dolgozat megjelenése 
után a folyóiratfüzetekről leválasztva, az alsó lapszámozás szerint összekötve, önálló köteteket 
képeznek. A folyóiratból évenként egy kötet jelenik meg hat füzetben, füzetenként átlag 6 ív terjede-
lemben. 
A kéziratok a következő címre küldendők: 
Jánossy Lajos akadémikus 
Budapest, XII., Konkoly Thege út 
Központi Fizikai Kutató Intézet 
Ugyanerre a címre küldendő minden szerkesztőségi levelezés. 
Minden szerzőt megjelent munkájáért 100 különlenyomat illeti meg. Több szerző esetén össze-
sen 150 különlenyomatot adunk. 
A közlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztőség lehetőleg visszajuttatja a szerzőkhöz, 
de felelősséget a beküldött el nem fogadott kéziratok megőrzéséért vagy továbbításáért nem vállal. 
A folyóirat előfizetési ára kötetenként belföldi címre 42 Ft, külföldi címre 60 Ft. Belföldi 
megrendelések az Akadémiai Kiadó, Budapest, V., Alkotmány utca 21. (Magyar Nemzeti Bank 
egyszámlaszám: 05 915 111 46), külföldi megrendelések a „Kultúra" Könyv és Hírlap Külkeres-
kedelmi Vállalat, Budapest, I., Fő utca 32. Magyar Nemzeti Bank egyszámlaszám: 43 790 057 181) 
útján eszközölhetők. 
A kéziratokkal kapcsolatban a szerkesztőség a következőket kéri a szerzőktől : 
1. A dolgozat elé rövid tartalmi ismertetőt írjanak. 
2. A levezetéseknek csak a gondolatmenetét és főbb lépéseit közöljék. Ha részletezésre lesz 
szükség, a szerkesztőség azt külön fogja kérni. 
3. A kéziratokat gépelve, egy oldalra írva, 4 cm es margóval, kettős sorközzel készítsék el. 
4. Az ábrákat ceruzával, sima fehér papírra rajzolják. A nyomda számára a rajzok elkészítését 
a Kiadó vállalja. 
5. Az ábrák alá rövid magyarázószöveget írjanak. 
6. A kéziratban az érvényben levő kiadói előírások szerint adjanak szedési útmutatásokat. 
7. A szövegben az irodalmi utalásokat szögletes zárójelbe tegyék. Az irodalmi adatok meg-
adásakor a folyóiratban kialakult formát használják. 
A RUGALMAS PION-NUKLEON SZÓRÁS* 
HORVÁTH ZALÁN és PÓCSIK GYÖRGY 
NME Miskolc, Fizikai Tanszék ELTE Elméleti Fizikai Intézet 
B E V E Z E T É S 
A dolgozatban л — N kölcsönhatás témaköréből a rugalmas szórás diszperziós 
relációkon alapuló analízisét foglaljuk össze mintegy 700 MeV-ig húzódó tarto-
mányban. Annak ellenére, hogy a nN kölcsönhatás az egyik legrégebben ismert 
kölcsönhatás, elméleti értelmezése terén főként a rövid hatótávolságú effektusokkal 
kapcsolatban még sok tennivaló vár a fizikusokra, — ezt a dolgozat is jól tükrözi. 
Kisenergiájú tartományban Hamilton és munkatársai végezték el a legelfoga-
dottabb elméleti analízist [1], [2], [3] Bootstrap-számolások még nem mutattak fel 
komoly eredményeket. Ily módon a Hamilton-féle analízis ismertetésére szorítko-
zunk. A tárgyalás elég részletes és rendszeres ahhoz, hogy a diszperziós analízisek-
kel megismerkedni kívánók az alábbi számításokkal kezdhessék. 
A dolgozat első részében a fenomenológiai analízist tárgyaljuk [1], [2]. A 2. § a 
7tiV-rendszer diszperziós leírásával, ill. az amplitúdók általános vizsgálatával ismertet 
meg. A 3. §-ban az alkalmazások közül az erős csatolási állandó és s, p hullám 
szóráshosszak meghatározását mutatjuk be. Ezután foglalkozunk (4. §) az alacsony 
energiájú parciális hullámok számításával. 
A második részben a parciális^ hullám diszperziós relációk leszármaztatását 
[2], [4] és alkalmazásait mutatjuk be. így az 5. §-ban először az amplitúdók szingulari-
tásait, majd a diszperziós relációkat írjuk fel ; ezután térünk rá az .v-hullám adatokra 
vonatkozó alkalmazásra, ezzel kapcsolatban részletesen vizsgáljuk a nn->-NN csa-
tornát [5] és a cr-mezon létezésének kérdését. Végül a 6. §-ban írjuk le a DHL-mód-
szert [3], [6], [7]. 
1. §. A TT-N rendsze r leírása 
a) Impulzus és spin szerkezet 
A rugalmas n — N szórás S-mátrixeleme így írható 
S = Sfi- (ln)Hôw(p2 + q2-Pl-qx) / У* й2Тщ . (1.1) 
Itt ôfi a szórásmentes eset S-mátrixa; azon | />-kre, amelyekre | / > i>~, ôfi=0. 
Е1г É2 a bemenő és kimenő nukleon energiák, pi,p2 a megfelelő négyes impulzus 
vektorok. cox, co2 és qx, q2 ugyanezen mennyiségek a bemenő és kimenő pionokra, 
щ és u2 jelöli a kezdeti és végállapot nukleon spinorokat (щщ = 1, м2м2 = 1); M a 
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nukleon tömeg, (l.l)-ben a Dirac-féle deltafüggvény biztosítja a négyes impulzus 
megmaradását; ü2Tux Lorentz invariáns. A T mátrix mint spintérbeli 4X4-es 
mátrix, kifejthető a 16 darab Г-mátrix szerint három független: Pg = 1 / 2 (p i+pf i , , , 
Qß = 1U(<h + q2)ß, Aß = — négyesvektorral. Az együtthatók pedig az 
ezekből képzett invariánsok függvényei. Figyelem be véve a Dirac egyenletet, vala-
mint a tértükrözéssel szemben való invarianciát, a következő szerkezetet kap juk: 
T = -A + iyQB, yQ = y,Q\ (1.2) 
A és В két független kinematikai invariáns, v és t skalár függvénye, 
p-о 
у t = -4A2 (1.3) 
2A a pionok közti invariáns impulzus átadás. Könnyű látni, hogy 
t = ~ 2<?2(1 — cos 0 ) ;
 v = œL + j M , (1.4) 
i t t a>L a beeső pion teljes energiája a labor rendszerben, q2 valamelyik részecske 
impulzus négyzete a tömegközépponti rendszerben (TK), és 0 a TK szórási szög. 
Szükségünk lesz a Mandelstam-változókra is: 
*=-Oh + <7i)2, ' =-(<7i-<?2)2, (1.5) 
v a TK teljes energia négyzete, v-et labor rendszerben (LR) kiszámítva, kapjuk 
y = M2 + p2 + 2MwL = M2+p2 + 2Mv-1/2t, (1.6) 
ahol p a pion tömege. A harmadik, n-val jelölt Mandelstam változó и = —(p1 — q2)2 
az alábbi egyenletet elégíti k i : 
s + t + u = 2M2 + 2p2, (1.7) 
és 
и = M2 + p2 — 2Mv — 1j2t, (1.7b) 
innen pedig: 
s
~
u
 n n \ 
V = 4 M - ( L 7 C ) 
(1.4) alapján könnyen látható, hogy v fizikai tartománya 
rögzített t esetén. 
b) Töltésszerkezet 
A T mátrix szerkezetét kissé bonyolítja az a tény, hogy л és N különféle töltés-
állapotban lehet jelen. Tételezzük fel az általánosított töltésfüggetlenséget, azaz 
legyen а л — N szórás mátrixeleme invariáns bármely izotérbeli forgással szemben. 
Jelölje 
oí (ß) a be (ki) meno pion izospin indexét. Rögzített a, ß-m A -*-Aßx és B-*-Bßx 
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az N izospin terében ható 2 x 2 mátrixként tekinthető, melyet (т.,, 1) szerint kifejt-
hetünk. Az izospin invariancia miatt az együtthatók öaß és exßy lehetnek. Végül is 
ßoc (1.9) 
в
рх
 = в^ 0„
л
 + в^ц[ t„tJ. 
A(+\ B(+) nem változtatja meg N töltéskoordinátáit, A(~\ pedig az ún. „izo-
spin flip" amplitúdók. 
A nN rendszer teljes izotóp spinje 1/2 és 3/2 lehet; szétbonthatjuk a szórási 
amplitúdókat a T=1f, 3/2 izotópspin sajátállapotokra vonatkozó A(T) és 5 ( T ) szó-
rási amplitúdókra is. 
a<+> = +
 A ( - ) = 
А
(Ф)
 = AU) + 2 A<~); A(3'» = A(+>-A(~\ (L10) 
Azonos relációk igazak а В amplitúdókra is. 
Fejezzük most ki a fizikai szórásamplitúdókat is ezekkel a mennyiségekkel. 
Jelölje Tt~p -*n~p amplitúdóit A_,B_, a n +p -*-n +p-re vonatkozókat A+, B+ , végül a 
n~p->-n0n-re vonatkozókat A0, B0 akkor: 
A_ = A( + )+A(~> = i(2A^ + A(3'2)), 
A+ = A(+)-A(~} = A(3/2>, 
a0 = -y2a(-> = -^-(aw2>-a(3'2>). 
(1.11) 
Ha nem akarjuk a töltésfüggetlenséget figyelembe venni, akkor is definiálhatjuk 
az A(±), B(±> amplitúdókat az A± és B± amplitúdók segítségével a következőképpen: 
a<+> = i(a
 + +a_); = í ( a _ - a + ) , (1.12) 
és ugyanígy a P ( ± )-okra is. Ekkor természetesen A(±) és B(±) csupán formális kom-
binációi a fizikai szórás amplitúdóknak. 
c) Keresztezési szimmetria 
írjuk az (1.1) szórási amplitúdót a 
alakba ( la ábra). 
(P2; 92, ß\T\px-, qx, a) (1.13) 
<ft,r 
1* 
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Ugyanez az amplitúdó a ß—x, q2——qx helyettesítéskor az 1 b ábrán mutatot t 
folyamathoz tartozik, amelyik láthatóan qx és q2 egészen más fizikai értékeire ír le 
fizikailag megvalósuló szórást. A redukciós technika mutatja 
(p2,q2,ß\T\p1-,q1,x) = (p2, -qx, а|Г|/>х; -p2,ß). (1.14) 
Ez a keresztezést szimmetria (egy általános keresztezési elv része). Az (1.13) ampli-
túdó ql,q2>0; ql,q\=p2 értékekre az 1 a ábrán mutatott folyamatot írja le. Az 
(1.14) helyettesítés a Pp és Áp vektorokat változatlanul hagyja, de tükrözi Qp-1. így 
V - - v , t - t (1.15) 
S—U, t — t, U—S. (1-16) 
Figyelembevéve az (1.2) és (1.9) felbontásokat, könnyen megkaphatjuk, hogyan 
viselkednek az A(±\ ő ( ± ) amplitúdók ezen helyettesítés során. 
A(±\-v, t) = ±A(±\v, t) 
B(±\~v,t) = +B(±\v,t). 
(1.17) 
(1.18) 
A keresztezési összefüggéseket töltésszimmetria nélkül is levezethetjük: (1.2)-ből és 
az (1.12) definíciókból 
Г<±> = i(£_ ± T+), (1.19) 
ahol T+ és T_ a n+p—n+p és n~p —ti~p amplitúdók. A keresztezési sajátság ekkor 
a 7i +p szórást a nem fizikai n~p szórással kapcsolja össze és megfordítva, (és általá-
ban az r1r2—r3ri folyamatot, az folyamattal, ahol r ; részecskét és r ; anti-
részecskét jelöl). 
<h\T±\Pi, qx) = (p2, — qx\TT\pi, -q2). 
így(119)-cel r ( + ) ( - v , / ) = T^+\v,t), I < - ) ( - v , / ) = - 7 , ( - ) ( v , 0 . 
Ebből pedig könnyen kaphatjuk (1.17—18)-at. 
d) Diszperziós relációk A és B-re 
Bennünket a rögzített impulzus átadásra vonatkozó diszperziós relációk érde-
kelnek. A szingularitások elhelyezkedése az s és и változókban: s = M2-nél nukleon 
pólus van (2a ábra) , hasonlóan az и csatornából u = M2-né\ a szórásamplitúdónak 
pólusa van (2b, с ábra). 
И'Рг 
(NZjr) 
к' pi Jt:cf,,or 
c) 2. ábra 
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A szórásamplitúdók legközelebbi vágása s-ben az sS(A/ + /r)2 tartományban 
fut, (M + 3/r)2-nél újabb vágás kezdődik stb. Ugyanezek a vágások vannak az и 
változóban is (3. ábra). 
t u.2 
Fejezzük ki a szingularitásokat a v változóban: pólus a vB e r t e k " 
nél, és vágás v S p+t/4M-re (ill. távolabbi vágások). Felhasználva most Cauchy 
3. ábra 
tételét és az (1.17—18) keresztezési összefüggéseket, feltéve, hogy a főérték integ-
rálok konvergálnak, megkapjuk a diszperziós relációkat rögzített t impulzus át-
adásra. 
R e z l ( ± ) ( v , í ) = Á E J dV l m f f ( ± ) ( v ' , t) | ± ' í 1 - 2 1 ) 
+ 
Re 5<±>(v, 0 = S M ~ = F - Л I + 2M (vB-v vB + v) 
с о 
— P / í/r'ImE(±)(v',0 Л — т Л — 
л J ( v — v v + v 
b + -. 
(1.22) 
G2 a renormalizált (Watson—Lepore) pszeudoskalár csatolási állandó, ez a nukleon 
pólus következtében lép fel. A térelméleti tárgyalásban az első tagot úgy kapjuk 
meg, hogy a diszperziós összefüggésben kiszámítjuk a 0 á v < /i + t/4M tartomány 
járulékát. Itt csak a nukleon pólus ad járulékot, a megjelenő szorzó nem lesz más, 
mint G2l2M-K{M2,M2,g2) = G2r\2M, K(p2, p'2, (p-pj2) a nN formafaktor (nor-
málása: K(M2, M2, p2) = 1). Azért jelenik meg a pólustag csak ß ( ± ) esetében, mert 
alacsony energián a pszeudoskalár csatolás a pszeudovektorral ekvivalens, ez pedig 
a nukleon spint érzi, így az N pólus csak a y-Q-s taghoz adhat járulékot és A-hoz 
nem. 
A diszperziós relációkban szereplő integrálok konvergenciájával a következő 
fejezetben foglalkozunk. 
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e) Parciális hullám analízis 
Most megalapozzuk a szokásos parciális hullám amplitúdók és az А, В ampli-
túdók közötti kapcsolatot, (l . l)-ből következik, hogy a differenciális határkereszt-
metszet TK rendszerben: 
' M da 
~dQ 4л IV I f t j u y f . (1.23) 
A szorzófaktor azért adódik, mert a differenciális hatáskeresztmetszet származta-
tásakor a differenciális átmeneti valószínűséget el kell osztanunk a beeső részecskék 
relatív sebességével. Itt 
W = (M2 + <72)1/2 + 0i2 + ?2)1/2 = УУ (1-24) 
a teljes TK energia, q a TK pion impulzus. A Z a végső spinállapotokra való összeg-
zést és a kezdeti spinállapotokra való átlagolást jelenti. A differenciális hatáskereszt-
metszetet TK rendszerben a 
^ = Z\(f\M\í)\* (1.25) 
alakba írhatjuk, ahol |í) és [ / ) Pauli spinorok a kezdeti és végső nukleon álla-
potokra. Mint ismeretes, T/é-változókban 
M =f(0) + (q-n)g(0), (1.26) 
ahol 0 a TTÚ-szórási szög és n = qiXq2/\qiXq2\ a szórási síkra állított normális, 
/ ( 0 ) és g(0) a no-flip és spin-flip amplitúdók. (1.26)-ból egy másik felbontáshoz is 
eljuthatunk 7£é-rendszerben, 
(aq2) (oq, ) 
M = / i ( 0 ) -1 ~~
 q2~~ / 2 ( 0 ) . (1.27) 
Az (1.26) és (1.27)-beli együtthatók között ilyen relációk állnak fenn 
/ ( 0 ) = A ( 0 ) + cos 0 / 2 ( 0 ) , (1.28) 
ig(0) = sin 0 / 2 ( 0 ) 
Tekintettel arra, hogy ismerjük T spinszerkezetét, az (1.26) felbontás könnyen leve-
zethető (1.23) és (1.25)-ből TAT-rendszerben 
m ( № \ 1) = - ^ й 2 Т щ (1.29) 
A jobboldal átalakításánál 
reprezentációt használjuk. Az щ, ü2 Dirac spinorok kifejthetők kétkomponensű 
spinorok szerint: 
(.M-iy-Py) (101 í/ Л.Л {M-iyp2) 
Щ
 - (2M(E1 + M ) f 2 ( о У "2 - [{f U °)] (2M(E2 + M))1/2 • 11,31} 
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Ezt behelyettesítve (1.29)-be, megkapjuk az M és T közötti relációt. Elemi átalakítá-
sok után : 
E+M E— M 
^ =
 f l =
 ~ 8 + (1.32) 
Itt E = (M2 + q2)1/2 a TK nukleon energia. Hasznos megjegyezni, hogy 
E±M = [(W±M)2-p2]l2W (1.33) 
(1.33)-at (1.32)-be helyettesítve és (1.7)-et felhasználva fx és / 2 - t az j és t, vagy v és 
t invariánsok függvényeként kapjuk. 
/ ( 0 ) és g(0) ismert módon [1] parciális hullám sorba fejthető 
/ ( 0 ) = i « / + i ) / ( + + / / , - } / > , ( * ) , 
„ (1 34) 
g(0) = 2 {fl+-f,-}PP(x). 1 = 0 
Itt x = cos0; P,(x), P,(1) (x) közönséges és asszociált Legendre polinomok. fl± 
az l ± 1 / 2 teljes impulzusmomentum állapothoz tartozó parciális hullám ampli-
túdók, és a rugalmas szórás tartományban fl± = exp (í<5,±)-sin (6l±)jq, ahol a 
ö l ± fázisugrások valósak. Felhasználva az 
( / + 1 ) р , ( х ) = л ' + 1 ( * ) - * а д , 
IPl(x) = xP'l(x)-PP1(x) (1.35) 
P{l\x) = sin 0 P',(x); X = sin 0 
relációkat, (1.34) és (1.28) adja: 
Á(0) = Z[ft+P'i+i(x)-fi-P'i-Áx)l 
1 = 0 
fi(0) = 2[fi--fi+]P'Áx). (1.36) 
Minthogy 
1=0 
következik 
/ rfxPX*)[A+i(*)-A-i(*)] = A ' (1-37) 
- 1 
fl±=i fdx[Р,(х)Л + Pl± J2]. (1.38) 
- 1 
(1.38) haszna az, hogy a határozott impulzusmomentumú állapotok szórásampli-
túdóit (1.32)-n keresztül az А, В amplitúdókkal fejezi ki (utóbbira írtunk fel disz-
perziós relációkat). Természetesen az összes amplitúdók hordozzák az a, ß vagy T 
töltésindexeket. 
1 36 HORVÁTH Z. ÉS PÓCSIK GY. 
2. §. Levonásos diszperziós relációk 
Lényeges, hogy kell-e az (1.21—22) diszperziós relációkba levonást bevinni, 
másként konvergensek-e a jobb oldali főérték integrálok. 
Vizsgáljuk most ezt a kérdést részletesen. 
Parciális hullám amplitúdóink eleget tesznek a következő egyenlőtlenségnek 
l/.±l = exp (2/<5i±) — 1 2iq T ( 2 Л ) 
Véges R hatótávolságú kölcsönhatásokat kívánunk tárgyalni, ezért a szórás elhanya-
golhatóvá válik, ha az / impulzusmomentum L = R-q fölé nő. Finn, valamint 
Singh és Udgaonkar arra használták fel ezt az érvet, hogy A(v, t), B(v, t)-re korlá-
to t kapjanak v - > - o o határesetben. 
Először fordítsuk meg az (1.32) egyenlőségeket 
1 W+M W-M 1
 p 1 , l f n „ 
4л A - ~E+MJl~~E=Mh; 4л ~Ё+~Mh + E—M ' {Z' } 
Felhasználva fx és / 2 (1.36) parciális hullám kifejtését határmenetet véve rög-
zített t-re ( íSO) 
4л
 I = 0 (2.3) 
' в - - - z ui+(я) +.fi+1, - m (p'uáx) - pí w ] . 
4л Zq
 i = о 
Fennáll: | P j ( x ) | ^ x / 2 / ( / + 1 ) , ha - 1 â t S 1, (az egyenlőség x = ± 1 esetén áll 
fenn), ezenkívül: 
p : + i (x)~P, (X) = ( / + l ) P i + 1 ( x ) + ( l - x ) P Í + 1 ( x ) . (2.4) 
A (2.3)-beli összegzés megszakítható L = R-q-nál, (2.1)-et használva —1 S x ^ l -
r e : 
j Í ( / - H = (2.5) 
Innen rögzített Z^O-ra 
\ A ( y , 0 1 K , v — , (2 .6) 
V 
К alkalmas konstans. Felhasználtuk, hogy: 2q2/M, v-«-°° esetén, ha t rög-
zített, ami azonnal következik a változók alakjából. 
Most |5(v, í) |-re keresünk felső korlátot rögzített zsO-nál, felhasználva (2.4)-et. 
v-*oo-re, x — \, mivel — t = 2# 2 ( l —x). Ezenkívül 
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Innen v-<-°o-nél az (/+l)-P/+i(x) tag túlsúlyban lesz (2.4) jobboldalán, és (2.3) azt 
adja 
így rögzített í ^ O - r a : 
\B{y,t)\<K', V -+«>, (2.7) 
K ' alkalmasan választott konstans. 
A most mutatott becslés a teljes hatáskeresztmetszet korlátozásával kompa-
tibilis. 
Mi lesz becslésünk következménye a diszperziós relációk vizsgálatában? Elő-
ször A (+)-1 vizsgáljuk. Ha lm 4 l + ) (v, ? ) ~ v , amint az (1.21) diszperziós 
integrál nem konvergál, és így egy levonásra van szükségünk, 
J Г v' Tm + V v ' / í 
Re^4v,O = Re^+4v0,O+^(v2-v§)i> J dV ( / 2 _ у 1 ) ( / Г ^ , (2-8) 
itt v0 valós konstans. Diszperziós integrálunk most konvergál, és a második tag 
(2.8) jobboldalán nem növekedhet gyorsabban, mint v2, amikor v— Vizsgáljuk 
meg, kell-e additív polinom. A ( + ) (v, /) páros függvénye v-nek, ezért az ilyen polinom 
v-nek csak páros hatványát tartalmazhatja. Mivel R e T ( + ) (v, t) v2->-0, v-«-°°-nél, 
(2.8) jobboldalán a R e A i + ) (v0, t) konstans az egyetlen szükséges tag. Megjegyezzük, 
hogy Re A(+) (v0, /) értéket ismerni kell, mielőtt a diszperziós relációt felhasznál-
nánk. 
A R ( + )-ra vonatkozó (1.22) relációban nem szükséges levonás. Mivel 
(v, t) korlátos v-'-oo-nél, az utolsó tag a diszperziós, relációkban konvergál. A kö-
vetkező A Tétel biztosítja, hogy ez nem nőhet olyan gyorsan, mint v, v-*-°o-re. 
A. Tétel: Ha f(x)£L"(- o°, +«=), akkor 
oo 
majdnem mindenütt definiál egy g(x) függvényt, és g(x)£Lp(— g(x) és 
f(x) egymás Hilbert transzformáltjai. [ Z , p ( — a z o n függvények tere, ame-
lyekre: f dy | / (y ) | " <+-,(/ >0) . ] 
Ily módon bármilyen additív polinomnak v páratlan függvényének kell lennie, 
még a legalacsonyabb fokú b0v tag sem fordulhat elő. 
Vizsgáljuk most az T ( _ ) - r a vonatkozó diszperziós relációt. (2.6) miatt lehet, 
hogy egy levonás szükséges: 
l R e ^ - > ( v , 0 = 7 o R e A < - > ( v 0 , 0 + 4 ( v 2 - v § ) P j # ^ ^ - v g ) ( Z 9 ) 
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ahol v0 a levonási hely. Itt integrálunk konvergál és az A Tétellel az utolsó tag biz-
tosan nem növekedhet gyorsabban v — °°-re, mint v2. Mivel az additív polinomnak 
v páros függvényének kell lennie, csak a konstans tag jöhet szóba. Ez valóban 
Re Л<"> ( v 0 , 0 (v0). 
Megalapoztuk a (2.9) diszperziós relációt; most vizsgáljuk bizonyos következ-
ményeit. (2.6) miatt. (v, /) korlátos v—°°-ra. Tegyük fel, hogy: 1. Im 
(v, t) T < - ) (/) határértékhez tart v—°=-nél; 2. Im zt<_) (v, r)/v, v — nél eleget 
tesz, a (B. 2) Hölder feltételnek is. 
B. Tétel: Ha y -oo .né l 
/ 0 0 - Ay-1+* + F(y), 0 s a < l , (5.1) 
ahol A konstans és y F(y) —0, amint y — továbbá bármely nagy у és y0~ r a (Hol-
der feltétel): 
\yF(y)-y0F(y0)l < K\ (5.2) I У Уо 
ahol К és e pozitív konstansok, akkor x — °°-re az (A. l)-gyel definiált g(x)-re: 
g ( x ) - + - A m t ( n o í ) x - 1 + ° + J 3 ^ , 0 < a < 1 (5.3) 
A In X 5(x) , - . „ .. 
g(x) • * - - + - y r 1 , ha a = 0 (5.4) 
es 
ahol ő(x) korlátos függvény. Speciális esetben: 
g ( x ) - ^ , ha x - c o ,
 a = i (5.5) 
Alkalmazzuk ezt a tételt a (2.9)-beli integrálra, x = v2-y = v '2 , /(y) = Im 
(v',/)/v'3-t helyettesítve látjuk, hogy v — °°-re az utolsó tag (2.9) jobboldalán úgy 
2 
viselkedik, mint — T ( _ ) ( í ) In v. 
л 
Mivel R e T ( _ ) (v, t)/v korlátos ez lehetetlen, és így z t ( - ) ( r ) = 0 . Ugyanezen 
feltételek mellett az J dV lm Д(_)(у', t)/v'2 konvergál, és felírhatunk egy levonás 
nélküli diszperziós relációt: 
ÍReT<->(v , t) = «<->(/)+ 2 f dV> , (2.10) 
V л J V 2 — V s 
itt ö ( _ ) ( 0 tetszőleges konstans. A Regge pólus vizsgálatok (t) =0-ra vezetnek. 
A fenti bizonyítás nehézsége az, hogy bár lm T ( _ ) (v ' , t)/v' korlátos v'—°°-re, 
nem szükséges, hogy határértéke legyen (vagy ha ez létezik, nem kell ilyen erősen 
tartania hozzá). Ezért (2.10)-re más bizonyítást adunk. 
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Erre Pomeranchuk érvelése ad lehetőséget, eszerint a fázistér a töltéscsere 
folyamatokra co 0 ~lGeV nagyságrendű energia felett jóval kisebb, mint a fázistér 
az összes többi inelasztikus folyamatokra, amelyek n~ +p-bő\ keletkezhetnek. 
Ezért (oL>-(oo-ra azt várjuk, hogy: |T(">(v, t)\/\Ai+\v, f) | és | B ( ~ \ v , t)\l\Bi+)(v, ?)| 
egyenletesen tartson nullához (már néhány GeV felett), kis Г S O-ra. Ezt sugallja a 
Regge pólus érv is, amely ezen arányok csökkenését v - 1 1 - " " ^ alakban adja, ahol 
0 < o c e ( í ) < l , és kis t-re ( í ^ O ) , a e ( / ) ~ 0 , 5 (ß pólus csere történt). Ezek alapján a 
(2.10) diszperziós relációt igazoltnak vehetjük. 
A helyzet ugyanaz (v, í)-re is; a fenti érveléssel: 
- * < - ' < * • < > ( 2 - й , 
Itt ú ( _ ) ( 0 tetszőleges konstans, amit meg kell határozni. ( ú ( - ) ( / ) = 0 , Regge érve-
léssel.) 
3. §. Alkalmazások 
a) Tömegközépponti és labor rendszerbeli relációk 
q, ill. qL legyenek a TK, ill. L (labor) pion impulzusok pxqx invarianciájából 
FW 
= (3.1) 
q M 
Az előre szórási amplitúdók ( f L ( q L , 0), f(q, 0)) az L és a TK rendszerben így kap-
csolódnak össze: 
Ш ь , 0)
 = A d , 0) ( 3 3 ) 
ól q 
(o-tot invariáns skalár!) A TK előre szórási amplitúdó (1.29), (1.32) és (3.2)-ből 
(3.1) és (3.3)-mal 
/(<7,0) = ™ ( T + m L ő ) , (3.4) 
A(qL,0) = - ^ ( A + ( o L B ) . (3.5) 
Az előre szórási amplitúdó valós részére a következő jelölést fogjuk használni 
D(co t) = R e A ( ^ , 0 ) ; (3.6) 
(3.3) speciális eseteként, a D ± (œL) szórási amplitúdók küszöbértékei n ± — p szórásra 
И 2 а г + а3), (3.7) 
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ahol ax és a3 az s-hullám szórási hosszak a T=x/2 és 3/2 izotópspinű állapotokban 
(Definíció szerint a 2 r = lim ftT(q))- Végül az optikai tétel 
lm fL(qL, 0) = !^<r t o t ; Im/(<7, 0) = (3.8) 
A (3.4) és (3.5) relációk lehetővé teszik, hogy a rögzített t-s diszperziós relációkat az 
előre szórási amplitúdó speciális esetére is felhasználhassuk. 
b) Csatolási állandó meghatározása 
A diszperziós relációk legkézenfekvőbb alkalmazása a 
<39> 
pszeudovektor csatolási állandó meghatározása. 
Először Chew és Low határozták meg/ 2 -e t a (3/2, 3/2) rezonancia szélességéből, 
nem túl jó eredménnyel. 
Spearman (1959) előre szórási diszperziós relációkból már jobb eredményre 
jutott: 0 , 075< / 2 <0 ,085 . 
Most bemutatjuk Woolcok [1] számítását, amely igen gondos és nagy pontos-
ságú analízis (1963). 
Az А, В amplitúdók előre diszperziós relációiból, / = 0 indulunk ki. Szokás 
a B± amplitúdókat használni, ezek a n±+p — n±+p elasztikus szórást írják le, 
B+= BU)-B(-\ B_ = 5 ( + ) + ő ( - ) . (1.22) a következő egyenleteket adja / = 0, 
V = соL esetén 
1 4 f 2 / u 2 
+ 1 p I dm' 
я / 4nM 
lm B±(m' , 0) lmB T (m' , 0) 
tu' — mL cu' + wL 
(3.10) 
a teljes L pion energia. 
A (3.10) egyenletek baloldalára ismert fázisokat teszünk be alacsony energiák-
nál (200 MeV-ig). A jobboldali integrálokat a parciális hullámok abszorptív részei 
határozzák meg. Mivel kis energián B+r=-B_, a B+ relációt érdemes használni, 
a fő járulék az (cu'— cuL)-1-et tartalmazó tagra a (3/2,3/2) rezonanciából jön amelyet 
jól ismerünk. (2.2) és (1.36)-ból 
B(<oL, 0) _ fs , fpi/2 2 ( E ) 2 ( E ) 
4яМ ~ M(E + M) + ЩЕ-М) ~ q2 Г ~ МУП,г d2 Г m J / b 3 / 2 
( З Л 1 ) 
itt E = (M2 + q2)1'2. Jelöléseink a parciális hullám amplitúdókra nyilvánvalók. 
(Sorunk konvergenciáját a Lehmann-ellipszis, vagy a Mandelstam-reprezentáció 
alapján becsülhetjük. Az utóbbi biztosítja, hogy az általunk vizsgált 0 ScoL ^ 2 0 0 MeV 
tartományban ez a sor konvergens.) 
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Re B + ( œ L , 0 ) kiértékeléséhez az előző kifejezés valós részét kell vennünk. 
Nézzük meg milyen járulékokat adnak az egyes tagok. Az s hullám kicsi az 
(M(E + М))~г nagy nevező miatt, —0,001 nagyságrendű alacsony energián, és 
kicsit nagyobb 185MeV-nél. Hamilton és Woolcock félfenomenologikusan illesz-
tették az a3-t és ezt használták. A p1/2 tagot a31-re ismert pontos mérési pontokból 
interpolálták. A z/ fázis ugrások járuléka Re B+-ra nem elhanyagolható, 310 MeV-en 
ismert adat szerint: ô33 = 3,1°±2,6°, ö35 = —4,9°±2,2°. De ö33 és <535 változása 
kompenzálja egymást. 
Az / h u l l á m csak 0,008 járulékot ad 185 MeV-nál és jóval kisebbet alacsonyabb 
energiákon. A magasabb parciális hullámok járulékai még kisebbek lesznek. 
A p3l2 fő-járulékot a teljes határkeresztmetszet rugalmas határkereszt-
metszet kis energián) alapján kapták meg 
<r+ = l ^ - J ( s i n 2 a 3 + s i n 2 a 3 1 + 2 s in 2 a 3 3 + 2 sin2 <533 + 3 sin2 <535 + . . . ) (3.12) 
A többi fázis nem nagy, így innen a33 pontosan megkapható. 
Nézzük most a jobboldali integrálokat. Im ß + - t 0—350 MeV-re a oc33 fázis 
ugrás alapján határozták meg (a rezonancia dominál). 350 MeV—2 GeV-ig a rezo-
nancia struktúrát vették, 1,35 GeV-nél p3\2 rezonanciát tételezve fel. A 2 GeV feletti 
járulékot a Regge pólus viselkedés alapján kapták meg. A nagyobb járulék 
4л 
Imß<->(cuL,0) « — lmft\coL,0) «* (<г_ -<г + ) v - - (3.13) 
-bői jön, ahol p-pólus cserével 
(3.14) 
a / 0 ) - 0 , 5 . 
Im B_-га а Г = 3/2 tag domináns. 250—350 MeV-ig kísérleti fázisokat, 350 MeV— 
2 GeV-re a d3l2 600 MeV és / 5 / 2 900 MeV rezonanciákat használták. Nagyobb 
energiákra a fentihez hasonlóan jártak el. A számítás végeredménye 
/ 2 = 0,081 ±0,003 (3.15) 
Mint láttuk a számítás lényege az, hogy kis coL-re a főérték integrálban az alsó 
határ környezetéből jön a fő járulék, itt az / + - o k értékei jól ismertek. 
c) s, p szóráshosszak 
Feladat relációkat kapni s, p szóráshosszak és a csatolási állandó között, 
írjuk fel (3.6) és (3.7) alapján az előre szórásra vonatkozó diszperziós relációkat. 
1 1 
со' — WL ft)' + COL 
(3.16) 
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Itt ff(±) = 1 /2(c_ ± c + ) , <У± a teljes szórási hatáskeresztmetszet. (3.7) segítségével 
(p = 1-et véve) 
sin 2aj + 2 sin 2a3 W 
2 q M + 1 
= ( ű j + 2 a 3 ) + 
p f d c o ' ^ 1 U -
J 1 I« -« 
1 
4rc2(l + l /M) * J
 q' \oi'-(oL + co' + coI} + 
+ У 2  
( M + 1)(1 - 1 /4М 2 ) (ю1- 1/4M2) 
m 
Re (pn + 2p13 + 2p31 + 4p3 3) + (</-hullám tagok) (3.17) 
Щ1 + 1/М) 
A /i-hullám amplitúdók és a megfelelő a fázisok kapcsolata 
P2T, 2j = exp (ia2Tt 2j) sin a2T: 2J/q3 (3.18) 
Előző relációink így foglalhatók össze: 
sin 20ÍJ + 2 sin 2a3 W 
2 q M+ 1 
sin 20ÍJ — sin 2a3 W 
~2q M + 
= (ai + 2a3) + C^ql 
- = (a1-a3)œL + C<-
(3.19) 
C ( ± ) a (3.17)-ben szereplő szögletes zárójelbeli tagok. Woolcock felhasználva / 2 , 
a ( ± ) és ^-hullámot alacsony energián azt kapta, hogy C ( ± ) gyengén változik 
0 s ( c o L - p ) S 45 MeV között. 
A (3.19) relációkat 45 MeV-ig használva, azt találták, hogy C ( ± ) konstans 
ezen energia tartományban, ha <xx és a3 kísérleti értékeihez illesztjük. 
Az így meghatározott C ( ± ) mennyiségek és a /;-hullám szórási hosszak 
(а2Г 2 J = l i m PZT,2J(W)) között relációt kaphatunk, ha (3.17)-ben az co-»g— 1 határ-
í j - » и 
értéket veszünk, 
3 / 2 
2n% J q' ш ' 2 - 1 MÇ(1-1/4M2)2 
2 ( ö n + 2ű13 + 2űr31 + 4ű33), (3.20) 
hasonló reláció érvényes C ( _ ) - r a . Itt £ = (1 + 1 /М) . a ± ismert értékei alapján 
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könnyen kiértékelhetjük a megfelelő integrált, innen 
{ ( 2 * з з + <%) - j í (C< - - C<+>) -
 ( 1 __ \j2M){\- 1 / 4 M 2 ) = 66 ± 0 , 0 0 6 , 
(3.21) 
j(2a13 + an) + -3 ^(2C<-> + C<+>) + ( 1 _ ^ - 0,066±0,004. 
Most w L - - l a (3.11) egyenletekben újabb relációkat ad, ezek a megfelelő 
integrálok kiértékelése után 
(a33-a31)~ j f = 0 ,079 ± 0 , 0 3 , 
(3.22) 
( a 1 3 - a n ) ~ = - 0 , 0 6 6 ± 0 , 0 0 3 
A jobboldali számértékek Im ß ± - ra vonatkozó integrálok számításából adódnak. 
Végül (1.36)-ot deriválva kapjuk 
Re/Xv, 7 = 0) = - 7 - R e ( 3 / 1 + + 1 5 / 2 + - 3 / 3 _ + ...). (3.23) 
(1.32)-ből pedig 
R e / l
'
( 1 , 0 ) =
 4 я ( 1 + 1 /M) [ R e A ( ~ y ( h ° ) + Re B(~)/(1> (3-24) 
Innen a diszperziós relációk felhasználásával a következő összefüggés adódik 
( ű 3 3
 -
 ű l 3 )
 - ( i + i / M K i - W = 7 ( 3 - 2 5 ) 
az /-beli integrálok a a ± keresztmetszetek alapján meghatározhatók (nagy energián 
Regge viselkedést használva, alacsony energián rezonancia szerkezetet): 
/ = 0 ,078 ± 0 , 0 0 6 . 
Eddigi összefüggéseinkben szereplő tagokat megfelelően illesztve, a legjobb fittelés 
p = 0,081 ± 0,002 ; ax = 0,171 ± 0,005 ; a3 = - 0,088 ± 0,004 ; 
C < - ) = — 0,094 ± 0,013 ; C( + > = - 0,096 ± 0,026 ; 
a31 = - 0,038 ± 0,005 ; a33 =0,215 + 0,005 ; 
an = - 0 , 1 0 1 ±0,007; a13 = - 0,029 ± 0,005, (3.26) 
esetén következik be. 
Eredményeink konzisztensek; mivel problémánk túlhatározott volt, mód nyílt 
ellenőrzésre. Ellenőrző összefüggéseink: 
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1. P első módszerrel számított értéke; 
2. a, — a3 = 0,254 ±0,012 a Panofsky-arányból ; 
3. Előre szórási diszperziós relációkkal való pontos illesztés vizsgálata, ezek 
/2, a, és ű3-at meghatározzák; 
4. Összegszabály az előre diszperziós relációkból 
с о 
д
2(1 = (3.27) 
Д 
4 . §. Alacsonyenerg iá jú parc iá l i s hu l lámok s z á m í t á s a 
A Rezl(v, t), Re 5(v, t), stb.-re vonatkozó diszperziós relációkat kiértékel-
hetjük és felhasználhatjuk nN parciális hullám amplitúdók meghatározására. Ezt az 
ötletet először Chew, Goldberger, Low és Nambu realizálták. Legyen A2 = —1/4 = 
= Va^O - c o s 0 ) , akkor (1.36)-ból 
fi = fo+ + 3 ( l - 2p\ A+ - / 2 - + 2 f 1 5 f 1 - - 3 } / 2 + + • ••. 
/ 2 = C / i - - / i + ) + 3 ( l - 2 4 V ) ( / a ^ - / . + ) + • • • > 
/1 = —blq2fi+ — 30/q\\— 2A2/q2)f2+ + ..., 
fí = -ША-~Л+)+-, 
= 60/#4/г+ + . . . . (4.1) 
Az Eés magasabb parciális hullámokat elhanyagoltuk és а 'd 2 szerinti differenciálást 
jelent. Az egyenlet rendszer megoldása: 
/ o + = / i ( 0 ) + y е Л Ч О ) - Л 2 / 2 ' ( 0 ) + ' / Á " ( 0 ) + . . . , 
/ 1 - = Л ( 0 ) - Л 2 Л ( 0 ) + Л 2 / 2 ' ( ° ) - ^ - ? 4 / Í ' ( 0 ) + . . . , 
/ 1 + = - j я2л (0) - -J2 </7Г(0) + .... (4.2) 
л - = ~ { я2 л (0) + ^ ? 4 Л " ( 0 ) + . . . , 
/ 2 + = ~ < ? 4 / Г ( 0 ) + . . . . 
Itt а 0 argumentum d 2 = 0-t jelent. Most felhasználva (1.32)-t f , és / 2 kifejezhető 
d(v , í) és 5 ( v , r)-vel, és ezen amplitúdók a megfelelő diszperziós relációkat elégi-
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tu 
ce 
4. ábra 100 200 300 
Pion (lab.) energia (Me/) 
5. ábra 
0 
—I 1 1  
100 200 300 
Pion (lab.) energia ( M eV) 
0,02-
0 
-0,02 
Rep 
Rep is 
7 
-0,05- Rep31 
I 
fíepff 
RePei 
-0,10-
6. ábra 
0 20 ko 60 80 100 120 m 160 180 200 
Pion (lab) energia (Me/) 
2 Fizikai Folyóirat X V I I / 2 - 3 
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tik ki. Ez а С G L N módszer 
alapgondolata. Néhány fontos 
feltevés: (a) nincs levonás T ( + > 
diszperziós relációjában; (b) az 
S-hullám amplitúdók számítása-
kor a d hullám járulékok elha-
nyagolhatók, (с) a diszperziós 
integrálokat egyedül a (3/2, 3/2) 
rezonancia adja, kivéve az S-
hullám amplitúdók esetében, ahol 
I m / 0 + - t is bevették; (d) a kine-
matikai faktorokat (p/M) szerint 
kifejtették és csak az elsőrendű 
tagokat tartották meg. Woolcock 
elhagyta az (a), (c) és (d) felté-
teleket. Minden esetben csak az 
/ vagy annál nagyobb hullámokat hanyagolta el. A diszperziós integrálban a 
600,900 MeV-es n~ — p rezonanciákat is figyelembe vette (ezeket D3/2, F-o/2-ként 
kezeli). Más egyszerűsítést nem tett. A deriválatlan esetre már megismertük a par-
ciális hullám kifejtést (3.11)-ben. Az első deriváltjára ez 
A d A • 
4л dA2 \A2=0 
+ 2(3wl - 2 coc)fD5/2 - 2(3 to L + 2 mc)/f5/2 + 10(2cül - mc)fF 7/2 - (4.3) 
- 10(2COl + (Oc)fG7,2 + 10(5COl - 2 O J C ) / G 9 / 2 - 10(5Ö)l + 2 mc)fH9/2 +...], 
ugyanígy B-re is. A második derivált pedig: 
100 200 300 
Pion (lab.) energia (MeV) 
7. ábra 
6 M
 r 
- OLE) FPS/2 - (0JL + « C ) / d 3 / 2 + 
I ^ 60 W-V M 6 0 , 
— A (coL, 0) = ^ E + M f o 3 / 2 - Y i ( " L + œ c) M Jp5/2 + 
(4.4)» 
120 120 420 
+ ,,<; (4ojL-3coc)MfF7/2 —— (4mL + 3 m c ) M f G 7 / 2 + , (5OJl- 3 c a c ) M f G 9 / 2 . . . . . . / i ч 
Most ezen összefüggések lm- és Re részére 
Általában az imaginárius rész globális ismerete 
I. TABLAZAT 
A parciális hullám 
Jele Elméleti Kísérleti ada tok 
Re Sl 0,129±0,015 0,123 + 0,006 
Re s3 -0,133 + 0,014 -0 ,135 + 0,003 
Re Pu -0,023 + 0,006 -0 ,024 + 0,004 
Re Pl3 -0,003 + 0,005 -0 ,008 + 0,004 
Re Pzi -0,017 + 0,005 -0,027 + 0,002 
Re 
Раз 
0,250 + 0,005 + 0,246 + 0,003 
felírhatjuk a diszperziós relációkat.. 
( = rezonanciák + a+) a diszperziós 
reláció segítségével a valós rész 
pontosabb ismeretét garantálja.. 
Eredmények: A hibák 
120 MeV-ig biztosítják a jó 
egyezést. Felhasználták a meg-
ismert л — N paramétereket. 
Re -et a 4., Rev 2 - t az 5.,. 
Re p2t,2jA a 6. ábra mutatja, 
valamint 100 MeV-nél az elmé-
leti és kísérleti adatokat az !.. 
Táblázat adja. 
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A D hullámokra már sem-
milyen eredményt sem kapunk. 
A ( - ) amplitúdók jobban 
konvergáló diszperziós relációk-
nak tesznek eleget, ezekből 
250—350 MeV-ig kaphatjuk meg 
az adatokat jó pontossággal, de 
ezek csak a Re (.?
х
 — s3), 
R e ( p n - p 3 1 ) , Re (p33—pi3) kü-
lönbségek lesznek. Ezeket az ered-
ményeket a 7., 8., 9. ábrák mu-
tatják. 
Miért csak kis energián jó 
a módszerünk ? 
100 200 300 
Pion (lab.) energia (МеУ) 
8. ábra 
Azért alkalmazható csak kis 
energiák esetén módszerünk, mert 
a (3.11), (4.1-4)-beli sorok csak ezen energia értéke esetén konvergálnak jól. Nézzük 
meg ennek igazolására, hol fekszenek a T(s, x) amplitúdó szingularitásai cos 0 -ban . 
Tegyük fel, hogy amplitúdónk Mandelstam-előállításnak tesz eleget: 
£ , + ) ( v , t) 
s-M2 \ idd fde + U-M2 Л J J (d-u)(t'-t) 
( M + B ) 2 i n 2 
\ í d f ids' A ids' idd ,
 v 
л
2
 J J (t'-t)(s'-s) Л2 J J (s'-s)(d-u) 
(4.5) 
(m+ri2 (М + л)2 (M+n)2 
£ ( _ ) - r a hasonló előállítás érvényes. T (+ )-га ugyanilyen előállítások igazak, de 
pólustag nélkül. Adott 
s Ti (M + p.)2-re 
(cos 0 ) legkisebb értéke, amelyre 
(4.5) szinguláris legyen >'0(ä). 
B(+)(s, t) a komplex cos 0 sík-
ban cos 0 reguláris függvénye 
a | c o s 0 | = y o ( s ) körön belül. 
A körnek megfelelő Lehmann 
ellipszisen belül parciális hullám 
soraink konvergálnak. Határoz-
zuk meg először a valós részek 
esetére y0(j)-et. Re B<+) legköze-
lebbi szingularitásai 
s =ë (m + p)2-re a z u = m2 
Born pólusokból és a t s 4 p 2 
vágásból jönnek. 
-0,05 
Pion (lab.) energia (Me У) 
9. ábra 
z* 
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10. ábra 
A Born-pólus szingularitást ad 
cos 0 = 1 + (m2 + 2/í2-s)j2q2 (4.6) 
-nél, azaz qln<*с l-re, cos 0 — М/2ц — MP/q2-né\. Amint q2 nő, cos 0 nő és 
cos0-»- —1, amint 
Azt a tartományt, ahol Q12(u',t') nem zérus a 10. ábra mutatja, ahol pedig 
Q31(u',s') véges a 11. ábrán látható. Q23(t',s')-re ezt a tartományt a e12-esből kap-
11. ábra 
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II. TÁBLÁZAT 
II. Táblázatunk a megfelelő ji0(j) értékeket adja 
Labor energia Pion T K 
impulzus ( p = l ) 
Szing. valós része cos 0 - b a n Szing. Im. részre cos 0 - b a n 
tag 
TK 
Keresztezett 
tag 
tag 
T K Keresztezett tag 
150 MeV 1,4 1+2/t?2 - M / q 2 8 lq* 8 M W ( 2 M + 1 ) 
500 MeV 2,9 1,24 - 3 , 0 1,31 - 4 , 3 
2 GeV M 1 + 2 /«?* - 1 - M * / 2 q 2 1 + 2 j q 2 - 1 - ( M + 1 ) W 
juk u', j ' -vel helyettesítve a változókat. Ezekből származó szingularitások mind 
negatívabbak, mint, amit (4.6) ad, így nem lényegesek, и -* °°-nél a í-beli tag t = 4/t2-re 
szingularitást jelez, a megfelelő cos 0 
c o s 0 = l + 2 p2lq2 (4.7) 
Nézzük most az imaginárius részt. (4.5)-ből s ë (M + fi)2-re 
oo oo 
lm X + \s, 0 = 1 í í (4.8) 
n J t -t л J u'-u 
4 д2 (M+/ l ) 2 
A 10., 11. ábrák vizsgálatából látjuk, hogy a szingularitások jóval messzebb 
vannak, mint a valós rész esetében. А II. Táblázat megadja f 0 ( í ) értékeit az imagi-
nárius részre is. 
Összefoglalva: a Mandelstam-reprezentációból megkaptuk módszerünk érvé-
nyességi határát, ez 80 MeV. 
Numerikus becslések mérési adatok alapján, azonban azt sugallják, hogy soraink 
120 MeV-ig még jó aszimptotikus közelítést adnak. (Az imaginárius rész sora jóval 
nagyobb értékekig, 500 MeV-ig konvergens.) 
5. §. я-N-reiidszert leíró parciális hullám amplitúdók szingularitásai 
a) Kinematika 
Fejezzük ki az s, t, и Mandelstam-változókat a TK-pion impulzus négyzetével 
és x-szel, a TK kimenő és bemenő pion impulzus által bezárt szög koszinuszával: 
s=[(M2 + q2)1'2+(P2 + q2y2]2; t = -2q2(\-x), (5.1) 
és u-t az (1.8) összefüggés definiálja. A 
9
2
 = ! { 5 - 2 ( M 2
 + /E2) + - t e t e j ; X = l + ( 5 . 2 ) 
pedig az (5.1) összefüggések megfordításából adódik. 
Terjesszük ki ezeket az összefüggéseket s és q2 tetszőleges komplex értékére is. 
(5.2) első összefüggése alapján s minden komplex vagy valós értékéhez egyetlen qz 
tartozik, azonban (5.1) baloldala minden <72-hez két s értéket ad: Sj , í 2 - t , ahol : 
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s1s2 — (M2 — p2)2. Ezért, ha egyértékű függvényt akarunk használni, akkor a komplex 
s síkot és a q2 kétlevelű Riemann felületet kell kölcsönösen és egyértelműen meg-
feleltetni egymásnak. A két levél a — M 2 mentén fel van vágva és kereszt-
ben össze van illesztve. Ezen leveleket így jellemezhetjük: ha q2 az I. levélen van, 
akkor : 
ä = ((M2 + q2)1'2 + (p2 + q2)1'2)2, azaz a gyökök pozitívak, ha 
— p2 < q2 < ha pedig q2 a II. levélen van, akkor: 
í = ( y M 2 + q 2 - Y p 2 + q 2 )2 . 
A 02-síkok — M 2 Ш q2 ^ — p2 vágásának pontjai az s síkbeli |s| = M2 — p2 
körre lesznek leképezve, úgy hogy, ha a q2 az 1. levélen van, akkor s a körön kívül 
fekszik, ha pedig q2 a II. levélen van, akkor s a körön belül helyezkedik el, ahogy 
ezt a 12. ábra mutatja. 
b) Parciális hullám amplitúdók szingularitás típusai 
A (2.2) és (1.38) összefüggések kapcsolatot teremtenek а fl±(s) parciális hullám 
amplitúdók, és az A és В invariáns amplitúdók között, amelyekre diszperziós relá-
ciót írtunk fel. Természetes tehát, hogy az fi±(s) mennyiségek szingularitásainak 
egy része A és В szingularitásainak következménye, azonban / í ± (s ) -ben további 
szingularitások is megjelennek, ezek az ún. kinematikai szingularitások, amelyek a 
(2.2)-ben szereplő W-1 és E-t tartalmazó függvény szorzóknak köszönhetők. 
A és В szingularitásai a következők: 
i) s = M2 ;'й) и = M2 Born pólusok ; iii) fizikai vágás 5-ben (M + p)2 ^
 s < oo-re ; 
iv) vágás и-ban (M + p)2 Ш и v) vágás a t csatornában 4p2 s t < °o-re. Minket 
mindig fi± (5) érdekel, amelyet az x változó - 1 S t S 1 fizikai értékeire való 
integrálás útján kapunk, ezért x mindig fizikai kell, hogy legyen az A és В ampli-
túdókban. 
Az előbbi szingularitások fizikai tartalma a következőképpen foglalható össze: 
i) Nukleon a direkt csatornában: s — M2 (lásd la ábra); ii) u — M2 nukleon 
a keresztezett csatornában, vagy A csere, vagy A párkeltés, (lásd lé , és lc ábrákat), 
az utóbbi csak igen kis intervallumon az ún. kisvágáson ad járulékot); iii) az 5-beli 
vágások N+kn rendszernek felelnek meg a direkt csatornában (lásd 2a ábrát), 
ez az ún. újra szórást reprezentálja; iv) az м-beli vágások N + kn rendszer cseréjének 
felelnek meg, az и csatornában. (Példájrl valamilyen N* pólus cseréjének, amelyre 
MN*>MN); v) a /-béli vágás a nn — NN reakció lehetséges többrészecskés (pl. я-к) 
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13. ábra 
közbeeső állapotainak felel meg (lásd. 13. ábrát). A leghamarább kezdődő vágáson 
(a legkisebb többrészecske állapot tömegnek felel meg) helyezkednek el a nagy 
közbenső tömeghez tartozó vágások is. 
Hogyan alakítják ki ezek a szingularitások az fi±(s) amplitúdók szingularitás 
szerkezetét? 
i) s — N2, amint azt (1.21-22) mutatja, csak a B(±) amplitúdókhoz ad járulékot. 
így (1.32)-ből könnyen látható, hogy csak f2-ben jelenik meg az s = M2 pólus. 
í 
Ezért az í-hullámban nem lép fel ez a járulék, csak Fu-ben. ( / j _ =i f dx[P0f2+ Pyf(\) 
- í 
ii) Keresztezett Born tag, u = M2 pólus. (1.8) alapján könnyen látható, hogy 
itt s-f-t = M2 + 2p2, vagy s- és t-t q2 és x-szel kifejezve: 
± \'M2 + q2 Ú<2 + ? = hp2 - q2 X, 
ahol a + és — előjel az I. ill., II. Riemann levélnek felel meg. Minden fizikai 
— 1 S X S 1 értékre két q2 megoldás van (az ezeknek megfelelő vágások minden 
fi± (í)-nak vágásai), ezek valósak és nem esnek a —M2^q2^—p2 szakaszra. 
q2 keresett értékeit az egyenlőség jobboldalán álló egyenes és a bal oldalán álló 
hiperbola metszéspontjai adják. Grafikus megoldásokat a 14. ábra alapján kap-
hatunk. 
Hol vannak a gyökök? Látható, hogy a II. levélen x + 1 esetén q2 tart — °°-hez. 
Nézzük tovább a gyököt a II. levélen, amíg x= 1-től x — — l-ig vándorol, q2-°°-
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tői — M2-ig megy, majd x-*- — 1-nél q2-> — oo-hez ismét, azonban már az I. levélen. 
Kiszámítva a megfelelő s12(x) gyököket: 
si.ÍOO p2 + M2 1 + x + 
/ 
У 
у + м 2 
x 
1 + x . 
+ (M2-p 
alakú függvényt kapunk, aminek vizsgálata azonnal mutatja, hogy a megfelelő vágá-
sok f,+ (i)-ben, amelyek —1 s x ^ 1 fizikai x értékeknek felelnek meg, < 
< í2(x) ^ 0, és (M-p2\M)2 S Jj(x) Щ_М2 + 2р2 lesznek. I t t az sx(x) az N2n 
közbeeső állapotnak, s2(x) pedig az NNN közbeeső állapotnak felel meg (1 b és 
lc ábrák). 
Az s2 (x) vágást a rövid Born-vágásnak nevezzük. 
iii) járulékot ad az újra szórás, azaz a fizikai vágás is fl± (x)-be + (M + p)2 ^ 
^ s <oo-nél. 
iv) Ugyancsak szingularitásokat okoz a keresztezett vágás, ennek helyét a 
ii) pontban megismert módon — o°<íS(M —У2-nek találjuk. A O á s g (M — fi)2 
intervallumon elhelyezkedő vágást keresztezett fizikai vágásnak nevezzük. (Itt jelent-
kezik például az N* csere.) 
\s\-M2-y 
15. ábra 
v) A nn—NN-n adódó vágás A és В amplitúdókban а szakaszon 
van, ez is szingularitást ad az f l ±-okban. Mivel q2 = —t\2(1—x), a r-beli vágás 
— o o — p2 intervallumon okoz szingularitást / ± - o k b a n . Ez a vágás mindkét 
q2 síkon megjelenik, hiszen А, В értéke ugrani fog, ha t a 4 p 2 S t < ° ° intervallu-
mon halad át a valós tengelyen. A vágás — M2 S q2 S —p2 része az |í| = M2 — p2 
körön hoz létre vágást; a S q — M 2 része pedig az I. levélen — o o < j ^ 
Ш — (M2 — p2), II. levélen — (M2 — p2)Ss^O intervallumon okoz vágást. így a 
— o o < q 2 g — M2 vágás a vágásnak felel meg, az idetartozó t érté-
kek: / ^ 2 ( 1 — x)M2, ahol — l ^ x S l . Ezért íS4M2-nél adódó vágás csak a 
— vágáshoz ad járulékot, azaz a NN párok járuléka csak itt jelentkezik. 
Viszont а ял: közbeeső állapotok t^4/<2 mind a — o o < s ^ 0 vágáshoz, mind a 
körhöz hozzájárulnak. A 4 p 2 ^ t ^ 4 M 2 - r e csak a körhöz adódik járulék. 
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A kör egyenlete: s = (M2 — р2)е'ф. На 0 a fizikai tzN— nN szórási szög 
O s ö s i i , akkor : 
g 2 c o s 2 ^ | + M 2 s i n 2 (5-3) = 4 ( s i n | ) f 
Ф fm»*«f) (ц= 1) 
±10° 5,3 
±40° 24,7 
±60° 48 
Rögzített Ф esetén a járulék csak a 4 i n t e r v a l l u m b ó l jöhet, а 0 = я 
helyen 
í о » Ф . „ Ф1 HI. TÁBLÁZAT 
'•».,(*) = 4 |g 2 cos2
 т
 + M 2 sin2
 T J (5.4) 
A III. táblázat néhány adattal világítja meg ezt a 
helyzetet. Látható, hogy a kör elején |<£|s40°-ig, csak 
a kis t értékek foglalnak helyet. A fenti szingularitáso-
kon kívül még az ún. kinematikai szingularitások is 
megjelennek. 
vi) A kinematikai vágás következtében, s=fV2 = 0-nál pólus lép fel, azonban 
ezt kiintegráljuk, így nem okoz gondot. 
vii) Az irracionalitási vágás is W=fs miatt a — intervallumon okoz 
gondot. 
Ezzel lezártuk az f ± ( s ) parciális hullám amplitúdók szingularitás szerkezetének 
tanulmányozását. A szingularitásokat a 15. ábrán ábrázoltuk. 
c) Hosszú és rövid hatótávolságú effektusok 
Az előbb megismert szingularitásokat a következőképpen csoportosíthatjuk: 
i) Olyan vágások, vagy vágás részek, amelyek nincsenek távol az (M + p)2 
küszöbtől és az / i ± ( í ) = Jlmfl±(sj(s' — s)~1ds' integrálhoz j-sel gyorsan vál-
n . f . 
tozó járulékot adnak (n. f. azt jelenti, hogy az összes nem fizikai vágásra integrálunk), 
ha s a küszöb közelébe esik. Az ilyen vágások járulékát a potenciál szórásból átvett 
fogalommal hosszú hatótávolságú effektusnak nevezzük. 
ii) Olyan vágások, amelyek (M + g)2-től távol esnek, s-sel lassan változó járu-
lékot adnak 7 l ±( j)-be, ha s közel van (M + p)2-hez. Ezen vágások járulékát rövid 
hatótávolságú effektusnak nevezzük. 
Valamely s' = W'2 nem fizikai vágáson fekvő pontnak megfelelő hatótávolságot 
h(\W'-M-p\c)-i=k(s')-se\ definiáljuk. Például a rövid vágás hatótávolsága: 
~Â//rc, a -<x=<ísO vágásé ~Й/А/с. 
Nagy hatótávolságú részek: rövid vágás, keresztezett fizikai vágás, N pólus, 
a kör eleje. A távoli rövid hatótávolságú részek nagy közbülső tömeghez tartoznak 
és igen nehezen számíthatók. 
d) Diszperziós relációk a parciális hullám amplitúdókra 
írjunk fel tetszőleges f(s) amplitúdót a Cauchy integrál tétel alapján: 
M - s f í r k " - (5-5) 
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•c, + c'2 * c0 
Világos, hogy ehhez az integrálhoz az összes szingularitások járulékot fognak adni. 
A 16. ábra mutat ja a kontúrok választását. 
Húzzuk rá a kontúrokat a vágásokra és pólusokra, a lezáró kör sugarát pedig 
tartassuk a végtelenhez. Feltéve, hogy ezen a körön a járulék 0-hoz tart, kapjuk 
л о - л . m ä s : <5.6, 
2m J s — s 2ni J s —s 2ni J s —s 
Cl c2 c3 
Itt a C3 kontúron vett integrált jogunk volt hozzáadni a kifejezéshez (eltűnik) tekin-
tettel arra, hogy C3 az f(s) függvény analiticitási tartományát zárja körül. 
Bármely fi+(s) függvény leszármaztatható az А, В amplitúdókból. A levezetés-
ből azt is megkaphatjuk, hogy bármelyik f(s) amplitúdó eleget tesz a következő 
relációnak: fl±(s*)=fi±(s). így a valós tengelyen levő vágások menti integrálok 
átírhatók 
Л f'^ds' = 1 (5.7) 
2ni J s — s n J s —s 
Ci (M + „ ) 2 
Itt s' valós értékeire integrálunk, és az f(s') = lim f(s' + is) valós s' változójú 
Б-— +0 
függvényt használjuk. Ugyancsak átírhatjuk a C2 integrált is 
J - [ m d s > = ± [ X ^ d s ' A 1 f
 + + m (5.8) 2ni J s — s n J s —s n J s —s s — Mu 
Ci -on M2-p2 
R0(M2) a nukleon pólus reziduuma, és R(s) a kör járulékát adja. Végül ugyanígy 
felírhatjuk a C 3 menti integrált is, ami természetesen nulla: 
(M-„)2 M2-p2 
X [ f « l d s ' = l [ l^lds'
 + 1 f lX^ds' + RXs). (5.9) 2ni J s —s n J s —s n J s —s 
C3 —(AI2 —IL2) (M-„2/M)2 
Itt F'(x) a kör járulékát adja belülről közelítve az integrációs kontúrt. Általában 
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a körön áthaladva a függvény ugrik, az ugrás természetesen nem az imaginárius 
rész, mivel a valós tengelyen megyünk át. 
A parciális hullám amplitúdó valós részére vonatkozó teljes diszperziós reláció 
végső alakja ilyen: 
R c M = s m q + \ p h ™ m d s > + 
S — M2 71 J S — S 
(5.10) 
( М - р ) 2 М 2 + 2р2 • 
+ ! r f M ^ W ' r f f o l d s ' . 
л J s —s л J s —s s 2nt J s — s 
( M - p 2 / M ) 2 kö r 
Az Rk(0)/s tag a W2=0 kinematikai szingularitás miatt lép fel, Af(s') pedig az f(s) 
függvény ugrása a körön. A körön belül ez az integrál definiálja /(í)-et . Még ha 
Rk(0), a kinematikai pólus reziduuma nem zérus, akkor is elhagyhatjuk (5.10)-ből, 
minthogy általában messze vizsgálódunk 5 = 0-tól. 
e) Parciális hullám diszperziós relációk alkalmazása s-hullám adatokra 
Ez a módszer kizárólag 5-hullámra lesz jó, azaz / 0 + kiszámítására. Először 
megbecsüljük a hosszú hatótávolságú Born tag és a fizikai vágás járulékát, majd a 
kísérleti adatokból kiszámoljuk a keresztezett fizikai vágáson az integrálokat, végül 
a diszperziós relációk felhasználásával kiértékeljük a maradékot. Utóbbit más úton is 
közelíthetjük; a két módszer eredményének összevetéséből megjósoljuk, hogy a 
<7-mezon nem létezik. 
i) A hosszú hatótávolságú Born tag járuléka az 5-hullámhoz. 
A (M — p2/M)2 = s ^ M2 + 2p2 vágáson vett integrál járulékát akarjuk szá-
mítani. Ide több helyről is jön járulék, minket elsősorban az u = M2 pólus érdekel. 
Tudjuk, hogy 
i 
/,+(*) = \ J d x ( f f s , t) + x f f s , 0) . (5.11) 
- i 
Adott fizikai x-re az u = M2 feltétel a kis vágáson futó í(x)-et ad, de az intervallum 
kicsi, így x változtatásával/!,/2-Ьеп minden járulék elhagyható. Ezzel természete-
sen az (5.11) alapján származtatott Re/0 +(s)-ből is elhanyagolhatók ezek a tagok. 
A kis vágás csak a p hullámhoz ad jelentős hozzájárulást. 
ii) Keresztezett fizikai vágás járuléka. 
A keresztezési szimmetria a Mandelstam-változókban így írható fel: 
A(±)(sH, ú) = ±A<-*\u1t, s) 
B(±\s, t,u) = +B^\u1t,s). 
Legyen most j a 0 s í s ( M - / í ) ! keresztezett fizikai vágáson, a megfelelő q2 a 
IL levélen van, q2 ^ 0 . Rögzített x-re a — 1 ^ x ^ 1 fizikai tartományban; t = —2q2 
(1 —x) s 0, и = 2m2 + 2p2 — i-t összefüggések felhasználásával látható, hogy 
и ^(M + p)2. így fl±(s) a keresztezett fizikai vágáson a keresztezési szimmetria 
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miatt A{±)(s',t',u'), ill. ß ( ± ) ( s ' , t', w')-ből számítható, ahol s'( = u), t'( = t), u'(=s) 
a fizikai tartományban vannak. Ha a fizikai nN-+nN szórásra vonatkozó q, x vál-
tozókat a q', x ' = cos0'-vel jelöljük, akkor a t = t' összefüggés miatt 
-2q2(\-x) = -2q'2(l-x') (5.13) 
és az s' = u összefüggésből pedig azt kapjuk 
q'2 + f(W+q'2)(ß2 + qÄ = ~ fix + Í(M2+q2)(p2 + q2). (5.14) 
Itt а У (M2 + q2)(p2 + q2) és a másik négyzetgyökös kifejezés is pozitív, ha q2, q'2>- — p2. 
így definiáltunk 5 és x-nek megfelelő q', x' paramétereket, amelyek a fizikai 
tartományban változnak. A két változó csoport kapcsolata igen bonyolult és pél-
dául <7'2x-től is függ. x és x' kapcsolatát különböző st értékekre a 17. ábra mutatja. 
(Si a keresztezett fizikai vágáson rögzített). A keresztezett fizikai vágás járulékához 
változó cserével jutunk el. 
1 
f,±(s) = j j d x i f f s , t)Pt(x)+f2(S, t)Pl±1(x)} = 
- 1 
1 
=
 l
- jdx [Ms', t')P,(x) +f2(s', t')Pl±1(x)} = (5.15) 
- í 
1 
= 2 J d x ' % ( f f i f i г ' ) р > № ) ] t')Pl±[x(x')]}. 
Ebből azonnal látható, hogy / 0 + (ó) aO S s ^ (M — p)2 keresztezett fizikai vágáson 
a fizikai s,p,d, ... hullámok járulékát is tartalmazza. 
, A z f 0 + , f i ± parciális hullám 
^ amplitúdókhoz a fő járulék az 
20p 2 ^sS32 ,7p 2 = ( M - p ) 2 tar-
tományban a (3/2, ^^-amplitú-
dóból jön. (Ez éppen a jól is-
mert m L - p = (0, 200 MeV) kö-
> ó 2 >S 3 zötti tartománynak felel meg a 
nN szórásban.) 
Részletesebb számítások 
alapján igazolható, hogy az 
/о+ fa) amplitúdóban a 0 S s S 
^ (M — p)2 vágás járuléka is ki-
csinek bizonyul, ha ugyanezen 
vágás járuléka az 
ff(s')(s'-s)-4s' 
integrálhoz kicsinek bizonyul, 
ami nem triviális állítás. E vágás 
0 
17. ábra 
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járulékát is elhanyagolhatónak vesszük, ekkor az egyetlen olyan vágás, amely 
a küszöb közelében található: a kör eleje. Ezért, ha Re / 0 + ( s ) í-nek gyorsan változó 
függvénye a kis energiás tartományban, akkor a kör elején az ugrás jelentős, 
iii) J 0 ( ± ) ( i ) eltérések. 
A diszperziós relációk a parciális hullám amplitúdókra az előző következteté-
sek figyelembe vételével így alakulnak 
R e / 0 ( Í 4 Ú = p(±\s) + - p f d s , + 
л J s - s (М + д)2 
(M-p)2 
+ ± p J l m т у ) м + 
s —s 
(5.16) 
Ebben a kifejezésben P(±)(s) a hosszú hatótávolságú Born tag, és az előzők figyelembe-
vételével elhanyagolható. A két integrált kísérleti adatok felhasználásával számol-
hatjuk, a baloldalt pedig a kísérleti ax , a3-fázisokból, amelyek jól ismertek az 
(M + pf = 59,6/í2 s л s 80/í2 fizikai és a 20p2 s j s 32,7/e2 = (M-pf nem 
fizikai tartományokban. (Az első például a cikk elején ismertetett Woolcock analízis-
ből vehető.) így a diszperziós relációkból megkapjuk a rövid hatótávolságú effek-
tusokat magábafoglaló d0(± )(í) függvényeket, az előbb említett intervallumokban. 
A számolások eredményét a 18—19. ábrák mutatják. 
Л 
-0,1 -• 
-0,2 
(m+ß)' 
To To J to) ko To To 70 SO S (ßlegysegekben) 
(M-ß)' 
Imfo'fi-S ' 
oo - re 
Imfofi'-- 0 
18. ábra 
Hamilton, Spearmann és Woolcock szerint a zf(+)-beli hibák az interpolációt 
nem rontják el. (Természetesen a vágáson nem tudtak számolni, mivel ott a keresz-
tezési szimmetria nem működik.) 
A kör elején a hosszú hatótávolságú effektusok miatt ugrást várunk, így d ( ± ) 
a 1 csatorna szingularitásaitól függ. A ( + ) kombináció szimmetrikus а л+**л~ 
cserére, így а л+ +л~ -+pp járulék szimmetrikus részével kapcsolatos. A (pp) rend-
szer lehet Г—0, 1 izospin állapotban, így a szimmetrikus rész а л+л~ rendszerre 
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nézve а Г = 0 állapot lesz. A(0+) л+л~ —pp szórás T= 0, 7 = 0, 2, ... részétől, A{,~> 
pedig а Г = 1 , 7 = 1 , 3 , . . . állapotoktól függ. 
Ezután úgy próbáljuk a d0<:t)-okat értelmezni, hogy végzünk egy modell számí-
tást és az eredményeket összevetjük a 18—19. ábrákkal. 
Először is vizsgáljuk a лл—NN helicitás amplitúdókat. A t csatornában a T=0 
amplitúdó éppen: T = 1 amplitúdó pedig £ 1 = 2 Г ( ) kapcsolatban 
at'cs, \ 
0,1" 
(m+u.) 
I И 1 
10 20 30\40 50 50 70 30 S (p.2 egységekben) 
-0,05-
(м-л)2 
19. ábra 
van az eddig megismert T ( ± ) amplitúdókkal. (A részletek Frazer cikkében olvas-
hatók.) 
Bevezetve a t csatornabeli teljes 7 impulzusmomentumhoz tartozó A^, Bj±) 
amplitúdókat, kiszámíthatjuk az / + ( ? ) t csatornabeli parciális hullám amplitúdókat, 
a Jacob—Wick módszer alapján: 
1 ( 7 ( 7 + 1 ) 1 
(5.17) 
f
~
(t) =
 Тл 2 7 + 1 (pchY 1 
ahol <?з, ill. p а TK л, ill. A impulzusok, t=4(p2 + q%) = 4(M2+/j2). Az előbb emlí-
tett В)±} amplitúdók definíciója: 
1 
А^(0 = Jdx3PJ(x3)A<±4*3, t), 
- 1 
1 
BPKt) = Jdx3 Pj(x3)B(±\x3, t), 
(5.18) 
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ahol x3 = cos 0 3 = ( s + p 2 + q3) I2(pq3), а тек — AW-szórási szögének koszinusza. 
Páros / - re Aj =Bj = 0 , páratlan / - re Aj — Bj=0. Összefüggéseink megfordításai 
A^\s, 0 = - i (J + i) \pAx3)fÍ(t)-TJ^fi=P'J(x3)fí(t) 
3 = 0 P [ V / ( / + l ) 
B^\s, t) = 8тг J Pj(x3)fí{t). (5.19) 
3=1 Г / ( / + 1 ) 
A ( + ), ill. ( —) kombinációkban csak páros / , ill. páratlan / fordul elő. 
Nézzük most mi a kör járuléka a ( + ) esetben. Re/0+(s)-hez ez a járulék 
-J-.(£ ] ds' lesz, ahol /„+ (s') = L/oí(a körön belül) - / „ + (a körön kívül)]. 
2 m j s — s 
Frazer az előzőkből kiindulva részletes számítással megmutatta, hogy az ugrást 
lm A és lm В határozza meg, mint komplex függvény: 
oo 0 _ 
lm У *>(/)= 2CH-Í) — (Í9>P-Y 
3 = 0 P -
M cos 0 3 
> 7 ( 7 + i j 
Pj{cos 0 3 ) lm /£ (? ) -
Pj(cos 0 3 ) l m / í ( / ) l 
° ° / + + 
ImH ( ± ) ( í ) = 8n 2 - Т - Г 1 — У4зР-У~ 1 р 'Л c o s 0> ) Im/£ ( / ) . (5.20) 
3 = 1 ) / / ( / + 1 ) 
Itt ugyancsak páros / esetén csak ( + ) és páratlan / esetén csak ( —) amplitúdók 
szerepelnek. (5.20)-ban p_ = (M2 -1 /4 ) 1 ' 2 és cos 0 3 = (s—p2_ + q3)j2ip_q3 természe-
tesen komplex értékeket is felvehetnek. A körön |s| = M2—p2, itt 4p2 s t s 4 M 2 , 
a nem fizikai s csatorna szempontjából q3,p_ valósak. ( p volt az N fizikai impul-
zusa, t = 4(M2 +p2) a fenti t tartományban p imagináriussá válik, s komplex értékeket 
vesz fel.) 
Legegyszerűbb közelítésként a T= 0, / = 0 állapotot tartjuk meg és / = 2 stb. 
magasabb parciális hullámokat elhanyagoljuk. Mi lesz а T = 0 , / = 0 к —к kölcsön-
hatás járuléka a kör elejéhez? Először is 
l m / , ( + ) = M 4 4 I m / Î W ' 
(5.21) 
Im 5 ( + ) = 0. 
Ezen (5.21) mennyiségekkel képezzük ó/o'í '-t elegendő kis | Ф | ё 3 0 ° értékekre. (Kis 
energia tartomány a t csatornában.) Ebben a tartományban egy kis ds' elem járu-
léka Re / - hez 
Г т а х ( Ф ' ) 
г e' »' /глф' 1 г 
T Z T T z m i " 1 ш Л ( , ) - <5-22> 
4P2 
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ahol s', Ф' a kör adatai, míg j valahol a körön kívül fekszik. Durva közelítésként 
a kör elejének járulékát helyettesíthetjük két pólussal: 
с с* 
(5.22)-ből nyilvánvaló, hogy kis Ф'-re С tiszta imaginárius (í/Ф' kicsi), 
így az alacsony energiájú л —л járulék 
J(+>(ri = ± 2 | C ' I m ^ (5 24) 
""
 w
 (y—Re íj)2 + (lm s,)2 ' { > 
Ezt úgy lehet a kísérleti görbékhez illeszteni, hogy a — vágásnak, valamint 
a kör hátának járulékát még egy pólussal vesszük figyelembe, amely a negatív valós 
tengelyen helyezkedik el. Azt találták, hogy a 
+
 ( Ä = c = A t = 1 ) (3-25) 
alakú járulék jó egyezést mutat, ha R e j 1 = 39, l m ^ = 20, | C | = 4 3 . 
Azt mondhatjuk, hogy а Г = 0 , 7 = 0 лл kölcsönhatás alacsony energián jelen-
tős, de van mellette egy nagy taszító ( /0 +-hoz negatív járulékot adó) rövid ható-
távolságú erőből származó járulék is az s hullámú 7rW kölcsönhatásban. 
Bár a rövid hatótávolságú pólus járuléka a szórási hosszhoz negatív, mégis 
Ann pozitívvá emeli. 
További eredményeket az unitaritási összefüggések kiaknázása ad. A 4 g 2 S 
intervallumban (csak |лл>közbenső állapot van): 
l m {nn\NN)j = A<nn\nn)/jiri\NN)*j, (5.26). 
( | ) j a 7 impulzusmomentum állapothoz tartozó amplitúdót jelöli, A valós állandó. 
Innen arg (nnlNN)j = arg (лл\лл)
х
 = öin, azaz a rugalmas лл—лл szórás 7 impul-
zusmomentumhoz tartozó fázisugrásával egyezik meg. 
А лл -+NN folyamat f°+(t) T=J = 0 amplitúdója tehát a 16 intervallum-
ban (g = l) 
Л ( 0 = | / î ( 0 k w 8 w » (5-27) 
ahol ő2(t) а лл rugalmas szórás Г = 7 = 0 fázis ugrása. f% (t) vágásai 4 s / g œ fizikai, 
és a — o o á í ^ a = 4(l — 1/4M2) nem fizikai vágások. Az utóbbihoz az (s — M2)~1, 
0u — M2)~x pólusok járulnak hozzá. Az s és и-ban levő vágások a — o o < / s 0 inter-
vallumban okoznak szingularitást. Terjesszük ki az (5.27) előállítást csak а 2л 
közbenső járulékot tartva meg a 4 S f < « intervallumra. Tekintsük a g(t) = / + ( / ) 
exp ( —/<5jJ(t)) komplex függvényt, g összes szingularitásait ismerjük. Alkalmazzuk 
g(t)-re Omnès módszerét felírva rá egy ún. Omnès-egyenletet: 
(Lásd Csikor és Montvay jegyzetét, IV. Magyar Elméleti Fizikai Iskola). 
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Tekintsük а лл—лл, T=J = 0 rugalmas szórási amplitúdót: 
A(y) = s inúj í , V = i t — 1. 
A-ra N/D megoldást feltételezünk. A bal vágáson I m á ( v ) = — лГ0(у — vx)-et 
i : , Г és Vj két valós paraméter. Ebből <5jj-t kiszámítjuk, és beletesszük az Omnès 
egyenletbe, ekkor egy f \ -re vonatkozó egyenletet kapunk, (ebben két levonást 
kell végrehajtanunk) amibe lm f% ( / ) — t t < a-ra a nN-szórás adatok alapján tesszük 
be. (Born pólusok, (3/2, 3/2) rezo-
nancia dominál). Ily módon adott 
Г és vx paraméterre / > 4 esetén, 
azaz a kör elején az Omnès egyen-
letből kiszámíthatjuk f% -t, Sf0+ -t, 
majd z)^+)-t is. A legjobb illeszke-
dést adó Г, vx pár vx = — 30, Г = 15, 
amiből a0 = 1,32 ±0 ,4 . Ez igen nagy 
kisenergiájú vonzást reprezentáló 
szóráshossz, T=J = 0 rezonancia 
azonban nem jelenik meg, mert a 
fázisugrás q3 függvényében (20. áb-
ra), nem éri el а я/2 értéket. 
A fenti számításaink alapján tehát a „a-mezon" nincs. Ezzel azonban a kérdést 
mégsem tekinthetjük végleg eldöntöttnek, minthogy az előző számításaink több 
kívánni valót hagytak maguk után, hiszen durva pólus közelítést és N/D egyenlete-
ket alkalmaztunk. 
Számítsuk ki ugyanígy a /l (0_)-et is, a járulék a T = 1 amplitúdóból jön. Tegyük 
fel, hogy а лл —NN csatornában a / = 1 amplitúdó dominál, és indokolt a ß-mezon 
csere. Az általános pólus közelítést használva 
20. ábra 
- к 
s — Re s2  
(s—Re j2)2 + ( lm s2)2 
s2 a körön foglal helyet és К állandó. Az illesztésből kijönnek a ß-mezon csatolására 
jellemző paraméterek : 
/е*л " / í W 4 r c = 2,85 ± 0 , 3 . 
(Feltéve, hogy a (tenzor csatolás) / (vektor csatolás) hányados adott és értéke 
8eNNlfgNN~ —1,85.) A Sakurai által kapott / ^
л я
/ 4 я ~ 2 , 1 eredménnyel összehason-
lítva, feltéve, hogy ftNN=ftnt, az egyezés jónak adódik. 
6. §. Donnachie—Hamilton—Lea (DHL) módszer 
a) Rövid hatótávolságú kölcsönhatások 
A яА-kölcsönhatásban, amint azt már láttuk az előzőkben, nagy szerepet já t -
szanak az ún. rövid hatótávolságú részek, ezek a több pion cserének, nukleon-
antinukleon párnak, magasabb л N rezonanciáknak, stb. felelnek meg. Tekintettel 
a sokféle lehetséges közbülső állapotra nincs sok remény a rövid hatótávolságú rész 
3 Fizikai Folyóirat X V I I / 2 - 3 
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pontos számítására. Nincs módszerünk a - « = < í S 0 vágáson való ugrás, valamint 
az jarg 66° körív járulék direkt számítására. Csak abban reménykedhetünk, 
hogy olyan eljárást dolgozhatunk ki, melyben alkalmasan elnyomjuk a n — N köl-
csönhatás rövid hatótávolságú részét. 
Nézzük mit jelent ez fizikailag. Egy adott energián a magasabb pályamomentumú 
hullámfüggvény jóval kevésbé lesz érzékeny a rövid hatótávolságú kölcsönhatások 
tartományában, mint az alacsony pályamomentumú. Ez a centrifugális potenciál 
gátnak köszönhető, amely kívül tartja a magasabb pályamomentumú parciális 
hullámokat. Ezt a következőképpen használhatjuk fel. Minthogy <5,(x) -*q2l+1 és 
f(s)~q21, q ->-0-ra, /,(x) helyett a következő függvénnyel dolgozhatunk: 
F,(s) = (6-1) 
q 
|Fi(x)| korlátos ç-^O-ra (fizikai küszöb) és q21 jelenléte a nevezőben automatikusan 
biztosítja F ;(x) korrekt viselkedését q^-0-ra. Másrészt |/;(x)| q—0 és ha f,(s)-t 
használtuk, szükséges lenne bevenni / darab levonást, hogy korrekt viselkedést kap-
junk q— 0-ra. Ha az ún. redukált amplitúdót, Р А Н használjuk ft(s) helyett, lénye-
gében bevesszük a centrifugális gát hatásának jó részét. 
b) A rövid hatótávolságú rész elnyomása 
Az s és q TK impulzus közötti reláció (5.1)-ben látható. Megfordítva a kapcso-
latot: 
2 [ s - i m + m s - w - p ) 2 ! 
4 s 
q~2(s) reguláris, analitikus függvénye x-nek egyszerű pólussal s = (M + y)2 és 
s = (М-р)2-nél. Az előző a fizikai küszöbnél megkövetelt viselkedést adja, az 
utóbbi pedig semmilyen bajt nem okoz. 
A 15. ábra q2(s) értékeit mutatja a vágásokon. q2(s) valós az összes vágáson. 
A fontos pont az, hogy |#2(х)| nagy az összes a fizikai küszöbtől távol eső részen, 
kivéve s = M2 —y.2 közelében a kör elején, és a 0 S x S ( M — y)2 vágás jobboldali 
részén. 
Összegezve Ft(s)-re a következő diszperziós relációt írhatjuk fel 
oo 
ReF,(s) = I P [ ds' I m F ' ( j / ) + - 1 - í d / - m , (6.3) 
7i J s — s 2m J s — s 
(M + /02 (Nem fizikai 
vágások) 
ahol AF,(s), F,(s) ugrása az x-vágásai mentén. A rövid hatótávolságú kölcsönhatá-
sok járulékai a diszperziós relációban kicsik. 
IV. TÁBLÁZAT Más módon is nézhetjük ezt a helyzetet. Tekintsük 
az R ütközési paramétert, definíciója P2 = / ( /+1)/q 2 , 
ahol I a pályamomentum. Mivel a pionok tranzverzális 
impulzusának bizonytalansága Aq^XjR, ezt a képet csak 
/ a 2-re használhatjuk. Legyen hosszegységünk 1,4-
• 10_13cm és követeljük meg P^O,75. Ekkor megkeres-
hetjük q azon maximális értékeit, amelyekig módszerünk 
Parc, hullám jele <7max 
p 300 MeV 
D 610 MeV 
F 1,1 GeV 
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használható. Az eredményt a IV. táblázat mutatja. Módszerünk érvényességi tar-
tománya valójában valamivel nagyobb ennél. F,(s) használatát, és a (6.3) egyenlet 
kiaknázását periferikus módszernek fogjuk nevezni. Módszerünk nem alkalmazható 
S és P hullámokra. 
c) Számítások a periferikus módszerrel 
A (6.3) egyenletben a nem fizikai vágásra a járulékokat a négy alapvető hosszú 
hatótávolságú effektusból vesszük: 
i) nukleon csere; ii) N*-csere; iii) (nn)0-csere; iv) g-csere. 
i)-t az (M — p2/M)2 ^ s ^ M2+2p2 vágás, ii)-t a g)2 vágás járu-
lékaként számoljuk ki. Magasabb /-ekre egy x hullámú nN járulékra van szükségünk 
s = (M — p)2 közelében, iii) és iv)-t az |arg <66°-os körív darabon használjuk, 
iii) és iv)-re a betett adatokat az x hullámú nN szórás analízis eredményeiből vettük. 
E módszert DHL közelítésnek nevezzük. (Nincsenek rövid hatótávolságú járu-
lékok). Ezután DHL közelítésben meghatározzuk az 
™ = i / 
(Nem fizikai 
vágás) 
integrált a F, D és F hullámokra. A DHL-eljárás pontosságának meghatározására 
különböző módszerek vannak. F-hullámokra F,(s') 300 MeV-ig lenne pontos 
(IV. táblázat), azonban a kísérlettel 800 MeV-ig jól egyezik. D-hullám 600 MeV-ig 
lenne pontos T. IV. alapján, kísérletileg 1 GeV-ig jó, és az F hullámokra ez az egyezés 
érthetően 1,5 GeV-ig áll fenn. 
d) DHL módszer javítása kis fázis eltolásokra 
Vizsgáljuk a nagy negatív (taszító) vagy kis, pozitív (gyengén vonzó) F[ (s) 
esetét. A megfelelő parciális hullámok F13, F 3 1 , D33, Z>35, Z>15, P1 7 , F35 nem rezo-
náns hullámok a fázisugrások kiszámítására iterációs módszert használunk. 
Első közelítésben 
RcF,(s) = FÍ(s), (6.5) 
azaz elhanyagoljuk az újraszórást. A (6.5) egyenlet ekkor alacsony energián ad jó 
közelítést. A fázisugrást a Re Ft(s) = qfs) 3 ^ " ^ í — képletből kapjuk. A hullám 
2 q 
th inelaszticitását kísérletileg ismertnek tételezzük fel. Az első közelítés oc = a B H L 
függvényéből most lm F,(s)-et számoljuk ki. 
Mivel a rövid hatótávolságú kölcsönhatás jelentős effektusokat adhat különö-
sen a nagy energiákhoz közeli tartományban, jobb közelítést keresünk. A rövid 
hatótávolságú effektusokat unitér összegszabályt felhasználva becsülhetjük. Ha nagy 
x-re |Re F(s)\<1/2q2l+1-t, (6.3)-at és az unitaritást kihasználjuk / ё 1, ,$-*-°°-re 
következik 
T J ds'lmFfs')-X J ds'AFi(s')= 0. (6.6) 
( M + p ) 2 (Nem fizikai 
vágás). 
1* 
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A második integrál a nem fizikai pólusok reziduumainak összege. Ezekből nem ismer-
jük a rövid hatótávolságú pólusok reziduumát. Az újraszórást a (6.5) egyenletből, 
vagy valamilyen hasonló közelítésből becsülhetjük. A következőkben összegyűjt-
jük a rövid hatótávolságú pólusokat (vagy vágásokat) egy rövid hatótávolságú 
pólusba. Ezen pólus reziduumát (6.6) határozza meg. Az említett pólust a valós 
21. ábra 
22. ábra 
tengelyen s = 0 negatív oldalán helyezzük el. - < » < í S 0 - e n látjuk, hogy q2 csak 
s — M2 — p2-nél kicsi, így ez az a természetes hely, ahová a rövid hatótávolságú 
pólusunkat tesszük. (Az egzakt hely nem lényeges, mert a rövid hatótávolságú 
effektus csak igen nagy energiákon jelentős). 
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A leírt közelítés valamilyen dsot(.s) korrekciót ad a rövid hatótávolságú effek-
tusokra. A következő lépésben az újra szórás becslésére használjuk kiindulásul 
aDHL(s) + zlsa(ó)-t. Ez ad még egy zlRa(s) korrekciót és végül 
a
 F(s) = aBHL(5) + zlsa(i) + d R a ( j ) 
összeg adja az optimális a F értéket. 
y ( s f f ) ~ о 
K.E ± 400 Me/ 
q(P„)~0 
KE é 250 MeV 
7 (D,31 ~ 0 
KE ±450Me/ 
f í e / í j ^ o 
K.E £ 600 MeV 
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 
K. E (Me / ) 
23. ábra 
Eddig 
24. ábra 
Az inelaszticitásra vonatkozó analízisek azt mutatják, hogy eljárásunkat 500— 
600 MeV-ig és esetleg még magasabb energiákig is használhatjuk. Az eredményeket 
két esetre mutatjuk be, az egyezés a kísérleti eredményekkel jó (21—22. ábra). 
A dolgozat teljessé tétele érdekében bemutatjuk Lovelace legújabb fázisanalí-
zisét néhány parciális hullámra (23—24. ábra). 
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1.1. Bevezetés 
Az elektromágneses kölcsönhatás az elemi részecskék legrégebben és legjobban 
ismert kölcsönhatása. A fotonok és elektronok fizikája — a kvantumelektrodinamika 
— mindmáig kiállta a szigorú próbákat, melyeket az egyre pontosabb és egyre 
nagyobb energiákon végzett kísérletek jelentettek. Ezért lehet, hogy azokban az 
esetekben, amikor erős és elektromágneses kölcsönhatás együtt játszódik le, a jól 
ismert elektromágneses kölcsönhatás segítségével kipuhatolhatunk valamint az erős 
kölcsönhatás természetéből is. 
Erős és elektromágneses kölcsönhatás együtt szerepel azokban a szórásfolya-
matokban, amikor a kezdeti állapot y (foton) vagy e (elektron) + N (nukleon) 
* Előadás a VII. Elméleti Fizikai Nyári Iskolán 1967. 
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200Jib 
юо ub 
200 + 
100 4 
200 -
100 -
7т + п 
1000 mev 
2. ábra 
f f j n j t - p ) 
500 
3. ábra 
юоо 
(a végállapotban lehetnek foto-
nok, elektronok és hadronok.) 
Ezek közül most a 7t-mezonok 
fotokeltésével foglalkozunk, 
1 GeV-nél alacsonyabb (labora-
tóriumi) foton energiákra szorít-
kozva. A vizsgált folyamatok te-
hát a következők: 
уp- •n^n 
ур — 71 p 
уп — л p 
У11 -»• л n 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
A mért hatáskeresztmetszetek jel-
lemző vonásai az 1—4. ábrán 
láthatók, a beeső foton energiá-
jának függvényében [1]. 
Az (1—4) folyamatok közül 
kísérletileg messze a legjobban is-
mert az (1) folyamat. A teljes 
hatáskeresztmetszeten a 150 MeV 
körüli küszöb fölött nemsokkal 
jólfejlett rezonancia látható, ami 
az N* (1236)-nak felel meg. Ez 
a rezonancia a közismert 3/2+ 
dekupletbe tartozik (P33). A1 GeV 
alatti tartományban még két 
rezonancia látható: az ún. „má-
sodik rezonancia", az N* (1525) 
(D13), a „harmadik rezonancia" 
pedig tulajdonképpen két közeli 
rezonancia, az N* (1670) (Du) 
és az N* (1688) (E15) együttes 
megnyilvánulása. Az 1. ábrán 
látható, hogy a rezonanciák az 
egész energiatartományt domi-
nálják. A 7t°-mezonok nehezebb 
detektálhatósága miatt kísérleti-
leg kevésbé pontosan ismert (2) 
folyamat a rezonanciákat még 
jobban mutatja. Szembetűnő kü-
lönbség van (1) és (2) között a 
küszöb körüli tartományban, ahol 
ст(ур->-л0р) sokkal gyorsabban 
tart zérushoz, mint а(ур->-л+п). 
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200-
100-
A harmadik rezonancia tartományában 
itt már nincs elég megbízható mérési 
adat. 
A (3) folyamat vizsgálata kísérle-
tileg igen nehéz, mert a neutron targe-
tet csak úgy lehet megvalósítani, hogy 
deuteront vagy más nehezebb magokat 
bombázunk. A mért eredményeket 
azonban korrigálni kell, le kell válasz-
tani a magerők hatását. Ez azonban az 
erős kölcsönhatások ismerete nélkül 
nehéz. Ezért az utóbbi időben az az 
álláspont alakult ki, hogy kísérletileg 
talán járhatóbb út a fordított folya-
mat, a radiatív pion-befogás protonon 
(n~p—yn) vizsgálata. 
A (4) folyamatról csak annyit, hogy négy semleges részecske között zajlik le. 
A jelenlegi kísérleti helyzet részletes tárgyalására az 1.6. paragrafusban térünk 
vissza. Az 1.2—1.5 paragrafusok a pion fotokeltés elméletének alapjait tartalmazzák. 
A függelékbe nagyrészt jólismert, általános jellegű problémák tárgyalása került , 
az olvasó kényelmét szolgálandó. Az elmélet fejlődésének rövid áttekintése, és 
eredményeinek a kísérletekkel való összehasonlítása az 1.6. paragrafusban található. 
500 
4. ábra 
1— 
1000 
I. 2. Kinematika 
Kinematikai változók és koordinátarendszerek. A yNx — nN2 folyamat kinematikai 
változóinak jelölése az 5. ábrán látható. p1>2, к és q négyesimpulzusok, h12 és h 
helicitások, / 1 2 és t izospin változók. Ennek megfelelően 
Px + k = p2 + q 
pl = p2 = M2 k2 = 0 = m2 } (1.2.1) 
ahol M a nukleon, m a pion tömegét jelöli. Bevezetjük a Mandelstamm-változókat: 
s = (px + k)2 = ( p 2 + q) 
t = (k — q)2 = (Рх-Рг? 
и = ( k - p 2 ) 2 = ( q - P x f 
(1.2.2) 
Ezek között fennáll az 
s + t + u - 2 M2 + m2 
(1.2.3) 
összefüggés. (1.2.1) szerint 
a négy négyesimpulzusból 
(р
г
> h2 ; i (pu Л/ ; t;) 
5. ábra 
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két független Lorentz-skalárt képezhetünk. Például s, t és и közül csak kettő füg-
getlen, mert fennáll közöttük az (1.2.3) összefüggés. 
A tömegközépponti (tk) rendszerben 
k = (k0,k) py = (Ey, — k) 
9 = (9o, ?) Pi = (E2,-q) 
\k\ = k = К \q\ = q = 
q 
q 
(1.2.4) 
Ebben a koordinátarendszerben jelölje w a teljes energiát, 0 a szórási szöget, ekkor 
(1.2.5) 
x = (k0 + Eyf = (q0 + E2f = W2  
t = m2 + 2(kq cos 0 — k0q0) 
u= M2-2(kq cos 0 + k0E2) 
A továbbiakban gyakran alkalmazzuk még a 
cos 0 =y 
( p y + p 2 ) - k u - s 2M2 + m2 — 2s — t 
jelölést, és a 
2 M am 
q-к m2 —t 
2 m 
(1.2.6) 
(1.2.7) 
b
 2 m 4m 
változókat. Hasznosak lesznek még a következő összefüggések: 
k 0 = 
E y = 
E y ± M = 
w2-m2 
2 w 
w2 + m2 
2 w 
(,w±mf 
2w 
9o = 
E 2 = 
e 2 ± m = 
w2-m2 + m2 
2 w 
w2-m2 + m2 
2 w~ 
( w ± m f - m 2 
2 t E 
(1.2.8) 
Invariáns amplitúdók. A továbbiakban az elektromágneses kölcsönhatást csak e-ben 
első rendig vesszük figyelembe, elhanyagolva az e3 és még magasabb rendű korrek-
ciókat. Az S-mátrix elemet írjuk az 
Svk = oat(N2n\Niy)in = -i(2nyô\py + k - p 2 - q ) 2(2 nf (1.2.9) 
alakban. A kezdeti állapotban levő fotont kiredukálva kapjuk, hogy (L2.9)-ben 
Tvk = eefk, h) oai(N2%\jyO)\Ny){a Í2(2%f (E2.10) 
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e(k, h) a h helicitású foton polarizációs vektora, Jp pedig az elektromágneses áram: 
ha síp(x) a fotontér, akkor 
• Usíp{x) = eJu(x) (1.2.11) 
Mivel Tvk-1 csak e-ben első rendig számoljuk, (I.2.10)-ben az elektromágneses áram 
mátrixelemében nem kell figyelembe venni az elektromágneses kölcsönhatást. 
A mátrixelemet abban az elképzelt világban kell kiszámítanunk, amelyben csak az 
erős kölcsönhatás létezik. így 1 vehetjük a hadronok elektromágneses áramának, 
és vizsgálhatjuk pl. a mátrixelem izotópszerkezetét (1. később). 
Lorentz-transzformáció szempontjából a mátrixelem pszeudovektor (axiál-
vektor), tehát 
ои .№1Л(0 ) | ^> ,
п
 = - T = L = «2 2 KÁS, t)N™Uy (1.2.12) 
/ 2 ( 2 л ) 9 m = l 
Itt u12 a nukleonok Dirac-spinorja, a Bm(s, t) m = 1,2, ..., 8-invariáns amplitúdók 
a független Lorentz-skalárok (í, /) invariáns függvényei, és 
к = уьуцу •
 k  
К = 2 y s q p  
к = у bin 
К = y5y • kkfl 
A 2 2y5 p„ 
К = 2 Уькп 
к = уьу'крп 
к = уьу •
 k4n 
р = 
pi+р-> 
(1.2.13) 
Figyelembe véve a Dirac-egyenletet, tehát azt, hogy 
( p 1 - y - m ) u l = ù2(p2-y-m) = О (1.2.14) 
könnyű belátni, hogy (I.2.13)-on kívül más, független axiálvektor a y-kból és az 
impulzusokból nem képezhető. 
A független amplitúdók száma azonban nem 8, hanem annál kevesebb. Először 
is a hadronok Jp elektromágneses árama megmarad (mivel a gyenge kölcsönhatások-
tól eltekintünk), így fennáll a 
^ „ » ( W ^ í J V ú i n = 0 
összefüggés, következésképpen 
k 2 
— B1 + k-PB2 + k-qB3 + k2Bi = k-PB2 + k-qB3 = 0 
B3 + k-PBe + k2B7 + k-qBs = B5 + к • РВв + к • qB8 = О 
Ezt figyelembe véve, pl. B3 és B5-öt kiküszöbölve: 
k 2 
(1.2.15) 
(1.2.16) 
. * i /o í nxu - xt— n i ) i 
/2(2л)9 2 1 2k-<l ) 
+ K 2 -
P-k 
к • q m \в2+ a
4 k 2  
к • q 5 4 + ( A j - P . f c A j ) i ? 6 + 
+ (AJ - k 2 AJ)ő 7 + (AJ - q • kNp)B3}u1 
(1.2.17) 
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Vezessük be az 
(1.2.18) 
jelölést. Ha felhasználjuk az 
e(k,h)-k = 0 (1.2.19) 
összefüggést, kapjuk : 
0UI</V2rt|e - 7(0)1 V / i n = щ + B,+ 
2v 2v а к 
+
 k ' ; q Р ^ * В 2 + В , + y 6 y v P„E" v 5 e - y f / J F ^ B , + y ^ F ^ i Ü и , 
(1.2.20) 
Láthatjuk, hogy az (1.2.20) mátrixelem kifejezhető az 
M i = J V v ^ M 2 = 2y 5 P„ \ q — k 2 j F " * 
Л73 = У5 7^F"v 2 MM, + M, = 2 ysyJvF>" (1.2.21) 
Mb = ybk,q.F^ MG = y6kflyvF"v 
Dirac-mátrixokkal. Az irodalomban a fotokeltés és elektrokeltés vizsgálatakor 
általában ezeket az „explicite mértékinvariáns" mátrixokat használják. A mérték-
invariancia (1.2.18) alapján nyilvánvaló: F a v , a térerősségtenzoroknak felel meg. 
Megjegyezzük, hogy a mértékinvarianciát az (1.2.15) árammegmaradás biztosítja, 
mert a mértékinvariancia megfogalmazható oly módon, hogy az (1.2.10) átmeneti 
mátrixelemnek el kell tűnnie, ha benne e" helyére A"-t írunk. Az (1.2.21) mátrixoknak 
a mértékinvariancián kívül az az előnye is megvan, hogy ezeket használva vezetjük 
be a lehető legkevesebb kinematikai szingularitást az invariáns amplitúdókban (1. az 
1.3 paragrafust.) 
(I.2.21)-ben még nem vettük figyelembe, hogy A2 = 0 (elektrokeltésnél más a 
helyzet, 1. ott), minek következtében 
М
г
 = 2 у
ъ
Р ^ M
 3 — Mь = 0 (1.2.21') 
(1.2.20—2Г) felhasználásával kapjuk, hogy 
4 
Tvk = eù2Tu, = ей2 2 Am(s, t)Mmu, (1.2.22) 
m= 1 
ahol, figyelembe véve (I.2.2)-t: 
A,= B,-MB6 A2=yJ_(B2 
(1.2.23) 
a3 — в8 a4 = 2 
A következő paragrafusban a rögzített — t diszperziós relációkat A,,...,A4 
segítségével fogjuk felírni. A hatáskeresztmetszeteket azonban előnyösebb az u1>2 
Dirac-spinorok helyett Pauli-spinorokkal kifejezni, és akkor az invariáns felbontás-
ban más amplitúdók szerepelnek. Ha az általunk használt normálás szerint ùu = M> 
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akkor a Dirac-spinorok és a = 1 Pauli-spinorok között a következő a kapcsolat: 
щ = (Pl-y + AQ— 1 Í*1) 
uo = 
1 
\'2(E2 + M) 
A y-k szokásos reprezentációjában 
Í2(EX 
fe+0)yo(/vy + ^ ) 
(1.2.24) 
Уо = 
Г
 0 
i o - / 
és, így a tk rendszerben 
ux = 
У 
О ff 
- f f 0 
у
5
 = — i 
0 1 
i 0 
i [m + ex к 
]/2(Ex + M) \-k-o M-
Ж 
M, (Z2+0) M+ E2 q • a 
-q-d M — E2 
(1.2.25) 
/ 2 ( £ 2 + M ) 
A hagyományos 4л W normálási tényezőt figyelembe véve legyen 
= x í f x x 
ü2Tux _ 
4nfV 
Ekkor (1.2.22) és (I.2.25)-ből következik, hogy 
F = iá • § J j + ff • qa • (к X e ) + id • kq • e^3 + 
+ id • qq • £ + id • kk • tJFb + id • qk • e.Eei — id • qe0 — id • 
(1.2.26) 
(1.2.27) 
Itt a J^-eket pl. W és у függvényének tekintjük, mert (I.2.26)-ot úgyis mindig a tk 
rendszerben használjuk: !Fm =!Fm(\V, y). Az (1.2.15) árammegmaradás (vagya mér-
tékinvariancia) most a következő két feltételt rója ki az ,^,-ekre : 
k-qF,+ Fe-y^r = 0 
Ezeket figyelembe véve: 
F = id • e r J j - \ - a - q C k X e r)&2 + /'ff • kq • er.E3 + 
+ id • qq • £#4 + /'ff • M • £ r^5 + /'ff • qk • cr.Ee 
ahol 
f — f - t f к 
•fi — bfl r. fl k0 
(1.2.28) 
(1.2.29) 
(1.2.30) 
(1.2.30) bevezetése tulajdonképpen a sugárzási mérték választásának felel meg, mert 
£r0 = 0. k2 = 0 miatt k0 = k, és így (I.2.19)-ből k- sr= 0. (1.2.29) helyett tehát írhatjuk, 
hogy " ~ 
F = /'ff • £rJSj + ff • q (к X er)-^2 + • kq • Eid -qq- £ г ^ 4 (1.2.29') 
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(1.2.22), (1.2.26) és (1.2.29') összetevéséből kissé hosszadalmas számolás után, 
de minden nehézség nélkül megkaphatjuk amplitúdók 
közötti összefüggést. Az 
+ 1 3FX 
+ 2 F = 
F = 
+ 3 A = 
+ 4 . 
BA 
(1.2.31) 
mátrixjelölésben 
В = C • D = 
}'(m+ea(m + e2) 
8T:W 
qk 
SnW + Ex)(M + E2) 
qk л / M + E2 
m - w 
m+w 
0 
0 
0 
0 
FF2—M2 
M2 — w2 
-q-k 
-q-k 
M— w 
M- w 
%viw] m + ex 
e j m e £, 
8rcFF \ m + e2i 
(1.2.32) 
2 M(W-M)-W2 + M2 + q-k 
- 2 M(W+M)-W2 + M2 + q-k 
ME w 
W-M 
B~1=D~1-C~1= 
2 W 
- 1 -
2 M 
w- m 
0 
1 
m—w 
1 
j2m _ 
~ w+ m 
2Mq-k^ 
W2-M2 
1 
2 Mg-к 
W2-M2 
1 
1 
WEM M-W 
M2 E q • k—W2 M2 Eq-k—W2 
M-W 
wem 
1 
tvem 
W2-M2 
W2-M2 
W2-M2 
q • к 
W2-M2 
8л W 
)Í(MEEX){MEE2) 
8nW V(M + EX)(ME E2) 
qk 
znwy meex 
qk V mee2 
snw-л mee2 
q2 Г MEEX 
(1.2.33) 
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Hatáskeresztmetszetek. A tk rendszerben számolunk. Mivel yNx -*• кA2-re (1.2.9) 
és (I.2.22)-ből 
(2 л)6 
= (27t)4 ôHPl + k-p2-q)e2 
°
vk
 (2тг)4 <54(0) kW 
a differenciális hatáskeresztmetszet (1.2.26) alapján 
\ü2Tufi 
\ù2 Tux 
4(2тг)6/с1К 
da 
dQ e k (4ttWf 
2 ' 
- e- \xtFXi\ 
(1.2.34) 
(1.2.35) 
Először azokat a hatáskeresztmetszeteket vizsgáljuk, amelyeknél a végállapot-
ban a nukleon polarizációját nem mérjük. Az erre való összegezést könnyen elvégez-
hetjük : 
2 l í F + x a í F ^ =
 X t F + F X l (1.2.36) 
hi 
Válasszunk egy speciális koordinátarendszert, amelyben Íc ( = a beeső foton iránya) 
párhuzamos a z-tengellyel, q ( = a pion iránya) pedig benne van az (x, z)-síkban. 
Mint ismeretes, ekkor a ± 1 helicitású (jobbra, ill. balra cirkulárisan poláros) foton-
állapotot az 
( L 2
-
3 7> 
polarizációs vektor írja le. A lineárisan polározott fotonállapotokhoz tartozó pola-
rizációs vektor pedig 
e = (cos (p, sin (p, 0) = -~(е'"'в_ — e~i(pE+) (E2.38) 
у2 
Vezessük még be a kezdeti nukleon-polarizációra a 
Pl = xt °Xi = (PuС, Ply, Pu) (1.2.39) 
jelölést. 
Ekkor polarizált kezdeti nukleon és cirkulárisan polarizált foton esetén : 
do±(Pi) 
dQ = {(1=f£-P1)a + ß±sm&Plxy + sin 0Plyô) (1.2.40) 
ahol 
oí = IJ^il2 + |J^2|2 - 2 cos 0 R e ^ í ^ + sin2 0 Re ( ^ t ^ i 
y = Re 4- cos 0 Re - J 5 ^ } 
ß = i sin2 0 (I J^3|2 + |#-4|2 + 2 COS 0 Re 
<5 = lm + cos 0 lm - sin2 0 lm {JEfJ^} 
(1.2.41) 
Polarizált nukleon, polarizálatlan foton esetén: 
da(Pi) _ 1
 + dafiPy) 
dQ 2I dQ dQ = <?
2| {a + j?+ sin 0 (1.2.42) 
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Polarizálatlan nukleon, cirkulárisan polarizált foton: 
dcr+ 
~dq 
do• doo_ q 
dQ dQ e k { + P ) (1.2.43) 
I t t d(T0ldQ a differenciális hatáskeresztmetszet polarizálatlan kezdeti állapotnál. 
Polarizálatlan nukleon, lineárisan polarizált foton esetében: 
+ Re s + cos 0 Re [ J ^ J 
(1.2.44) 
Végül a visszalökődött nukleon polarizációja teljesen polarizálatlan kezdeti 
állapot esetében : 
Mivel 
ezért 
2Tr{F+oF}\ 
hi ) 
2 £i+ (h)sj(h) = ô t j - k t k j 
(p_2) = e 2 xq) l m {2J*j dp2* ~ 
+ cos 0 - sin2 0 F ^ t ) 
Innen kaphatjuk meg a keltés síkjára merőleges polarizációt: 
(P.l> = с2 I sin 0 lm {(2 .Ff + ,jF3* - F г - Р з & Х ) + 
+ ( J - ^2-^3*)cos 0 + cos2 0 } 
(1.2.45) 
(1.2.46) 
(1.2.47) 
(1.2.48) 
Helicitásamplitúdók. A már megismert A és F invariáns amplitúdókon kívül a foto-
keltés elméleti és kísérleti vizsgálatakor sokszor előnyös a helicitásamplitúdók, ill. 
multipólamplitúdók használata. Ezek az amplitúdók a tk rendszerben vannak 
értelmezve. Először foglalkozunk a helicitásamplitúdókkal. A helicitásformalizmus 
részletes tárgyalását az F.l. Függelékben találhatjuk meg. 
Fotokeltésnél a nukleonok helicitását eddig h12, a fotonét h jelölte. Legyen 
most p = h2 és к = hx — h. Nyilvánvaló, hogy // és к egyértelműen meghatározza 
hx,h2 és h-t. (F.1.39) alapján most 
(qji\R(q)\Ôk) = 2 (p\R\q)\k)D%(4>, 0 , - Ф ) 
Az fPti(q,q) helicitásamplitúdókat a következőképpen definiáljuk: 
2 л 
eykq ~ 
(1.2.49) 
(1.2.50) 
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Ekkor (F. 1.30) szerint a differenciális hatáskeresztmetszet: 
d<rß,i 2 q 
dQ (1.2.51) 
A paritásmegmaradás miatt az к közül csak négy független, mert (F. 1.69-70) 
szerint 
/ м ( © >
 ф> = -f-д,-Á&, п-ф) (1.2.52) 
A továbbiakban tehát szorítkozhatunk p = + | - r e . 
Az (1.2.49) parciális hullám kifejtésben szereplő D-függvények kifejezhetők a 
Legendre-polinomokkal. Bevezetve az 
f = 
oszlopvektorokat, (1.2.50) és (I.2.49)-ből 
f1 3 -, 
A ' T " 
f l 3 J f Г 
R/ = f l 1 JT T 
Л
 1 
(1.2.53) 
ahol 
f = 2 0, r , 
1 = 0 
es 
0 , = -
в 
ï - » 8 i n у С Л У + Л ' ) 
(1.2.54) 
(1.2.55) 
Meg akarjuk keresni a kapcsolatot az f helicitásamplitúdók és az előzőleg beve-
zetett A és F amplitúdók között. (F.1.29) és (F.1.28) figyelembevételével 
w (4p\b\óx) 
(.N2n\R\Niy> = (2n)44Pí + k-p2-q)-X= ~ m w 
tehát (1.2.9), (1.2.22), (L2.26) és (1.2.50) szerint 
Az 
_ ü2Tux _ 
/ р
'
л
 ~ 4 n w ~ Ъ X l 
f=RF F = R~4 
(1.2.56) 
(E2.57) 
(1.2.58) 
4 Fizikai Folyóirat X V I I / 2 - 3 
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összefüggést egy speciális koordinátarendszerben keressük meg, amelyben pk ff z, 
és q = ( — sin 0 , 0, —cos 0 ) , tehát q benne van az ( x , z)-síkban. Ebben a koordi-
nátarendszerben 
1 i 
5± = \ + , 0 
у2 'у2 
és a végállapot Pauli-spinorja a kezdeti állapot spinorokkal kifejezve: 
(E2.59) 
X ( 2 ) = R ( 0 , 0 , 0)X(1) = exp 
Ж 
Z(l) = 
0 . 0 ) 
cos — 
— sin -2 2 
. 0 0 
sin — cos — 2 2 , 
X(l ) (1.2.60) 
Ezek felhasználásával (I.2.57)-ből egyszerűen, de kissé hosszadalmas számolás ered-
ményeként adódik, hogy (E2.58)-ban 
R
 = "7= 
у2 
0 
0 
0 
0 
0 „ 0 
2 c o s — — 2 cos — 2 
0 
2 
„ .  „ . 0 
— 2 sin - — 2 sin — 
0 . 0 . 
c o s — s i n 0 cos—sin 0 
0 0 
s i n — s i n 0 — sin— s i n 0 
0 0 . 
sin— sin 0 sin- s in© 
0 0 . 
— cos—sin 0 —cos— sin 0 
(1.2.61) 
r - 1 
21 2 
— Sin" 
0 
T 
0 
-cos 
0 
T 
0 
2 c o s - 1 - ^ s i n - 1 0 
2 
2 sin 1 0 cos 1 
0 
2 s in - 1 0 s i n - 1 
2 s i n - 1 0 s i n - 1 
0 
T 
0 
cos" 
0 
0 
0 
2 
0 
2 2 
(E2.58) és (E2.53) összevetéséből, az y = c o s 0 jelöléssel adódik: 
— sin" 
— sin 
0 
0 
(1.2.61') 
F = J ( F " 1 0,)R ( 
1 = 0 
(1.2.62) 
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A szorzást elvégezve kapjuk, hogy 
' ~~ 2e(2kq 
f p',+1+ j / ^ 2 i t t 2 P ' + 1 + " { ' Y P ' " P t a - p ' i , ~pi+i~p'i 
Y m í+i" 
2P'{ -2P'i'+1 2(P'l'+1 + P'lj 
(1(1 + 2) ' (1(1 + 2) ' 
2(P'i' - Л '+ i ) 2(Л"+1 + Л") 
/ 4 - 2 , 
; pi, ~p1+1 + pi* —pi+i~pi 
0, 0 
É / ( / + 2) ' É / ( / + 2 ) 0, 0 
(1.2.63 
Ennek a levezetésénél kihasználtuk a Legendre-polinomok jólismert tulajdonságait: 
pi = у у ! г * =t(ipi+p'.-i) 
l(ypi-pi-x)
 = i 
у
2
-1 7 
Л
/
+ 1 = Л ' - 1 + ( 2 / + 1 ) Л 
= ( 2 / + 1 ) ^ - ( / + 1 ) Р ; + 1 
(1.2.64) 
Multipólamplitúdók. А яА végállapotot adott energián az impulzusmomentum és 
paritás jellemzi. Az adott impulzusmomentum és paritású állapotokat az (F.1.56) 
/ó-csatolással állíthatjuk elő. Az (F.1.65) kifejezésben most , j2 = 0 tehát 
j = j , h=hx és így J = l±$. A fellépő Clebsch—Gordan együtthatók értékét 
táblázatokból leolvashatjuk, és ekkor megkapjuk az fo-állapotok összefüggését a 
|/í) helicitásállapotokkal : 
I qJMl=J-i) = ± \ i ) + ± \ - i ) 
(1.2.65) 
Az első állapot jelölése l + , és (F.1.66) szerint a paritása (—1)'+1, a második állapot 
( / + 1 ) _ , és paritása (—1)'. 
Az adott impulzusmomentumú és paritású yN kezdőállapotokat elektromos, 
ill. mágneses multipólusoknak nevezzük. Ezeket az (F.1.60) és (F.1.57) multipól-
csatolás definiálja. (F.1.67)-ben most 52 = 1/2, í j = 1 és így L( — yN rendszer pálya-
momentuma) = j ± 1, 0 valamint J = j ± \ . A Clebsch—Gordan együtthatók-
értékeinek felhasználásával, (F.1.67) és (F.1.60)-ból kapjuk a multipólusok kifejezé-
4* 
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sét a |A) helicitásállapotokkal : 
1 
\qj+imjo) = 
2 / / + 1 
{-ÏÏ\-*>-ïj+2\-ï> + YJ+2№ + l f j \ i ) } 
\ q j - i MjO) = щ { - YJI - i> - Yj+ 21 - i > + Yj + 2 l i ) + YJli)} 
\qj + {Mj\) = 
2 YJ+Î {YJ\-i)+Yj+2\-í)+YjP2\i)+YJ li)} 
(1.2.66) 
\qj-- i Mj 1) = ~ { / / + 1 I - i ) - Yj- 11 - i ) + ( T 1 7 ! l i ) - ( 7 + 1 l i )} 
2(7 
A paritás most (F.1.68)-ból kapható ( Л = 0 mágneses, Л = 1 elektromos multi-
pólus) : 
P\qJMjA) = ( - 1) >+A~l\qJMjA) (1.2.67) 
A lehetséges kezdeti és végállapotok ismeretében, az impulzusmomentum és 
paritás megmaradását figyelembe véve összeállíthatjuk a lehetséges átmenetek 
táblázatát. 
Az (1.2.65) és (1.2.66) összefüggések segítségével felírhatjuk a multipólampli-
túdókat az (I.2.53)-ban definiált R, mátrixelemekkel kifejezve. Az irodalomban 
nem pontosan az R-operátor megfelelő mátrixelemét hívják multipólamplitúdóknak, 
hanem azokat még bizonyos szorzótényezőkkel kell ellátni. A következő képletben 
ezeket a normálási tényezőket különválasztva előre írtuk: 
El+ = - (2 {] /7TT leY kq(l+ l)(/ + 2 Y  
(1.2.68) 
Е,- = 
2eYkql(l-l) / 2 
1 
• i í } f 'У i>+<il*l-i>] + 
| / " ^ i [ < i | Ä | i > + < i | Ä | - i > ] | 
+ Í í Í j K i i ^ i i > - < i i « i - i ) ] 
м,- = 
1-х 
2 е / £ ? / ( / + 1 ) 
- | / ^ [ < i l * l i > + < i l * | - i > ] 
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I. TABLAZAT 
Adott (J) impulzusmomentumú átmenetek 
Jelölés p KnN) UyN) j Amin Elnevezés 
M,* 
XI (i + i)-
E,* 
5 < i + i ) -
( - 1 ) , + 1 
( - 1 ) ' 
( - 1 ) , + 1 
( - 1 ) ' 
J-i 
J- J 
Л 
l 
l+l 
1,1+2 
1,1+2 
l 
1+1 
l+l 
l 
1 
0 
0 
1 
mágneses 2' 
mágn. 2! + 1 
elektr. 2 , + 1 
elektr. 2' 
(1.2.69) 
Mátrixjelölésben felírva: 
f ) 
M _ ei-
 R + _ <*1*** | -*> 
m,*
 R i ±
- <*|2P±*| i> 
Ml- L<i|E'±i|-i>J 
ahol Ei* és M,* számításánál R,+ -ot, Е,- és M,- -ná l R,-- t kell vennünk, mint 
ahogy az (1.2.69)-ből leolvasható. Az S, ill. S, - 1 mátrixok kifejezése (I.2.68)-ból : 
- 1 
M, = S, R,± 
Ri± = s j m i 
Si = 
2еу 2 kq 
( l + l j l + 2 
1 
111- 1 
( / + 1 )Yi 
1У1+1 
f i УТ • у1 + 2 h+2 
У1+1 f + i i l - i yi-i 
у1+2 - у 1+2 ут ~ут 
у l-1. у l - l -У 1+1 -У l+\ 
(1.2.70) 
s f = 
°ущ 
гУ 2 
у 1+1 у 1 + 2 ут 
-ут у1+у -у7+2 
-У~7+2 у f r ут 
УТ^у 
УТ^Т 
УТ+\ 
У 7 + Г 
У1 + 2 
УТКл 
УТ 
yi+1 У1+2 yi-1 -У/ 
Kifejezhetjük a multipólamplitúdókat az F amplitúdókkal is, és viszont. (1.2.62) 
és (1.2.69) szerint 
F = 2 G , M ( ahol Gi = O i ± ) S j 
1 = 0 
(1.2.71) 
(Itt, amikor az 1. és 3. oszlopot számoljuk Gj-ben, akkor (R~1O l±) egyenlő (1.2.63)-
mal /=>/ esetén. A 2. és 4. oszlop számításakor viszont (I.2.63)-ba /=»/— 1-et kell 
vennünk.) (1.2.63) és (I.2.70)-ből a végeredmény: 
>í+1 P'i-i IPA i (/+ 
о о ( /+ i )p ; ip'i 
pi+i pi-1 ~pi+1 pi-1 
- Л" -Л" Pl -Pl 
G,= (1.2.72) 
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Az (1.2.71) összefüggést megfordíthatjuk a Legendre-polinomok ortogonalitási 
tulajdonsága : 
2ôtl. f dyPfy) Pv(y) = 2 / + 1 (1.2.73) 
és (1.2.64) alapján. A kissé hosszadalmas, de problémamentes számolás eredménye: 
M , = f dyD,(y) F (1.2.74) 
ahol 
D,(y) = 
Л Pia i 
/ + 1 / + 1 
Pl Pi-1 
l / 
Pl 
l+l / + 1 
p, 
Л - 1 
/ 
( / + 1 ) ( 2 / + 1 ) 
l+l 
(Л-1-Л+0 1 
1(21 + 1 ) ( Л + 1 - Л - 1 ) 
2 / + 3 
1 
2 / ^ T 
( Л - Л + 2) 
(Pl-Pl-Ù 
/  (/ + 1 ) ( 2 / + 1) ( Л + 1 - Л - 1 ) 
/ / 
1 
7(2 /+ í ) (Л-1-Л+1) 
о 
о 
(1.2.75) 
Izotópszerkezet. Az eddigiekben az (1.2.12) mátrixelem Lorentz-transzformációs 
tulajdonságait és azok következményeit vizsgáltuk. Mint már említettük, ha e-ben 
első rendig számolunk, akkor az (1.2.12) mátrixelemet kizárólag az erős kölcsön-
hatások határozzák meg. Ez lehetőséget nyújt az erős kölcsönhatások izotópszim-
metriájának kihasználására. Az erős és elektromágneses kölcsönhatásoknak ez a 
bizonyos értelemben vett elkülönülése e-ben első rendig igen figyelemre méltó, és 
számos mélyreható következménnyel jár, amelyeket a legutóbbi időben igen inten-
zíven vizsgáltak (áramalgebra, divergencia feltételek stb.). 
Mint ismeretes, az elektromágneses áram izoskalár és izovektor részből áll: 
J = J0 + J3- Ennek figyelembevételével írjuk fel a Wigner—Eckart tételt az (1.2.12) 
mátrixelemre: 
(А2л|/0| Aj) = V2 A^N°2n*abNlb 
illetőleg 
<А2л|/3|^> = -L A^Nr(<bTc3b + Tb3anï)Nlc + 
+ -L A^N^(n*ab+3b - tb3an*bc)Nlc 
у 2 
Felhasználva a 
.-*ь _ b _ * 
f 2 
: T ia п. 
(1.2.76) 
(1.2.77) 
(1.2.78) 
/ 
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összefüggést láthatjuk, hogy mostmár az izotópszerkezetet is figyelembe véve az 
(1.2.12) mátrixelem a következő alakban í rha tó : 
№ n \ J , < f S ) \ N j l a = 
\ 2 Ш у m = l, ..., 8 
/1 = 0, ± 
(1.2.79) 
Itt az n 1 2 spinorokba beleértjük a nukleon izospinorokat is, és <р=((рг, (p2, tp3) 
a pion izotóp-hullámfüggvénye. A izotópmátrixok a következők: 
Ti«) =
 T | , r / ± > = Í(TéT3 ± T3T;) - \ Ô " (1.2.80) 
Természetesen a fí-vel azonos izotópszerkezete van az A, F, f és M, amplitúdóknak 
is. Az (1—4) folyamatok T(1—4) amplitúdói az A(fl) amplitúdókkal a következő-
képpen fejezhetők ki: 
A(l) = j/2(T(0) + T(->) A (2) = A(0> + A(+) 
A( 3) = y2(A<°>-A<->) A (4) = -T(0) + T(+) 
(1.2.81) 
Látható, hogy az izotópinvariancia ad egy összefüggést a négy folyamat között , 
de a (4) folyamat mérhetetlensége miatt ez úgysem ellenőrizhető. 
Sokszor előfordul, hogy szükség van a meghatározott izospinű végállapotba 
való átmenet amplitúdóira. Az A(0) izoskalár amplitúdó természetesen mindig 
i spinű végállapotot ad. Az izovektor áram mátrixelemét vizsgálva: 
= ÍA^NSKbxc3bNlc + 
+ iA<:i,(Nïntbff3hNla + Nbn*"Tc3bNla - iN£n*abTc3bNlc) 
(1.2.82) 
az / = х / 2 , ill. s/2 izospinű végállapothoz vezető átmenet amplitúdója. (1.2.77) 
és (I.2.82)-ből következik, hogy 
aw = ai+)_a(-) aw = T ^ > + 2T<"> (1.2.83) 
Keresztezés. Az amplitúdók analitikus tulajdonságainak vizsgálatakor fontos sze-
repet játszik az a tény, hogy a yN x-^nN 2 direkt folyamat fa-csatorna) mellett a két 
keresztezett folyamatot : yn-*-NxN3-X (/-csatorna) és yN2 — nN1-t (и-csatorna) is 
ugyanazok az amplitúdók írják le (1. 6 abc ábra). 
b 
6. ábra 
1 8 2 CSIKOR F. ES MONTVAY I. 
Vizsgáljuk meg először az x-csatornát, és alkalmazzuk a redukciós formulá t : 
(1.2.9) figyelembevételével 
o A ^ l A H i n = àl(pi + k - p 2 - q ) T P = 
= - 2 ( 2 n f f ^xdiydivdizeu"x-piy-kv+p22)tpf ( • (JC) + m2)£« • (1.2.84) 
• • (,) щ ( - >'р2)Уа + M)(01 Т{ф2 (z) ti i (x) A A ) À ( V)} i O > 0 A ) 7 r + M)ux 
Az izospin változókat is kiírva, (1.2.22) helyett írhatjuk, hogy 
Tg = ecpf ü2 2 AP(x, t, u)Mm ТЕ щ (Г-
m, g 
Elvégezve a redukciót pl. a 7-csatornában is láthatjuk, hogy — о т Х А ^ я у ) ; , , 
kifejezését outC^b-AÁn-ből а cp* -+<p, р
х
^--р
х
, q-* —q helyettesítésekkel 
kaphatjuk. Hasonló igaz az n-csatornában is. Részletesen kiírva a változókat a pon-
tos összefüggések a következők: 
/(2я)4  
2 (2 я)8 
•e<p*(t)a2(p2h2t2) 2 AE(s, t, pM^Eufipjhnú 
г'(2я)4  
2(2 я)8 
•есрр)а2(р21г212) 2 AP(s, t, u)Mm TE v1( — p1h1 tx) (E2.86) 
~ mfi ~ 
/(2я)4 
) ViM<701A ( - a A t2) у (kh))in = j^Côi(p1 + k-p2-q)-
ecpf (t)v2(-p2h212) 2 AE(s, t, u)MmTE Vl(-Plhlh) 
a(N2 (p2 h2t2)N1(-p1h1t1)\7i(-qt)y (kh))in = E > 5 p P l + k-p2-q) 
Az АР (X, t, и) amplitúdók X és и kicserélésekor (keresztezés) ± l-gyel szorzód-
nak. Ezt az ún. keresztezési szimmetriát (I.2.86)-ból és a C-invarianciából kaphat-
juk meg. A C-invariancia miatt 
o u t < Â * I À y ) i n - o u « < A i * l A f >in (1-2.87) 
A f o t o n C - p a r i t á s a - 1 , é s С я ; С _ 1 = ( - 1 ) ; + 1 я ; ( í = 1 , 2 , 3 ) , 
t e h á t o m < À ^ ( / ) | À 2 y ) i n = ( - 1 ) ' в о , < Л Г 1 я ( 0 | Л Г в у > | п (1-2.88) 
(1.2.86) é s ( L 2 . 8 8 ) s ze r i n t , m i v e l px**—p2 e s e t é n és t-^-t: 
-v2(p2h2t2) 2 AE(u, t, s)Mm(—p2, -pdTE vf p f i f f t = 
m
" " " f i 2 89) 
= ( - v%(pihiti) 2 AE(s, t, u)Mm(pl,p2)te u2(p2h2t2) 
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Felhasználva a CvT(pht) = u(plit) összefüggést láthatjuk, hogy (1.2.89) miatt az 
amplitúdók a következő keresztezési szimmetriával rendelkeznek: 
A f f û t s ) = + A [ f f ( s t ü) A f f û t s ) = - A f j f i s t u) 
Ai+-°\uts) = -Ai+-0)(stu) A f f û t s ) = + Ai~\stu) 
Ezeknek az összefüggéseknek az ismerete pl. a diszperziós relációk felírásánál hasz-
nos. 
I. 3. Diszperziós relációk 
Mandelstamm-elŐállítás. A szórásamplitúdók Mandelstamm-előállításnak tesz-
nek eleget, pontosabban: az S-mátrix minden eleme a részecskék impulzusainak 
analitikus függvénye, kivéve a 3 fizikai csatornában lehetséges közbenső állapotok 
által okozott szingularitásokat. Spinekre való összegezésssel nem vezetünk be új 
szingularitásokat, tehát az S-mátrix elemekből képezhetünk skalárokat, amelyek a 
Hall—Wightman tétel értelmében az impulzusok skalárszorzatainak analitikus 
függvényei. Természetesen vehetjük ezeknek a skalároknak bizonyos lineáris kombiná-
cióit is, ha a transzformáció nem vezet új, ún. kinematikai szingularitásokra. J. S. Ball 
megmutatta, [2], hogy az (E2.12)-ben definiált Bm(s, t, ú) invariáns amplitúdókban 
ilyen kinematikai szingularitások nincsenek, tehát ezek kielégítik a Mandelstamm-
előállítást : 
oo 
biï в«> вW 1 f № ' ) 
B„,(s, t, u) = —у -\ -I T—K -I / as — b 
s—M2 t-m2 u — M2 л J s - s 
(M + m)2 
+ ! /V«jq+± 1 é t a s o o - A [ * • ;',''> + 
n J t —t n J и —и K2 J J (s -s)(t —t 
im2 (M + m)2 (M + m)2 4m2 
+ 
0 
Л ids' f ^ ' Ä 1 L f
 du, ьа^и') 
л
2
 J J (s'-s)(u'-u) n2 J J (t'-t)(u'-l u) (M+m)2 (M + m)2 4m2 (M + m)2 
(1.3.0 
Itt a pólustagokat a lab diagram ad ja : 
7. ábra 
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Megjegyezzük, hogy a t változóban a két plon, ill. három pion kicseréléséből eredő 
vágásokat közelítőleg figyelembe vehetjük a megfelelő rezonanciák kicserélésével: 
az izoskalár amplitúdókban (G-paritás miatt) csak páros számú pion cseréje ad 
járulékot (g-kicserélés, 1. Id ábrát), az izovektor amplitúdókban pedig csak a 
páratlan számú pion cseréje (со kicserélés, 1. le ábra). Látni fogjuk azonban, hogy a 
Id, e diagram elhanyagolható járulékot ad, így (I.3.1)-bencsaka7a—b diagramokat 
vettük figyelembe. (A 7c pion kicserélés az elektrokeltés vizsgálatánál fontos: 1. ott.) 
(I.2.23)-ból látható, hogy áttérve az Am amplitúdókra A1} A2 és Áf4-nek ugyan-
azok az analitikus tulajdonságai, mint a fí,„-eknek, és csak A2- tartalmaz kinematikai 
szingularitást. Az utóbbi esetben (1.3.1) helyett a következő levonásos alak érvényes: 
1 í Ais) Ajfi \ Ai(> 1 \ 1 f . , a^(s') 
A2(S, t, Ü) =
 2\- + — + - 4 — Г + : 2 - / d s ' + 
t — m2 [í-M- u — M2J t-m2 t — m2 [ л J s -s 
(Aí + m)2 
1 f , , a(2(u')\ 1 f ,, 1
 J t aíffs't') 
+ — / du V M—2 / ds' / dt' , f , ,
 Л
+ (1.3.2) 
л J и —и \ л2 J J (s'-s)(t'-t) 
(M + m)2 (Af + m)2 4m2 
1
 f j , f j , a2su\s'u) 1 f , , Ç ,, a2M\u't') 
M J d s J J d u j dt ы - u f t ' - n 
(M + m)2 (M + m)2 (M + m)2 4m2 
Megjegyzendő, hogy Л2-Ьеп a kinematikai szingularitás a mértékinvariancia meg-
követelése miatt lépett fel. 
A kétváltozós Mandelstamm-előállításból megkaphatjuk a rögzített s, t és a-ra 
vonatkozó egyváltozós diszperziós relációkat. Az alacsonyenergiás fotokeltés jelen-
legi elmélete a rögzített t diszperziós relációkból indul ki, feltételezve azt, hogy ezek-
ben a diszperziós-relációkban levonás nem szükséges. 
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A direkt folyamat (yN l —nN 2 ) fizikai tartományában 
j t f s - ш 2 
(M Am)2 
Л J t'-t 
- m 
(1.3.3) 
Az (1.2.90) keresztezési szimmetria következtében tehát a rögzített t diszperziós 
relációk a következők: 
Rezi«(x , t, u) = — ! s — - — 
s-M2 "u—M2 Г <">(/) + 
(1.3.4) 
Itt 
(M + rn)2 
Ж
 + J Ü L . I I m À (P) ( S ' t „ ' ) 
— 5 5 —M 1 
«-) = 
1 
U 
és £("> = 
+ 1 ha ju = o+ 
— 1 ha p = — 
A Born-tagok pedig a következők: 
Ff ±> = - f Fy(k2) Г)0» = - Pí'(k2) gr 
(1.3.5) 
Г8
(±)
 = FRk2) Г <«" = Fy(k2) 
Г
(±)
 = 
Г
(±)
 = ^ д а * ) 
(1.3.6) 
Ti0' Fi(k2) 
r m = gr F m G o o = 0 feSfe,résnél) 
2 \van . / 
Born-tagok. Rövjden foglalkozunk az (1.3.6) Born-tagok kiszámításával. Ezeket a 
la—b diagramokból kaphatjuk meg. A diagramokban szereplő renormált vertexek 
a következők: 
A nukleon elektromágneses Vertexe: 
к 
e ы - [ г № 2 ) т 3 + д а 2 ) ] + / д а ч [ д а 2 ) т з + д а 2 ) ] } 
(1.3.7) 
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I t t a nukleon izovektor ill. izoskalár formfaktora. A proton, ill. neutron fo rm-
faktorait 
Fp = i(EK + E s ) F"= $(FS-Fy) (1.3.8) 
ad ja . így F\'? (0) kifejezhető a töltésekkel, ill. az anomális mágneses momentumokkal : 
F?-s(0) = 1 F[(0) =
 2
X
M (/ip-pn) 
F i ( 0) = + Fn) FP = 1,79, g„ = - 1,91 
A nNN vertex: 
gÁf2)y.t t ( í = 1 ,2 ,3) 
(1.3.9) 
(1.3.10) 
így pl. a n+pn vertexhez a gr(q2)\2 csatolási állandó tartozik. A mért ér ték: 
g2(m2) = 14,4-4 n. 
A pion elektromágneses Vertexe (a 7c diagramban szerepel): 
ieett.3 Fx(k2)(<JP + %) 
f m = 1 (1.3.11) 
Az (1.3.7) és (1.3.10) vertexek ismeretében (1.3.6) egyszerű számítás eredményeképp 
adódik. 
Unitár itás: Watson-tétel. Vizsgáljuk meg, milyen következményekkel jár az 
S-mátrix uniteritása és a E-invariancia. (A E-invariancia már nem jelent új feltevést, 
mert a diszperziós relációk feltételezése ezt implicite tartalmazza.) 
Az adott energiájú és impulzusmomentumú altérben az S = I+iR mátrix 
uniteritása ekvivalens az 
i(RJ(qy-R\q)) = RJ+(q) R'(q) 
feltétellel. Ebből, és a E-invarianciát kifejező (F.1.78)-ból: 
\m(hMRJmKK) = 2 {{h'xK\RJ4q)\hxK)-
- ( к к т т ' л ) } = {h,ht\ j ( r j + ( q ) - r j m h í h 2 > = 
(1.3.12) 
= i 2 (h1h2\RJ(qy\v)(v\RJ(q)\lhh'2) 
(1.3.13) 
I t t {[v)} egy teljes rendszer az ado t t (J ,q) altérben. 
Az (1.3.13) unitaritási feltétel ebben az alakjában egzakt, de nem használható 
csak akkor, ha a teljes rendszer helyett valamilyen ésszerű közelítésben csak bizonyos, 
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korlátozott számú közbenső állapotot teszünk be. Fotokeltés esetében, nem túl 
magas energián elegendő nN közbenső állapotokra szorítkozni. Ha e-ben első 
rendig számolunk, akkor a yN—2nN inelasztikus folyamat küszöbe alatt ez sem-
milyen elhanyagolást nem jelent. Magasabb energiákon már figyelembe kellene 
venni a többrészecskés közbenső állapotokat is, de látni fogjuk, hogy az elasztikus 
unitaritás jóval a névleges inelasztikus küszöb felett is (legalább 500 MeV-ig) igen jó 
közelítést ad. A szokásos jelöléseinkben tehát 
Im (p\RJ(q)\X) = i 2 (p'\RJmfi*(n'\RJm) (1-3.14) 
к 
Felhasználva a multipólamplitúdók és helicitásamplitúdók közötti (1.2.68) össze-
függést, kapjuk: 
ahol 
R i \ i = < * № > * = sin <5,+ + « - " « • « - s i ná ( ( + 1 ) -
, (1.3.16) 
RJ+*_ = <i |Ä J | -4>* = e~u'+ s i n í , + - « - » « ' • « - sin <5(I+1)-
Itt <5,± a nN fáziseltolás. Ebből következik, hogy a multipólusok fázisa (/jTt-től 
eltekintve, ahol n egész), megegyezik a megfelelő nN fáziseltolással : 
M,± |M,± e
ia,±+inn (1.3.17) 
Ez Watson tétele [3]. 
Multipól diszperziós relációk. Annak érdekében, hogy a Watson-tételt kellő-
képpen kiaknázhassuk, nézzük meg milyen következményekkel járnak az (1.3.4) 
diszperziós relációk a multipólusokra. (1.2.31) és (1.2.71) összevetéséből (az s és t 
helyett а W és y változókat használva): 
A(W, y) = B'1(W,y)F(W,y) = 2 B-\W,y)Gl(y)Ml(W) (1.3.18) 
1 = 0 
illetőleg megfordítva: 
r 
M , ( » 0 = fdyDl(y)B(W,y)A(W,y) (1.3.19) 
- í 
Az (1.3.18-19) multipól projekciókat felhasználva jutunk az ún. multipól diszper-
ziós relációkra (az izotóp indexektől az egyszerűség kedvéért eltekintünk): 
oo 
ReM,(lF) = MB(W)+F- / dW' 2 KU.(W, Г ) 1 т М , ( Г ) (1.3.20) 
71
 j r 
M+m 
ahol a proiciált Born-tagok a következők: 
í 
-I MfiW) = / dyDI(y)B(W, y) 1 _ 1 i+t: s(W)-M2 ъu(W,y)-M2 Г ( W , y ) (1.3.21) 
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А К mag pedig: 
Kw(W, W) = 2W 
I 
" J dyD, 
- í 
(y)B(W,y) 1 
s'('lV')-s(W) + 
ahol 
s'(W')-u(W,y) J B-\W',y)Gv(y') 
, _ _kq k ' 0 q ' 0 - k 0 q 0  
У
 ~ k'q У+ k'q 
(1.3.22) 
(1.3.23) 
A proiciált Born-tagok (igen terjedelmes) analitikus kifejezése tetszőleges /-re Be-
rends, Donnachie és Weaver (BDW) munkájában [4] található. Ugyanitt megtalál-
hatjuk a nemkevésbé terjedelmes Klv, magot is, tetszőleges / és az / ' = 0, 1 esetben, 
ami a kísérletek kiértékelése szempontjából szükséges. 
(1.3.20) jobb oldalán az Г szerinti összegezés végtelen sok tagot tartalmaz. 
A továbbiak szempontjából lényeges a visszaszóródási tag (ami a multipólamplitúdó 
valós részéhez ugyanannak a multipólnak a járulékát adja) és a többi tag szétválasz-
tása. Ezért (I.3.20)-at a következő alakba írjuk: 
ъит-mmí f ^ ^ L + t / 
m+m 
dW 2 KfW, W')lmM,fW') 
V 
(1.3.24) 
I t t a С = f(W+Mf — m2 jelöléssel: 
MfW) = W 
Ш
1 
(E2 + M)E, 
Ml+ 
(E2 + M)Ml-\ 
m f ( j v ) = w 
ef 
(E2 + M)ElB-
Mf+ 
fE2+M)MlB- J 
(1.3.25) 
А к i,. -s tag tartalmazza a teljes keresztezett csatornát és a direkt csatornában a 
többi multipól járulékát. 
Az (1.3.24) multipól diszperziós reláció levezetésének kényes pontja, hogy az 
amplitúdók multipól kifejtéseinek érvényességét feltételeztük a fizikai tartományon 
kívül is. A /-vágások miatt ez biztosan nem igaz mindenhol. Az со- és ^-kicserélés 
azonban az általunk vizsgált energiatartományban elhanyagolható, és az elmélet 
egyezése a kísérleti eredményekkel is mutatja az elmélet (legalább közelítő) helyes-
ségét. 
Figyelembe véve az (1.3.17) Watson-tételt, a multipól diszperziós relációkban 
a képzetes rész kifejezhető a valós résszel, és így (I.3.24)-ből integrálegyenletrend-
szert kapunk ReM,-re. Ezt megoldva a Watson-tételből lm M, is meghatározható: 
így a nN fáziseltolás ismeretében megkapjuk a fotokeltés multipólamplitúdóit. Az 
eljárás természetesen közelítő jellegű, hiszen a Watson-tétel csak alacsony energiákra 
vonatkozik, és az egyenletrendszer megoldásához az egész energiatartományban 
kellene ismerni a multipólamplitúdók fázisát. Az egyenlet jobboldalán szereplő 
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integrálban azonban az alacsonyenergiás tartomány adja a döntő járulékot. Ezen 
felül a kísérleti adatok kiértékelése azt mutatja, hogy a gyakorlatban csak az / ' = 0 
és 1 amplitúdókat kell megtartani, és ezek közül is messze a legfontosabbak az 
elektromos dipólok (£^°+,1>3)) és az M{3) mágneses dipól. így remélhetjük, hogy az 
integrálban az alacsonyenergiás tartományra, az összegezésben pedig néhány multi-
pólra szorítkozva is kielégítő eredményeket kapunk. 
I. 4. A diszperziós egyenletek megoldási módszerei 
Omnès—Muszkelisvili-módszer. Az előző paragrafusban láttuk, hogy az uni-
teritást kihasználva a multipól diszperziós relációkból szinguláris integrálegyenlet-
rendszert kapunk ReM,-re . Hasonló típusú egyenletekkel a diszperziós relációk 
elméletében gyakran találkozunk. Vizsgáljuk most meg kissé részletesebben a disz-
perziós relációk és az integrálegyenletek kapcsolatát. 
Titchmarsh tétele értelmében a következő három állítás ekvivalens: i) A valós 
tengelyen értelmezett f(x) komplex értékű függvény diszperziós relációnak tesz 
eleget (valós és képzetes része egymás Hilbert-transzformáltja): 
R e / W = | f ^ p - ä x (1.4.1) 
tl i л Л 
ii) f(x) egy a felső félsíkon analitikus komplex függvény határértéke: 
l im/(x + is) = f(x+) = fix) (1.4.2) 
£—0 
iii) f(x) Fourier-transzformáltja a felső félsíkon eltűnik. 
Könnyen megmutathatjuk azt is, hogy a Titchmarsh-tételnek eleget tevő f { z ) 
függvényre mindig igaz 
Tegyük fel, hogy a valós tengelyen ismerjük f(x) fázisát ó(x)-et. Mivel 
l m f ( x ) = e~iiM sin <5W/W (F4.4) 
a diszperziós relációt (1.4.2-3) szerint írhatjuk a következőképpen: 
- 1 J e _ i í ( * * sin S(x/)f(x') f ( x )
 = • I ^ (L 4 -5> 
Ez az egyenlet speciális esete az ún. Omnès—Muszkelisvili egyenletnek [5]: 
, M , л , 1 f e-»^ sin ô(x')f(x') f(x) = g(x) + — / —„ / dx (1.4.6) 
X —X—IS 
xo 
amelyben ú(x) és g(x) ismert függvények. 
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Mielőtt az (1.4.6) egyenlet megoldásába fognánk, megemlítünk néhány komplex 
függvénytani tételt, melyek bizonyítását az olvasóra bízzuk: 
1. Tétel: Legyen k(x) valós, folytonos és korlátos — ° o < x < + ° o esetén, és 
legyen / dx<°°. Ekkor a 
+ « 
ВД = I / 
x — z 
dx (1-4.7) 
komplex függvény a valós tengelyen kívül analitikus, K(z*) = K{z)* és l i m A ( z ) = 0 
(ha |z| -*•«> nem a valós tengelyen.) Ha van véges szakasz, ahol k(x) eltűnik, akkor az 
a szakasz is benne van az analiticitási tartományban, és K{z) a felső és alsó félsíkon 
ugyanahhoz az analitikus függvényhez tartozik. A jól ismert 
-1— = p l
 ±ins(x) 
x + is x - w 
összefüggés szerint az előző tétel k(x) és K(z) függvényére fennáll: 
K(x±) = h(x)±ik(x) 
(1.4.8) 
h(x) P [ p * l d x ' 
Л J X —X 
(1.4.9) 
2. Tétel: Legyen a k(x) függvény valós, folytonos, korlátos és legyen 
k(x) 
ад/ 
x ( x —z) dx (L4.10) 
Ekkor Kx(z) —K{z) + const., valamint 
A1(x±) = hx(x)±ik{x) 
т ^ 
HJx) = x— / >
 ч
 dx' = /г(х) + c o n s t . 
71 J x ( x — x ) 
(1.4.11) 
Az (E4.10) levonásos alaknak az előnye (E4.7)-tel szemben, hogy olyankor is 
rk(x) létezhet, amikor n dx a végtelenben divergál. Megjegyezzük még, hogy (1.4.9), 
ill. (1.4.11) tulajdonképpen a A^x*), ill. Kffx^yxa. vonatkozó diszperziós reláció: 
Re Kix*) 
+ 
lm K{x,:t)dx' 
X —X 
(1.4.9') 
illetőleg 
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« . * ( » * ) - * * £ / (1.4.1 г ) 
Térjünk most vissza az Omnès—Muszkelisvili egyenletre. Tegyük fel, hogy m á r 
ismerjük az fix) megoldást, és definiáljuk az F(z) függvényt a következőképpen: 
oo 
= _ L f 
2ni J Hz)  ^ / (I 4 1 2 ) 
Ekkor (I.4.6)-ot írjuk az 
fix) = g(x) + 2iF(x+) (1-4.13) 
alakban. Másrészt az 1. Tétel alapján Fiz) analitikus az [x0 , vágást kivéve, 
Fiz)* = Fiz*) és lim E ( z ) = 0 valamint 
Fix*-) - Fix~) = e~aM sin Six)fix) (1.4.14) 
(1.4.13)-at és (í.4.14)-et összehasonlítva adódik, hogy 
e~iiiMFix*)-Fix~) = e~iiM sin<5(x)g(jt) (1.4.15) 
Először a homogén egyenlet megoldásait keressük, tehát azt az f i x ) függvényt, 
amelyre 
XO 
így (I.4.15)-ben g ( x ) = 0 
-t és F0(x)-et kell írnunk. Ha tehát w(z) = log F0iz), akkor 
и>(х~) = wix*)-2iô(x) (1.4.17) 
Beláttuk, hogy ha / 0 (x ) megoldása (I.4.16)-nak, akkor (1.4.17) fennáll, és könnyen 
meggyőződhetünk arról is, hogy a megfordítás is igaz: ha az [x0, vágás kivételével 
analitikus vt'(z) teljesíti (I.4.17)-et akkor 
/„(x) = 2 (1.4.18) 
megoldása a homogén egyenletnek. Ennek alapján most már könnyen felírhatunk 
egy megoldást: 
H(Z) = viz) = L f -^ф—dx' 
n J X (X —z) 
*0 
oo 
»(**) = Qix)±iôix) = xPn f x*?lz)dx'±iS(x) 
/о ix) = 2/е°(ж+) 
(1.4.19) 
5 Fizikai Folyóirat X V U / 2 - 3 
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mert erre (1.4.17) teljesülését (1.4.11) biztosítja. Megjegyezzük, hogy az (1.4.9) bevo-
natlan alak — ha egyáltalán létezik — ettől csak állandóban különbözik. 
Az (1.4.19) speciális megoldás felírásánál lényegesen nehezebb probléma a 
megoldás egyértelműségének kérdése. A továbbiakban az egyszerűség kedvéért fel-
tesszük, hogy S(x) eleget tesz egy Lipschitz-feltételnek : 
|<5(x)—ÖOOl-cconst.lx-x'l" е > - 1 (1.4.20) 
Ekkor (1.4.19)-ben e(x) mindenhol véges, és így az (1.4.19) speciális megoldásnak 
nincs se pólusa se zérusa a valós tengelyen. 
Érdemes megvizsgálni a fázis diszkontinuitásának hatását a megoldásra. Legyen 
<5(x) az (1.4.20) feltételnek eleget tevő függvény, és legyen 
{<5(x) h a x S j í . 
p f —kn 
n J (x'~ 
kn ha 
dx' 
x)x' = к log 
XM X (1.4.22) 
miatt láthatjuk, hogy az (1.4.19) megoldásnak xm-ben pólusa vagy zérusa van asze-
rint, hogy fc<0 vagy k>~0. 
Hasonló módon győződhetünk meg arról is, hogy folytonos <5(x) esetén (1.4.19)-
ben g(x) х - * esetén a következőképpen viselkedik: 
p(x)~ — N log |x 
Nn = <5(+°°) 
ng |x| 1 
-<5(x0)J 
(1.4.23) 
(Megjegyezzük, hogy x 0 > — °° esetén folytonos <5(x) alatt olyan függvényt értünk, 
amelyre <5(x0) — 0.) (I.4.23)-ból következik, hogy az (1.4.19) megoldás a végtelen-
ben mint 
/ . ( * — ) - ^ (1.4.24) 
viselkedik. Következésképpen az A < 0 esetben az egész eddigi eljárás nem alkalmaz-
ható (már (1.4.12) sem írható fel). Ha viszont N>-0 akkor a fenti e"(;t+ '-szal együtt 
P(x)ev(x+ ' is megoldás, ha P(x) egy A-nél nem nagyobb fokú polinom. (Polinommal 
osztani nem lehet, mert mint láttuk ev<x* '-nak nincs zérusa.) Összefoglalva: az 
(1.4.16) homogén egyenletnek az 0 esetben nincs megoldása, az 1 esetben 
(1.4.19) az egyetlen megoldása, A s l esetén pedig végtelen sok megoldása van, mert 
ekkor (I.4.19)-et megszorozhatjuk egy tetszőleges, ZV-nél nem nagyobb fokú poli-
nommal. 
Térjünk most át az eredeti (1.4.6) inhomogén egyenlet megoldására. Tegyük fel, 
hogy a g(x) inhomogenitás az [x0,o°j vágás környezetében analitikus g(z) komplex 
függvény határértéke a valós tengelyen: g (x )=g (x + ) . Legyen definíció szerint: 
f(z) m g(z) + 2iF(z) (1.4.25) 
Ekkor (1.4.12) miatt / ( x ) = / ( x + ) megoldása az egyenletnek. Az (I.4.19)-ben defi-
niált u(z)-re f(z)e~v{z) szingularitásai egybeesnek g(z)e~viz) szingularitásaival, 
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ugyanis e"(z)-nek nincs zérusa, és megoldása a homogén egyenletnek, tehát (1.4.15)-
ből 
F(x+)e~vix+'>-F(x')e-v(x-) = e~UM sinô(x)g(x)e~v^ (1.4.26) 
Ebből viszont (I.4.25)-tel következik, hogy f(z)e~vU)-nek nincs meg az [x0, «>] 
vágása. 
8. ábra 
Ezek után a Cauchy-tétel egyszerű alkalmazásával felírhatjuk (E4.6) egy meg-
oldását. Vegyünk ugyanis egy olyan С görbét, amelyik nem fogja körül ge~v szin-
gularitásait (8. ábra). A Cauchy-integrálformulát felírva: 
vagyis 
2 ni J z —z 
с 
f(x) = /(jc+) = £__ / — i^-Ldz' 
J
 '
 JK
 ' 2ni J z -x-ie 
(E4.27) 
(E4.28) 
Az integrációs utat az [x0, vágásra deformálva kapjuk: 
oo 
f(x) = g(x)ei6(*> cosô(x) + - P / dx'8K) , 
ТС J X X 
sin <5(x') (E4.29) 
(Közben felhasználtuk, hogy Дх*) = в (x) ± iô (x).) Ennek a speciális megoldásnak 
az ismeretében felírhatjuk (E4.6) általános megoldását: a speciális megoldáshoz 
hozzáadhatjuk a homogén egyenlet tetszőleges megoldását, vagyis 
fa (x) = f(x) + ev(*+>P(x) (1.4.30) 
ahol P(x) egy tetszőleges, legfeljebb A-edfokú polinom. A megoldás létezéséről és 
egyértelműségéről ugyanaz mondható el, mint a homogén egyenlet esetében. 
Az (E3.24) multipól diszperziós relációk (I.4.6)-nál bonyolultabb egyenletre 
vezetnek. Tekintsük ezért az 
oo oo 
M , 1 í r / a í í a j j 1 í e-iHx">smô(x')f(x')dx' 
f(x) = g(x) + - / K(x, xjf(xjdx'+- /
 7 "J ' 
Я J Ж J X — X — / £ 
(1.4.31) 
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egyenletet, ahol a K(z,x') mag (z-ben) reguláris az [x0, «>] vágás közelében. На 
С' nem fogja körül ge~v, C" pedig Ke~" szingularitásait, akkor (I.4.27)-hez hason-
lóan 
oo 
f,vU) Г
 ev{z) Г e-v(z') l ' I Г 
J -Arn J w - w 
с' с" xo 
(1.4.32) 
Vezessük be a következő jelöléseket: 
l { z > x ) = 4 ü I 
dz' 
z —z 
с 
n z —z 
(1.4.33) 
Ekkor (1.4.32) és (1.4.31) egy Fredholm-egyenletre vezet: 
oo 
f(x) = ev(x*\G(x) + P(x)) + ev(x*) f L(x, x')f(x')dx (1.4.34) 
Xo 
Ha úgy, mint (I.3.24)-ben integrálegyenletrendszerrel van dolgunk, tehát az 
fi(x) = gi(x) + ^ 2 J Kij(x,x')fj(x')dx'+~ J 
e - w ) s m s j x j f j x ' ) ^ 
X —X — 1E 
(1.4.35) 
egyenletrendszer megoldását keressük, akkor is hasonlóan járhatunk el. Ha beve-
zetjük a 
Gfz) = X . J e - " ^ g i ( z ' ) ~ ) 
ci 
z —z 
(1.4.36) 
Cl 
jelöléseket, akkor most a következő Fredholm-egyenletrendszert kell megoldanunk : 
fi(x) = e^HGfx) + PJx)) + 2 f Lu(x, x')fj(x')dx' (1.4.37) 
j xo 
ND'1 módszer. Az előzőekben láttuk, hogyan lehet egy diszperziós relációnak eleget 
tevő függvényt a <5(x) fázis ismeretében meghatározni. Most egy másik, iterációs 
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megoldást akarunk tárgyalni. Legyen most is f(x) egy diszperziós relációnak eleget-
tevő függvény. Ekkor (1.4.2-3) szerint / ( х ) = ^ ( х + ) , ahol 
л J x-z л J 
J + B J+B 
e~iiM sin<5(x)/(x) 
x — z 
dx (L4.38) 
Feltettük, hogy Щг)-пек két vágása van : a 
balvágás (B) és jobbvágás (J) (1. 9. ábra). 
Ezen kívül tételezzük fel, hogy <5(x)-et J-n 
ismerjük (az uniteritásból). Keressük az 
J F (z ) függvényt az 
в 
• П г ) 
mz) (E4.39) 9. ábra 
alakban, ahol jv mindenhol analitikus, kivéve B-t, 2 pedig J-n kívül analitikus. 
Legyen Л'(х+) — п(х) és 3>(x+) — d(x), akkor 
J / x + ) = / ( x ) 
A Cauchy-tétel értelmében 
uT(z) = -
®(z) 
1 f I m " 
Л J X 
в 
- и 
n(x) 
d(x) 
( X ) 
lm d(x) 
x — z 
dx 
dx 
(1.4.40) 
(1.4.41) 
Tudjuk azonban, hogy d(x) B-n, n(x) pedig J-n valós, tehát 
- u 
2)(z) 
JT(z) = -
1 Г еШх) sin"1  
Л J X -
d(x) Im/(x) 
x—z 
ô (x) d (x) 
dx 
dx 
(1.4.42) 
Itt a második egyenlet egy homogén Omnès—Muszkelisvili egyenlet, melynek meg-
oldását (I.4.19)-ben felírtuk, d(x) ismeretében az első egyenletet megoldhatjuk 
iterációval : 
/ ( x ) = lim/n(x) /„(x) = d(x) 
l f d(x>)lmfn_y(x>) dx>  
Л J X — X—1E 
(1.4.43) 
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A kapott f{x) függvény megoldása az 
e~UM sin ô(x')f(x') 
B+J 
-x—ie 
dx' (1.4.44) 
egyenletnek. 
Hasonlóan alkalmazható az A D - 1 módszer az (1.4.6), (1.4.31) és (1.4.35) egyen-
letek megoldására is. Vegyük ezek közül például (1.4.3l)-et. A jobbvágás most 
J=IAo> + °°]> a balvágást g és К tartalmazza. Legyen В egy olyan görbe, amely nem 
fogja körül g és К szingularitásait, és definiáljuk az 
^(z) = g(z) + ± J " K(z, xjf(x')dx'+ l7z J Im/(x) dx (1.4.45) 
függvényt. A megoldást ismét az (1.4.39) alakban keressük, és ekkor (1.4.42) helyett 
a következő egyenletekre jutunk: 
_ - L f 
2ni J 
mz'){g(z')+[-J K(z\ x)f(x)dx) 
Л J dz' 
2(z) 
Az iteráció most a következő: 
giôM
 s i n - i s ( x ) d ( x ) 
x — z 
dx 
(1.4.46) 
f n ( z ) = 
w = -ы I 
9(z) ^ = i / 
®(z')g(z') 
&(z'){g(z') + l Í K ( z 
л J 
' ,x)f„_x(x)dx} 
z —z 
dz' 
dz' 
(1.4.47) 
Az A s 1 esetben a megoldás természetesen most sem egyértelmű. Ezzel a kérdéssel 
(ugyanúgy, mint a megoldás létezésének és konvergenciájának kérdésével) itt nem 
foglalkozunk. A fotokeltés esetében ezzel kapcsolatban utalunk a [6] munkára. 
Konform leképezés módszere. Tekintsük a 
z-sík konform leképezését az egységsugarú kör 
belsejére : 
A leképezés szemléltetésére a 10. ábrán berajzol-
tuk a valós tengely mentén monoton növekvő 
(..., x_2, x-i> 0> x2> *o> хз> •••) sorozat képét 
a Ç-slkon. Az előzőekben egy olyan f(x) függ-
vényt kerestünk, amelynek az [x0, jobbvá-
gáson ismertük a fázisát ú(x)-et: 
Im/ (x ) = ígú (x )Re / (x ) x £ [ x 0 , (1.4.49) 
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Tudtuk, hogy f{x)=f(x+), f(z*)=f(z)* és / (z ) mindenütt analitikus az [x0> 
vágást kivéve. Átfogalmazva a feladatot a ([-változóra: keresünk az egységsugarú 
kör belsejében anal i t ikus/(£) függvényt a felső félköríven és a [ —x0, 1] szakaszon, 
ha adva van ö(cp): 
Im/(e*>) = tgő{(p) Ref(e'v) (1.4.50) 
Mivel / (£ ) analitikus az egységsugarú kör belsejében, az 
/ ( 0 = 2 AkQke** (1.4.51) 
к 
hatványsor konvergál g ^ l-re. Mivel Ak=Ak miatt 
Im/(e'>) = 2 Ak sin kcp 
jc 
Re/(e'>) = 2 Ak cos kcp (IA52) 
к 
az (1.4.49) egyenlet szerint 
2 {sin kcp —tg ô (<p) • cos kcp} Ak = 0 (1.4.53) 
к 
Az (1.4.53) egyenletet numerikus módszerekkel közelítőleg megoldhatjuk. 
Az összegezést A-nál levágjuk és tekintjük a (<p1, ..., <pN) pontokat, ahol a ö(q>) 
ismert (mérési adatokról lévén szó, mindjárt figyelembe vehetjük ô(cp,) hibáit is!) 
Ezután (mivel K<zcN), a 
к 
2 {sin kcpi—tgôicpi) • cos k(pi}Ak = 0 (L4.54) 
*=o 
feltételből fitteljük az Ak együtthatókat. Ezek ismeretében a kapott / ( 0 függvényt 
már csak vissza kell transzformálni az eredeti z-változóba. 
A tárgyalt megoldásmódok közül minden kétséget kizáróan a legutolsó a 
legegyszerűbb, legáttekinthetőbb. BDW nemrég ezt a módszert alkalmazták [7] 
munkájukban, amelyben az 500 MeV-ig terjedő energiatartományra megmutatták 
a jelenleg ismert kísérleti adatok és az elmélet teljes egyezését. 
I. 5. Izobár modell 
A bevezetésben már megállapítottuk, hogy az 1 GeV alatti energiatartományban 
a fotokeltés hatáskeresztmetszetét a yp-*n+n folyamat közvetlenül küszöb feletti 
tartományától eltekintve a rezonanciák do-
minálják. A dominancia különösen szembe-
tűnő az A*(1236) rezonancia, az ún. első rezo-
nancia tartományában. A jelenség párhuzamba 
állítható az alacsonyenergiás nN szórással, 
amelyet szintén az N* (1236) dominál. A rezo-
nanciák „túltengésén" alapszik a fotokeltés 
izobár modellje. A modell alapfeltevése, hogy 
az adott energiatartományban az amplitúdókat 
jó közelítéssel megadja a 11. ábrán látható gráf: n. ábra 
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ahol a vertexeket bizonyos effektív kölcsönhatás feltevésével számoljuk. A nNN*-
vertexeket a következő effektív csatolás adja: 
h nNN* 
gnNN* 
m 
(1.5.1) 
Itt 11/ a nukleon (N) , az N*, cp pedig a pion (л) téroperátora. Ha figyelembe vesszük 
az izotópszerkezetet is: 
h. nNN* 
SnNN* 
m 
{ f t a N * a b c d n ( 7 . л у ь £ ы + N ; a b c N ' d " ( f . л)Ь,ЕЫ} (1.5.2) 
A y NN* vertexeket a két lehetséges effektív csatolás összegéből vesszük: 
h%> = '-^(.фупуЬф^л' + ^ а ^ у ^ ф ) 
(1.5.3) 
(1.5.4) 
H+(pY 
Itt AM a foton téroperátorát je-
löli. Megjegyezzük, hogy a disz-
perziós relációk nyelvén az izo-
bár modell azt jelenti, hogy az 
(M + m)2-nél kezdődő jobboldali 
Nn vágást az V*-pólussal köze-
lítjük, és ezen kívül minden más 
szingularitás hatását elhanyagol-
juk (elhagyjuk pl. a keresztezett 
V*-pólust is). 
A gnNN* csatolási állandót a 
TtN szórásból határozhatjuk meg. Számoljuk ki az (1.5.1) effektív kölcsönhatás 
járulékát a 12. ábrán látható gráfból. 
Az (F.2.48) segítségével a gráf járuléka: 
n f p , ) 
12. ábra 
R = I(2n)iôi(p1 + q1—p2 — q2) 
m 
gnNN* \2 Я2 dl 
2 (2 л)1 
m* + y-p 
"
2
 p2-M*2 
sllv 
зм* 
г PuPv 
1 
ш 
j «1 
(1.5.5) 
Itt M* az izobár tömege, / az izospintényező, amelyet a következőképpen számít-
hatunk ki: 
/ = flí(T - K * ) U c d i 2 «1 „ ( Л 1 - Т Й 8 " (1.5.6) 
perm (abc) 
Innen az egyes folyamatok izospinszorzója könnyen meghatározható, pl. 
1(л+р-*п+р) = 2 I(n°p-*K+n) = - 2 / 2 (1.5.7) 
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A szokásos jelöléseket bevezetve: 
R = {InfôAPi + qi-Pz-qù щ[А(s, t) + y-QB(s, t)]u, 
2(2 я)6 
q = 
я1 + я2 
(1.5.8) 
Az (1.5.5) és (1.5.8) összetevésből a tk rendszerben (ahol N* nyugalomban van) 
könnyen meghatározhatjuk az A és В amplitúdókat (a szokásos változókban [8]): 
a = i Sn NN* 
1 
m J p2 — M* 
(М* + М) J + j q 2 + W
2
-M2-m2 ( ш - М - Л / * ) | 
(1.5.9) 
Tudjuk, hogy а я N szórásnál 
e-\- m 
f— m (1.5.10) 
és ezekből az /j+ parciális amplitúdót a következőképpen számíthatjuk ki 
(t = (y-\)2q2, у = cos 0,k): 
A* = / dy(P1(y)A + PÁy)A) (1.5.11) 
(1.5.9-11) összetevéséből, egyszerű számítás eredményeként kapjuk, hogy 
z ASn^fE+M q\M* + W) 
/l+
 -
1
 n^J IMV M*2-W2 (1'5Л2) 
ahol E a tk nukleon energia, W a tk teljes energia, q pedig a tk pion impulzus abszo-
lút értéke. 
Figyelembe véve a rezonancia véges (Г) szélességét, az M*M* — — helyet-
tesítéssel ( Г « М ) közelítőleg kapjuk az 
? 
M*2-W2-iM*r (1.5.13) 
kifejtést. A P33 rezonáns яА-amplitúdó fáziseltolódását a Breit—Wigner formulával 
közelítve: 
s i n X , = м*гдщ\  
033
 M*2 -W2- iM*rq3lq% 
ahol qR=q értéke a rezonanciánál. (1.5.13) és (1.5.14) összehasonlításából a W— M* 
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helyen, meghatározhatjuk a rezonancia szélességét. A 7r+/>-csatornában pl., ahol 
1=2: 
_ (g*™*)2 Er + M _3 
{ m J ЗпМ* 
Гоо — r* Qr (1.5.15) 
Itt Er a rezonáns tk nukleon energia. A mért Г3 3 = 125 MeV szélességből a dimen-
ziótlan g„NN* csatolási állandó értéke: 
gnNN* = 1 Д 0 (1.5.16) 
A nNN* vertex ismeretében hozzáfoghatunk a fotokeltés számolásához (11. 
ábra). Végig a rezonancia nyugalmi rendszerében számolunk (tk rendszer) és az 
e0 = 0 sugárzási mértéket használjuk. Az 1.2 paragrafusban bevezetett jelölésekkel 
először itt is az A amplitúdókat határozzuk meg: 
Ax = il gnNN* 3me M*2 — w 2 f 0 ) [ M + M*-q0 + - m M*k0 (m2 - 3q0k0 - Mq0 - M*q0) + 
p(2) 
+ - (M+M*) (k0-q0-2M)-q0k0 + 2 Mq0 + m2 + M M * k 0 
• (2 (M + M*) k0 (q0 + M*) + m2 k0—2M*q0k0 — 3(M + M*) q0k0) + 
Ал = il 
+ 3 yqk 
A2 = il 
A3 = il 
gnNN*  
3me M*2-W2 
c(1) M + e™ e™ (M + M*) M 
M*k0 m m M*k0 
gnNN* _ J _ 3(M* — M)em  
3me M*2-IV2 2M*k0 
gnNN* 
\ (1.5.17) 
3me M*2-W2 3 е
(1)
 + Л4 
1 
e(1) [m2 + (M* + M)q0- 3q0k0] + 
o(2) 
+ — [(M + M*) (2M* ko - q0 k0) + m2 ko - 2M*q0.k0] + 
+ 3 yqk 
p(2) 
ew +—(M+M*) 
m 
1 
2 M* k0 
Határozzuk meg ebből pl. az M1 + multipólampiitúdót. (1.2.74) szerint 
1 
M , . = j dy 
^ A ^ + A срлу) - рош (1.5.18) 
MAGYAR 
TUDOMÁNYOS AKADÉMIA 
^ KÖNYVTÁRA 
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Az itt szereplő +-eket (1.2.31) segítségével fejezhetjük ki A-ból: 
+ [2M(W— M) — (FF2 — M2 — q • k)] A4) 
, UM+W)A1-g-kA3-
8nW\ W + Ex)(M + E2) 
- [2M(W+ M) + (FF2 — M2 — q • kj\A4) 
^ з - ^ ] [ ^ + Y i m 2 - M 2 ) A 3 - ( M E W ) A 3 + (MEW)A 4 ) (1.5.19) 
(1.5.19—I.5.17)-ből, a rezonancia véges szélességét figyelembe véve, egyszerű, de 
kissé hosszadalmas számítással kapjuk: 
М„ и il «•»»• 1 
m M*2-W2-irM* 24л 
Teljesen hasonlóan számíthatjuk ki a másik 1 +-os végállapotra vezető amplitúdót is: 
gnNN* 1 P 1 + = и 
m M*2-W2-iTM* 24л ] M + Ex 
A Gourdin és Salin által elvégzett kísérleti analízisből [9] kitűnik, hogy az első 
rezonancia csaknem teljesen átmenetnek felel meg, bár az E f j elektromos 
kvadrupól átmenet sem pontosan zérus, hanem 
E l +
 s ; - 0 , 0 4 5 (1.5.22) 
M 1 + 
A kísérleti adatokból az e(1) és e(2) csatolási állandókra az 
e(1) = 5,2e <?(2) = - 0 , 3 5 e (1.5.23) 
értékek adódnak. ([9]-ben ettől kissé eltérő adatok vannak megadva, mert ott a 
rezonancia szélességére r = 1 4 0 M e V - e t használnak, ld. még [10]-et.) 
Megjegyezzük, hogy az (I.5.3-4)-ben felírt effektív csatolások nem mérték-
invariánsak, csak a tk rendszerre és a sugárzási mértékre vonatkoznak. A mérték-
invariáns csatolásokat Gourdin és Salin [11] munkájában találhatjuk meg. Ezek a 
következők : 
e(3> 
h%* = - — [фуекл. + ф.уроф] P " v 
e(4) 
= - — [ ф У р р . + д . ф ^ Е ^ (1.5.24) 
„ ( 5 ) 
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(F"v = #MV —dM" a térerősségtenzor.) Az itt szereplő csatolási állandók értéke 
(könnyen beláthatjuk, hogy H$ N * és H$N* ekvivalens, ezért feltesszük, hogy 
e ( 4 ) _ e ( 6 ) j . 
e(3) = 0,354e 
(1.5.25) 
e w = e w = _ 0 ,004 e 
Az izobár modell, különösen a rezonancia közvetlen közelében igen jó egyezést 
ad a mért hatáskeresztmetszetekkel. Egyszerűsége mellett az az előnye is megvan, 
hogy minden nehézség nélkül kiterjeszthető a második (Z)13) és harmadik (Fls, Dn) 
rezonancia tartományára is. Elegendően pontos mérési adatok még csak a második 
rezonancia tartományában ismertek. Az izobár modell itt is jó eredményeket ad. 
A fellépő csatolási állandókat Gourdin és Salin [9, 12] ebben az esetben is meghatá-
rozta. Itt a számolás részletezése nélkül közöljük az eredményeket (megjegyzendő, 
hogy az általunk a P33-ra levezetett képletek D13-ra kissé módosulnak, mert az 
előbbi egy 3 /2 + , a második egy 3/2~ rezonancia): 
g„NN» = 0,98 e%„ = 0,0117e (1.5.26) 
Az analízis azt mutatta, hogy a második rezonancia túlnyomóan E f t , tehát elektro-
mos dipól (az М2(У mágneses kvadrupól elhanyagolható.) 
I. 6. Történeti áttekintés, mérési eredmények 
A fotokeltés diszperziós relációkon alapuló elméletét Chew, Goldberger, Low, 
Nambu (CGLN) alapozta meg 10 éve, 1957-ben [13], egyidőben az alacsonyenergiás 
nN-szórás diszperziós elméletével. A két folyamat elméletének fejlődése a továbbiak-
ban is párhuzamos maradt, ami érthető, hiszen mint láttuk, az 1.3-4 paragrafusban 
ismertetett elmélet segítségével a nN fáziseltolásokból a fotokeltés minden jellemzője 
meghatározható. 
A CGLN elmélet az (1.3.24) multipól diszperziós relációkon alapszik, feltéve, 
hogy a képzetes részek integráljában az M{3) multipól mellett a többi elhanyagol-
ható. A másik lényeges közelítés és egyszerűsítés az, hogy a Born-tagokat és az 
integrálegyenlet magját a sztatikus határesetben számoljuk (m/M-ben nulladrend-
ben). A látszólag durva közelítések ellenére a CGLN elmélet igen jó eredményeket 
adott. Az azóta eltelt 10 évben az elmélet gyakorlatilag nem sokat változott, és ami 
azóta történt az csak bizonyos kisebb korrekciók figyelembevétele. Höhier és Mül-
lensiefen [14] és Höhler, Dietz, Müllensiefen [15] vizsgálták meg a visszalökődési 
effektusok szerepét (m/M-ben első rendig elmenve), míg а лл kölcsönhatás hatását 
a 2n(q) és Зл(со) cserével Ball [2] vette először figyelembe. A teljesen relativisztikus 
számolást az és Е{0\3) multipólokra Donnachie és Shaw [16] végezte el először. 
Ball cikkében [2] az eredeti multipól megfogalmazáshoz képest annyi változást 
találunk, hogy ő közvetlenül az amplitúdókra vonatkozó (1.3.4) rögzített 1 diszper-
ziós relációkat használja (és ezzel elkerüli az igen bonyolult multipól projekciókat). 
A képzetes részt azonban továbbra is teljesen lm A/[3)-mal közelíti, amelyre a 
CGLN megoldást veszi. 
A Omnés—Muszkelisvili-egyenlet tárgyalásánál 1.4-ben láttuk, hogy az egyen-
let megoldása korántsem egyértelmű: hozzáadhatjuk a homogén egyenlet tetsző-
A PIONOK FOTOKELTÉSE 2 0 3 
leges megoldását. Ez a diszperziós elmélet egyik legsúlyosabb problémája, mert 
nagyon nehéz fizikai megfontolások alapján valamilyen kritériumot találni az igazi 
megoldás kiválasztására. A CGLN elméletben a vezérelv, ami lehetővé teszi a válasz-
tást, az a korábbi rögzített forrás modell [17]. Mennessier [18] megmutatta, hogy 
ez (I.4.30)-ban a P ( x ) = 0 választásnak felel meg: az Omnès—Muszkelisvili-egyen-
letben a keresztezést elhanyagolva, és a Born-tagok közeli szingularitásait figyelembe 
véve P = 0 adja a CGLN megoldást, ami a kísérlettel jól egyezik. Rendkívül érdekes 
azonban, hogy ha a keresztezést továbbra is elhanyagolva az egzakt Born-tagokat 
vesszük, akkor az Omnès—Muszkelisvili egyenletből nagyon rossz, majdnem egy 
nagyságrenddel kisebb eredményt kapunk. A megoldás tehát igen érzékeny a keresz-
tezésre, mert a nukleon kicserélési tag kis járulékot ad, és így az N* elektromágneses 
tulajdonságait majdnem teljesen sajátmaga „butsztrappolja". 
Láthatjuk, hogy a multipól diszperziós relációkban a nehéz probléma a nem-
fizikai szingularitások meghatározása. Vannak olyan próbálkozások is, mely 
szerint a balvágást bizonyos közelítésben megadják a létragráfok [19]. Ez a poten-
ciálszórásban a Yukawa-potenciálok esetén így van, és hasonló feltevések a szórásnál 
eredményesnek bizonyultak. 
A diszperziós egyenletek megoldására, mint E4-ben láttuk, az NDmódszer 
is alkalmazható. A fotokeltésre ezt a módszert nemrég Schwela, Rollnik, Weizel 
és Korth [6] alkalmazta. Az ND_1 módszer visszaadja a megoldás már említett 
jellegzetességeit: keresztezés nélkül a pontos Born-tag nagyon rossz eredményeket 
ad. Ezt a homogén egyenlet megoldásának hozzáadásával korrigálhatjuk. Feltéve, 
hogy ^зз(°°) —71 (amire egyébként semmi komoly érvet nem lehet felhozni, bár 
tudjuk, hogy a rezonancia környezetében <533 0-tól л/2-en keresztül л-hez tart), a 
megoldás egy tetszőleges paramétert tartalmaz. A • paramétert vehetjük a kísérlet-
ből, vagy itt is hivatkozhatunk a sztatikus elmélet eredményére. 
Az Omnës—Muszkelisvili-egyenlet alkalmazásának másik kényes pontja, hogy 
a Watson-tétel érvényességét minden energiára fel kell tételezni, pontosabban a 
multipólok fázisát az egész energiatartományban (tehát + °=>-ben is) ismerni kell. 
A nehézségeket ugyan a BDW által legutóbb alkalmazott konform leképezés mód-
szere sem oldja meg, de megmutatja, hogy ezek az elvi szempontból igen súlyos 
ellenvetések a gyakorlati eredményeket az alacsonyenergián szinte egyáltalán nem, 
vagy csak igen kis mértékben érintik. A módszer ugyanis lehetővé teszi, hogy a meg-
oldás hibáját megbecsüljük anélkül, hogy a végtelenben a multipólusok fázisának 
kényes kérdését feszegetnénk. 
BDW megoldásának menete a következő: az (E3.24) egyenletrendszert több 
lépcsőben oldjuk meg. A nN fáziseltolások ismeretében kiválasztjuk azokat a multi-
pólokat, amelyekre a szórási fázis a vizsgált tartományban nagy. Ezek: , 
(F33-végállapot), E^ ( - Su), E$ ( -»• S31) és M[3) ( - P 3 1 ) . Ezekben az esetekben 
a visszaszórási tagokat nem lehet elhagyni, a teljes egyenlet megoldását kell keresni. 
Ha azonban a szórási fázis kicsi, akkor Im M = tg cp-Re M, miatt a visszaszórási 
tag elhanyagolható. A multipólus valós részét a Born tag adja + a keresztezett tagok, 
amelyekben mindvégig szorítkozhatunk s- és p-végállapotokra: / ' = 0, 1. Ezek közül 
is messze a legfontosabb M[V. Mivel azonban az M ( 0 ) multipólusok nem kevered-
nek az M(1,3) multipólusokkal, azokban a fő járulékot E $ adja. A magok részletes 
vizsgálatából kiderül az is, hogy az M(1,3) multipólok közül M]3) csak gyengén 
van csatolva a többihez, ezért különválasztva tárgyalható. A lényeges csatolás itt 
E$ és E{(3> között van. 
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13. ábra 
Ezek alapján a megoldás menete a következő: 
1. A Born-tag figyelembevételével, a keresztezés elhanyagolásával megoldjuk 
(I.3.24)-et -ra. 
2. Ugyanezt tesszük -ra. 
3. Megoldjuk az egyenletet Ef) és Е$ -ra a Born-tag + M{+' figyelembevételé-
vel. A kapott megoldást Efi) -re beírjuk E / f egyenletébe és viszont, majd újra meg-
oldjuk az egyenleteket, mostmár ezek figyelembevételével. Az eljárást addig folytat-
juk, amíg konzisztens megoldást nem kapunk. 
4. Megoldjuk E[V, egyenleteit a Born-tag + Efi) + + Mf} közelítés-
ben. 
5. A többi multipólust (/-végállapotokkal bezárólag), a visszaszórási tagot 
elhagyva, a már ismert multipólok figyelembevételével meghatározzuk. 
Az eredményeket a 13—16. ábrán láthatjuk. Először összehasonlítás végett a 
domináns M[3) multipólusra a CGLN és BDW megoldást hasonlítjuk össze a 13. 
ábrán. A — £j3 )/Mj3 ) arányt (amelyre a CGLN elmélet zérust adott) a 14. ábrán 
láthatjuk, Ezt érdemes összehasonlítani az izobár-modellben kapott (1.5.22) értékkel. 
! - t e 
14. ábra 
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Láthatjuk, hogy az egyezés a rezonancia közvetlen közelében (300—350 MeV) 
igen jó. A 15/1—39. ábrán a yp—n+n folyamat differenciális hatáskeresztmetsze-
tére a BDN eredményt (hibával együtt rajzolva) összevetjük az izobár modell ered-
ményeivel és az ismert mérési adatokkal. A BDW elméleti görbék és a mérési adatok 
igen jó egyezést mutatnak. Figyelemre méltó, hogy az izobár modell, különösen a 
rezonancia közelében, igen jó eredményeket ad. A BDW görbéktől szisztemetikus 
eltérést csupán a yp-+n°p folyamatnál, egész alacsony energián (200 MeV alatt) 
találunk. Itt az E0+ multipólok majdnem teljesen kioltják egymást. Elképzelhető, 
hogy az co-kicserélés figyelembevételével ez a kis eltérés a korrigálható (a g-kicserélés 
Г
епу
 kis értéke miatt elhanyagolható). 
Megemlítünk még egy érdekes eredményt [20]. Ismeretes, hogy a nN fázis-
analízisből felfedeztek egy igen különös rezonanciát a Pu (1450)-et, amelyik minden 
valószínűség szerint St/(3) antidekupletbe tartozik a zj (1880) rezonanciával együtt. 
A Pn St/(3)-klasszifikációjának egyik próbaköve éppen a fotokeltés. Ha ugyanis 
Pn oktetbe tartozna, akkor a bomlása nukleon + y-ra tiltott lenne. Ha Pu anti-
dekupletbe tartozik, akkor a bomlás p -f y-ra tiltott, de n + y-ra megengedett, azaz 
a P u -e t protonon nem lehet fotokelteni, neutronon viszont lehet. Jelenleg a rezo-
nancia tartományában (~500 MeV) a yn-+n~p folyamatra nincs közvetlen mérési 
adat. Az elmélet azonban ezt a folyamatot, is meghatározza a fáziseltolásokból. 
Az eredmény az, hogy a neutronon a keltés hatáskeresztmetszete két nagyságrend-
del nagyobb, mint protonon (ld. pl. 500 MeV-re a 16. ábrát, összehasonlításul a 
15—39. ábrával). Ez meggyőzően mutatja, hogy a Pn (1450) valóban antidekuplett 
tagja. • 
Az elmélet határait a magasabb energiák felé a Watson-tétel érvényessége 
szabja meg. A Watson-tétel az inelasztikus küszöb alatt szigorúan igaz, és várható, 
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II. TÁBLÁZAT hogy jó közelítés azokban a tar-
tományokban is ahol az inelasz-
tikus effektusok még elhanyagol-
hatók. Ez magyarázza az elmélet 
sikerét 500 MeV-ig is, hiszen a 
névleges inelasztikus küszöb 
322 MeV-nél van. A nN fázis-
analízisből azonban tudjuk, hogy 
ennél jóval magasabb energiákon 
sem figyelhető még meg inelasz-
ticitás. A 2. Táblázatban azt a 
Rezonáns parciál is hullámok Több i parciális hul lá in 
Sn 410 (MeV) 700 
370 
700 
750 
750 
530 
800 
Slx 310 
л ! 250 
P33 5 50 
Di3 370 
O l 5 580 
/ i s 580 
laboratóriumi pion energiát adjuk meg a különböző parciális hullámokra, ahol az 
inelaszticitás megfigyelhető. 
Végül érdemes egy kicsit elgondolkozni azon, hogy mi volt az eddigi elméleti 
fejtegetésekben az elektromágneses. A közelítő jellegű izobár modellről egy pilla-
natra elfeledkezve, a számolás az analiticitáson és unitaritáson alapult, ami semmi-
képpen sem nevezhető csupán az elektromágneses kölcsönhatásra jellemző, egyedi 
tulajdonságnak. Amit az elektromágneses kölcsönhatás jellemzőiből ténylegesen 
kihasználtunk, az az áram izotópszerkezete és a pólustagokban fellépő elektro-
mágneses formfaktorok számértéke. 
1. J. T. Beale, S. D. Eck/und, R. L. Walker, Report CTSL-42, CALT-68-108, 1966. 
2. J. S. Ball, Phys. Rev. 124, 2014, 1961. 
3. К. M. Watson, Phys. Rev. 95, 228, 1954. 
4. F. A. Berends, A. Donnachie, D. Weaver (BD W) : Photoproduction and Electroproduction 
of Pions I. — Dispersion Relation Theory, CERN preprint 1966. 
5. R. Omnès, Nuovo Cimento, 8. 316, 1958. 
N. Muskelischwili, Singulare Integralgleichungen. Akademie Verlag, Berlin 1965. 
6. D. Schwela, H. Rollnik, R. Weizel, W. Korth: Evaluation of Multipoles for Photo — and 
Electroproduction of pions, Bonn preprint, 1967. 
7. F. A. Berends, A. Donnachie, D. Weaver (BD W) : Photoproduction and Electroproduction of 
Pions II. — Photopion Production Below 500 MeW, CERN preprint, 1967. 
8. Я . Hamilton, W. S. Woolcock, Rev. mod. Phys. 35, Til, 1963. 
9. M. Gourdin, Ph. Salin Nuovo Cimento, 27, 194, 1963. 
10. S. Fubini, G. Furlan, C. Rosetti, Nuovo Cimento 40, 1171, 1965. 
11. M. Gourdin, Ph. Salin, Nuovo Cimento, 27, 309, 1963. 
12. Ph. Salin, Nuovo Cimento, 28, 1294, 1963. 
13. G. F. Chew, M. L. Goldberger, F. E. Low, Y. Nambu, Phys. Rev. 106, 1345, 1957. 
14. G. Höhler, A. Müllensiefen, Z. Physik, 157, 30, 1959. 
15. G. Höhler, К. Dietz, A. Müllensiefen, Z. Physik, 159, 77, 1960. 
16. A. Donnachie, G. Shaw, Annals of Physics, 37, 333, 1966. 
17. G. F. Chew, F. E. Low, Phys. Rev. 101, 1579, 1956. 
18. G. Mennessier, Nuovo Cimento, 46, 459, 1966. 
19. F. Gudbrod, D. Simon, On the Theory of Photo- and Electroproduction of the N* (1236), 
DESY preprint, 1967. 
20. A. Donnachie: The Importance of Looking for the Roper Resonance in Pion Photopro-
duction on Deuterium CERN preprint, 1967. 
21. M. Jacob, G. C. Wick, Annals of Physics, 7, 404, 1959. 
IRODALOM 
A PIONOK FOTOKELTÉSE 2 1 5 
Függelék 
F.l . Kétrészecskeállapotok tömegközépponti rendszerben 
Egyrészecskeállapotok normálása. Az általunk használt invariáns normálásban 
a p impulzusú, h helicitású \p, h) síkhullámállapotok eleget tesznek a 
(ph\p'h') = p0ős(p-p')óhh. (F . l . l ) 
normálási feltételnek. Itt p0 = (m2+p2, ahol m a részecske tömege. Ha az állapot 
normáját Lorentz-invariáns 
(<P\<P)= Jjo(x)d3x (F.l.2) 
JCO 
alakban írjuk, akkor ezeknél az állapotoknál a jfix) sűrűség 
7o = (F.1.3) 
Példaként nézzünk néhány egyszerű esetet: 
j(spin) = 0, w( tömeg)xO: 
s = m A 0: 
5 = 1 , m = 0: 
rpfix) = , (F.l.4) 
(2(2nf 
Ф
в
, и (x) = и (p' h); ü(p h) и (p h') = môhh, (F. 1.5) 
A^fix) = E"(k,h) 
- (2(2nf ~ 
s*« ( k h) e fik h) = ôhh. k'£ fik h) = 0 
(F. 1.6) 
A kétrészecskeállapotokat leírhatjuk az egyrészecske állapotvektorok direkt szorza-
tával : 
\_P1P2hhi) = |/A><E>|E2A2> (F. 1.7) 
Ekkor természetesen : 
(PiPihKWiPíKK) = ôhl óhí hípwp20 Ô3 (px - p í ) <53 (p2-p2) (F.l.8) 
Helicitásállapotok tk rendszerben [21]. Legyen egy síkhullámban az impulzus abszo-
lút értéke p, az iránya p (s a spin, h a helicitás, a tömeg egyelőre X 0), és jelöljük ezt 
az állapotot \pph)-xa\. p = ó legyen a z-tengely iránya. Ekkor |oóú0) nyugvó részecs-
két jelöl, melynek spinvetülete a z-tengelyre h0. Ebből az állapotból Lorentz-transz-
formációval minden |pph) állapot megkapható. Ha / az impulzusmomentum operátora, 
L(0-*-p) a z-tengely menti tiszta Lorentz-transzformáció operátora, amely о impul-
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zusból p impulzust csinál, és R(oc, ß, y) = e ш*е ,ßJ*e iyJz az (a, ß, у) Euler-szögek-
kel jellemzett elforgatás operátora, akkor 
(Л±iJy)\oóh0) = |/(jqFh0)(s±h0 + 1) |oóA0±l) 
Pf(o-*p)\oóh) = I póh) 
К(Ф, 0, - Ф)\ро1г) = Ipph) = е№ф£(Ф, 0, o)\pôh) 
(F. 1.9) 
Itt a (0 , Ф) polárszögek a ^-irányt adják. Ha a tömeg m = 0 akkor h = ± í , és nin-
csen nyugvó részecske. Ekkor (F.1.9) első két egyenlete helyett 
Y\póh) = r]\pô-h), Y = e~inJ>p (F.1.10) 
ahol P a tértükrözés operátora, q = + l a paritás. A P operátor hatása az m A 0 
esetben a következő: 
P\ôôh) = n\ôôh) (F. 1.11) 
Az Y operátor hatását az mXO esetben a következőképpen határozhatjuk meg : 
az 7?(a, ß, у) elforgatáshoz a forgáscsoport (27+1) dimenziós irreducibilis ábrázo-
lásában a 
D U 4 « , ß , y ) = e-'M*dJMM.(ß)e- iM,y (F.1.12) 
mátrix tartozik, és 
<&-00 = ( - 1 Г Ч ' . - » (F. 1.13) 
ezért 
е~
ш>\5ôh) = 2 dfh(n)\ôôh') = {-\y-h\ôô-h) (F.1.14) 
h' 
Következésképpen, (F. 1.11) és (F.1.14)-ből. 
Y\póh) = q( — iy~h\pó — h) (F.1.15) 
Eddig az egyrészecskeállapotokkal foglalkoztunk, előkészítésképpen. Most 
rátérünk a tulajdonképpeni cél, a kétrészecskeállapotok tárgyalására. Mivel tetsző-
leges kétrészecskeállapot alkalmas Lorentz-transzformációval a tk rendszerbe transz-
formálható, elég tk állapotokat tekinteni, tehát ezentúl mindig 
Pi = = q = (q,q) = (q, &, Ф) (F.1.16) 
Ha a kétrészecskeállapotok leírására az (F. 1.7) direkt szorzat állapotokat használ-
juk, akkor általában igaz a 
\P1PP2P2Kh) = Я (1 )(Ф!,©!, -Ф1)®^2)(Ф2,02, -Ф^РгО.МКК) (F.1.17) 
összefüggés. Tk rendszerben (F.1.16) szerint 0X = 0 , Ф1 = Ф, 0 2 = л — 0 , Ф2 =Ф ± л. 
Innen látható, hogy (F.1.7) helyett célszerűbb kissé más állapotvektorokat hasz-
nálni a kétrészecskeállapotok leírására. Ugyanis, ha 
Ip2óh2} = ( - i y» - in e - f jW\р 2 0Н г ) (F.1.18) 
és 
I q ô h f i , ) ^ \qôlh)®\qôh2} (F.1.19) 
valamint 
7?(Ф, 0 , - Ф) = 7?(1)(Ф, 0 , - Ф)®К(2\Ф, 0 , - Ф) (F. 1.20) 
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akkor Л(Ф, в, - Ф)|д0А1Аг) = |qqhf iÉ) = 
(F.1.21) 
= ^"(Фх,©!, -Ф1)|^0А1>(8)/г(2ЧФ2«02, — d>2)\qőh2)(— 1)52-Лге-2;ф/>. 
Ez azt jelenti, hogy \qqhxh2) csak egy fázisszórzóban különbözik \p1p2h1h2)-tő\, 
tehát ugyanazt a fizikai állapotot írja le. A fázisszorzó megválasztásával viszont 
elértük, hogy \qqhxh2) formálisan úgy viselkedik, mint egy egyrészecskeállapot, 
amelynek két helicitása van: és h2. Könnyen beláthatjuk azt is, hogy 
\qqhxh2) = eih*R(<P, 0,o)\qÔhxh2) (F.1.22) 
ahol h = hx — h2. 
Térjünk ki még az állapotok normálásának kérdésére. A |pph) állapotot ve-
hetnénk egyszerűen jpA)-val egyenlőnek, és akkor a normálást (F. 1.1) adná. Ben-
nünket azonban most |qqhfi i f ) érdekel, ami mindig a tk rendszerre vonatkozik, 
és igy az invariáns normálás most nem jelentene semmi előnyt. Ezért a | q q h f i f 
állapotokat úgy normáljuk, hogy 
(qqKh2\q'q'h[h'2) = ôhlhlSh2h'tô(q-q')ô2(q-f) (F.1.23) 
legyen. Megjegyezzük, hogy ez az eljárás a H kétrészecske Hilbert-tér 
H = f@d3P dqd2qH(Pqq) (F.1.24) 
(yiq n Md n I 
P = px+p2, q = —— — , mert 
m1 + m2 ) 
à\q~q') = q-2à(q-q')ô2(q-q) (F. 1.25) 
A tk rendszer állapotai H(P—o, q, </)-ban vannak. Rögzített energia (tehát q) 
esetén H(P = o, q,q) állapotait jelölhetjük \qhfiif-\e\ is (ld. pl. (F.1.27)-ben). 
Legyen A egy olyan operátor, amely T^-vel felcserélhető (transzlációinvariáns). 
Mivel P0 = Уm\ + q2 + Уm\ + q2 , ezt mondhatjuk úgy is, hogy A a H(P = rögz., 
q — rögz., q) Hilbert teret önmagába viszi át. Ekkor 
S(q - q>) = fiPio+P^ s { P o _ p ' o ) ( р . ! . 2 6 ) 
p10p20 
és (F. 1.8) miatt 
(рфКИ2\А\р[р'2КИ'2) = (2 nfôfiP, - P'„ ) (q/h/i2\A (Ptí)\qh[ A 2 ) | 
(F. 1.27) 
Eddig azzal az esettel foglalkoztunk, amikor a mátrixelem két oldalán m1, m2 ugyan-
az. Ha W j X m j , m 2 k m 2 , akkor (F.1.27) helyett 
(p1P2h1h2\A\pip2h'1h' î) = (2л)4 <54(/>„-P;) (qКh2\A(Pg)\q'h[h2> 
(2nyvqq ~ 
(F.1.28) 
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Erre az összefüggésre a hatáskeresztmetszetek számításánál van szükség. Legyen a 
szokásos módon az S-operátor 
S = I+iR (F.1.29) 
Ekkor (F.1.28)-ból a differenciális hatáskeresztmetszet 
\2 da 12л 
~dq I y ) (F. 1.30) 
Impulzusmomentum állapotok. A (teljes) impulzusmomentum sajátállapotait az 
impulzus \qqh,h2) sajátállapotaiból a következőképpen állíthatjuk elő: ha az adott 
energiájú és helicitású impulzusmomentum sajátállapotokat I q J M h f J v e l jelöljük, 
akkor egy tetszőleges \qyfh,h2) állapotot kifejthetünk 
\qißh1h2) = ZC%\qJMhxh2) 
JM 
alakban. Legyen 
R(a,ß,y)\qöh1hi) = £ Cffl\qJMh,h2) (F.1.31) 
JM 
Ek kor 
(qJMhMRWylqJ'M'KK) = öjj,DJMM(.«ßy) (F. 1.32) 
miatt 
R(aßy)\qöl4h2) = 2 DJMh(xßy)C°M\qJMh,h2) (F. 1.33) 
JM 
és így, felhasználva az 
/ s i n ßdßdzdyDJM\M^ßy)D]Mim(aßy) = j^ôMlMiôM2Miôjr (F.1.34) 
ortogonalitási összefüggést, (F. 1.21-22) alapján kapjuk: 
IqJMh,h2) = 1/ /sinßdßdzDÜMß,0)e~ih*\qßoiKhA (F.1.35) 
A normálási tényezőt úgy választottuk, hogy (F. 1.23)-ból 
(q J M h,h2\q' J' M' h[h2) = ö(q - q')ôjrôMM.ôhlhlôhlh>t (F. 1.36) 
adódjon. Az (F.1.35) összefüggést írhatjuk a 
(qqlhh2\q'JMlhh2) = S(q-q') ]^±1/)&(*, - Ф) (F.1.37) 
alakban is. Visszatérve a hatáskeresztmetszetre, (F.1.37)-ből, az R operátor forgás-
invarianciája miatt írhatjuk, hogy 
(qhMRiPJq'KK) = 2 {KK\R\q)\hiK) 
JM 4Л 
0 , -Ф)й]
м
„ (Ф', &, - Ф ' ) (F.1.38) 
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Ha a beeső nyaláb q ft z irányú, akkor 7)^,(0, 0, 0) = , miatt ebből a következő 
parciális hullám kifejtésre jutunk: 
(qhxh^RiP^qKK) = 0, - Ф) (F. 1.39) 
A differenciális hatáskeresztmetszet tehát (F.1.30)-ból, (F. 1.12) szerint 
= ^ ъ и + т с ч в ^ ш к у ъ т ё * * - » ? (F . 1.40) 
Az adott impulzusmomentumú állapotokat (F.1.35)-ben állítottuk elő, az ún. 
helicitás-csatolás segítségével. Lehet azonban olyan impulzusmomentum saját-
állapotokat is előállítani, amelyek nem a helicitással, hanem más kvantumszámokkal 
jellemezhetők. Ilyen állapotokat kapunk az Is- és //'-csatolással. Először is a tk 
rendszerben bevezetünk egy (nemrelativisztikus) koordinátareprezentációra emlé-
keztető reprezentációt (a „relatív-helyzet reprezentációt"). Legyen x = xx — x2 
a két részecske relatív helyzete, ekkor ebben a reprezentációban 
<x| Ц К К ) = e ' 3 5 X s i h l ( l ) X s 2 h 2 ( 2 ) { ^ (F.1.41) 
(A normálás (F.1.23)-nak felel meg, mert /c/3x|x)(x| = / . ) Itt XS1Í11(1) és &2,,2(2) a 
Aj, ill. Л2 helicitásnak megfelelő spinfüggvények, vagyis 
( r . l .42) 
Xs2Ä2(2) = Я<2>(Ф, 0 , - Ф ) и ^ ( 2 ) 
ahol usm az j-spinű, s2=m vetületű (normált) spinfüggvény. Mivel usm-en a forgás-
csoport 25+1 dimenziós irreducibilis ábrázolása valósul meg, (F.1.42)-ből könnyen 
adódik 
"
+
чт1(1)Х51Л1(1) = ПшН1(Ф, 0 , - Ф ) ] 
2)x„»,(2) = в, -Ф)\ 
(F. 1.43) 
Tekintsük most a relatív (pálya-) impulzusmomentum operátorát: 
L = xXp (F.1.44) 
Ennek normált sajátfüggvényei a gömbfüggvények: 
f d2xYlm(x)Yrmfx) = öwömm. (F.1.45) 
Vezessük most be az (F.1.41) síkhullámállapotok helyett az 
(x\qlmmim2) = gl (xq) Ylm (x) mSi mi (1) uSi m2 (2) — ( F . 1 . 4 6 ) 
teljes rendszert. Itt 
! \ ß jl + váx) 8 l { x )
 = ( p - L 4 7 ) 
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(J a Bessel-függvény), tehát 
f x2dxg:(xq)g,(xq) = (2 nfô(q-q')q~2 (F.1.48) 
és 
e !?5 = Zgfqx) Y*lm (q) Ylm (x) (F .1.49) 
lm 
(F.1.45) és (F.1.48) szerint ez a teljes rendszer ortonormált: 
(qlmmym2\ql'm'm[m'2) = ô(q-q')ôwômmó^^ó»,^ (F.150) 
Könnyen beláthatjuk azt is, hogy (F.1.43), (F. 1.45-46), (F. 1.48-49)-ből 
(qlmtrhm2\q'qhyh2) = ő(q-q')Y*lm(q)DXlhl(<P, 0, -<P)D%2_h2(4>, 0, - Ф) (F.1.51) 
következik. Figyelembe véve a 
7?mími T3m2m2 = Z C h m ; h „ , , Ch m i h ,„2 Д„.,„ (F.1.52) 
i 
összefüggést (C = Clebsch—Gordan együtthatók), valamint azt, hogy 
Ylm(&, Ф) = jí Ъ ~ DUФ, 0, - Ф) (F-1-53) 
az (F.1.37), (F.1.51) skalárszorzatok értékeiből könnyen kiszámíthatjuk a 
<iqlmnhm2\q'JMIhh2]> = ô(q-q') \ 2J + j 2 QTU7+ 21+ 1 > _ _ Xj *-'simis2m2 
(F. 1.54) 
у—'.s/l S-J M f . I h 
G s , h. S] — /i2 /m smi + ms^ losh 
skalárszorzatot is. 
Az /х- és //-csatolást a \qlmmym2) állapotok segítségével definiáljuk. Mivel a 
teljes impulzusmomentum a relatív impulzusmomentum és a spinek összege: 
M = L + Sy + g2 (F.1.55) 
M sajátfüggvényeit a Clebsch—Gordan együtthatókkal felépíthetjük: /x-csatolás: 
\qJMls) Z O Í L ,
 + m 2 т у т , ) . (F. 1.56) 
m mi ma 
//'-csatolás: 
• \qJMlj) = Z Cl»+nnsimiCjUim\\qim»h»h) (F. 1.57) 
m mi ms 
A Clebsch—Gordan együtthatók ortogonalitási tulajdonságaival (F. 1.54)-ből kap-
hatók a következő összefüggések: 
(qJMls\qJ'M'hyh2) = ô(q-q')ôjrôMM.y ^ j X Cj^n-m С/Д, 
(qJMlj\qJ'M'hyh2) = 
(F. 1.58) 
Multipól csatolás. Vizsgáljuk azt az esetet, amikor az egyik részecske foton. Ekkor 
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figyelembe kell vennünk a transzverzalitási feltételt, mely szerint a fizikai foton-
állapotok mindig transzverzálisak. A helicitás formalizmusban ez igen egyszerűen 
megtehető, mert ott a transzverzalitási feltétel a h = 0 helicitású állapotok kizárásával 
egyenértékű. (A helicitásformalizmus egyik előnye éppen a transzverzalitási feltétel 
egyszerű volta.) Ha a transzverzalitási feltételt a pályaimpulzusmomentummal fel-
épített állapotokra akarjuk kiszabni, akkor a következőképpen kell eljárnunk. 
Tudjuk, hogy a foton fizikai impulzusmomentum állapotai a multipólusok: 
\kJM A = 0) = I RjM l = J s = 1) a mágneses, 
\kJMA = 1) = \ 2T+\^JM l = J + l J=1> + 
+ j/ 2j~y\ l = J— 1) az elektromos 
(F.1.59) 
2'-pólus 
A kétrészecskeállapotoknál tehát az //'-csatolás használható, mert ott először a 
relatív impulzusmomentumot és a foton spinjét adjuk össze. Ezekből az állapotokból 
kikombináljuk a multipólusokat a transzverzalitási feltétel teljesítése végett, majd 
ehhez adjuk a másik részecske spinjét. A multipólusok tehát a tk rendszerben a 
következők : 
mágneses 2-'-pólus: \qJMjA = 0) = \qJMjj) 
elektromos 2J'-pólus: \qJMjA = 1>= (F.1.60) 
2 / + 1 
\qJMj+\j) + 
Ennek a csatolásnak a neve: multipól-csatolás. 
Tértükrözés. Az egyrészecskeállapotok transzformációját tértükrözéskor már 
vizsgáltuk. Az wz=0 és 0 esetben egyaránt használható összefüggés (F.1.15), 
ahol q = + 1 a részecske paritása. A kétrészecskeállapotok transzformációja ennek 
alapján (F. 1.18-19)-ből kapható: 
P\qöhxh2) = //i J/2 ( - 1 )S1+52 " Al+einJy \qô-hx-h2) (F.1.61) 
Vizsgáljuk meg az adott impulzusmomentumú helicitásállapotok transzformációját: 
(F.1.35)-ből, a dU = S l" ß f n d * d y jelöléssel 
P\qJMIhh2) = m U - l f dUD*Mh(aßy). 
R(aßy)R(0, - я , 0)\qô-bi-hù 
Legyen R(xßy)R(0,-tt,0) = R(oc'ß'y'). Ekkor dU(«ßy)=dU'(a'ß'y') és 
К ъ М у ) = ( - (F.1.63) 
miatt (F.1.62)-ből 
P\qJMhxh2) = qxq2(- \qJM-hx-h2) (F.1.64) 
(F. 1.62) 
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adódik. Ennek alapján meghatározhatjuk az Is- ill. //-csatolással kapott állapotok 
paritását. Mivel (F.1.58) szerint pl. 
IqJMls ) = 2 C M Í ^ ^ / M M s ) (F.1.65) 
hxhz Г ZU+ I 
(F.1.66) 
i í 
ezért CW lm . = ( - \ r v ~ L C ^ v _ m . miatt 
P\qJMls) = t]xq2(-\)l\qJMls) 
Hasonlóan 
I q J M L j ) = 2 ] / ^Йт Cfhisz-hPÙsikilqJMPP) (F. 1.67) 
hl hi f FJE 1 
és így 
P\qJMLj) = r,ltl2(-\)L\qJMLj) (F.1.68) 
Ha az ^-operátor tükrözésinvariáns, akkor PRJ(q)P = RJ(q) vagyis 
( — hx - h2\RJ (q)\ — h'x-h2) = np(hxh2\RJ (q)\h[h'2) (F.1.69) 
ahol 
= l)si+sz-s;-sí (F.1.70) 
71I2 
Időtükrözés. Tudjuk, hogy az időtükrözést az állapotvektortérben egy T antiunitér 
operátor valósítja meg, tehát 
(a\b) = (Tb\Ta) vagyis 7 » = <Га| (F.1.71) 
Ha az 0 operátorra fennáll az 
O T = T O + (F. 1.72) 
összefüggés, akkor azt mondhatjuk, hogy О „felcserélhető" Г-vel, mert ekkor 
(a\0\b) = (0 + a\b) = (Tb\TO + a) = (Tb\0\Ta) (F.1.73) 
Az egyrészecskeállapotok transzformációja Г-tükrözéskor a következő: 
T\qóh) = é.(qq = Oh\eiltJ> (F.1.74) 
ahol pl. (nemnulla tömegű részecskére) a Wigner—Eisenlud konvenció szerint 
e = ( — ;')2S. A kétrészecskeállapotokra ismét (F. 1.19) alapján kaphatjuk, hogy 
(E = l-re): 
T\qqhxh2) = (qóh1h2\einJy (F.1.75) 
Az adott impulzusmomentumú állapotok transzformációja pedig (F. 1.35) szerint a 
következő : 
T\qJMh1h2) = f dUDUmTRWy^qóhfi,) = 
(F.1.76) 
= / dUDJMhWy)(qó_h1h2\R(0n0)RWy) 
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Innen (F. 1.62—64)-hez teljesen hasonló módon kaphatjuk, hogy 
T\qJMhxh2> = ( - iy~M(qJ-Mh1h2\ (F.l.77) 
Г-tükrözési invariancia esetében RJ(q) T= TRJ(g)+, azaz 
(h1h2\RJ(q)\h{h2) = (híh'2\RJ (q)\hxh2) (F.1.78) 
F.2. Rarita—Schwinger-egyenlet 3/2 spinre 
A 3 / 2 spinű részecskék relativisztikus egyenlete a Rarita—Schwinger (RS) egyenlet : 
( - / д " у
д
 + т Ж ( х ) = 0 (F.2.1) 
Г Ф Л х ) = 0 (F.2.2) 
A hullámfüggvény Lorentz-transzformációkor úgy viselkedik, mint egy Dirac-
spinor és egy négyesvektor direkt-szorzata. Az (F.2.2) mellékfeltétel az x/2 spinű 
komponenseket zárja ki. 
Szorozzuk be a RS egyenletet balról yv-vel: 
yv(-id-y + m)il/v = (т + 1д-у)уф-Нд-ф = 0 (F.2.3) 
Ebből (F.2.2)-vel következik, hogy 
д"ф„(х) = 0 (F.2.4) 
Vezessük be a 
Л0)„„ = (m-id-y)gllv + T(yiidy+dllyv)-iyfim + id-y)yv (F.2.5) 
lineáris differenciáloperátort. (F.2.1), (F.2.2) és (F.2.4)-ből írhatjuk: 
Л(д)^ф(хУ = 0 (F.2.6) 
Ez az egyenlet ekvivalens az (F.2.1) egyenlettel és az (F.2.2) mellékfeltétellel. Ezt 
beláthatjuk, ha (F.2.6)-ot beszorozzuk y" majd d"-vel: 
- — д-ф-^у-ф = 0 
(F.2.7) 
-jd-ф —-T ту + тд • ф = О iy • д 
Innen д-ф = у-ф — 0 és így (F.2.6)-ból (F.2.1) is következik. 
A hullámfüggvény minden komponensének ki kell elégítenie a Klein—Gordon 
egyenletet, ezért léteznie kell egy A (d)"v differenciáloperátornak, amelyre 
A (dyA(d)ev = ( • + m2)g[! (F.2.8) 
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Az (F.2.8) egyenlet megoldása: 
A(d)<" = (m + id-y) 
1 
+
 3m (à" r - y"dv) - i r r + ^ " d * 
+ ( • + m2) [0" y v - yu д") - d • yy" у * + im у" y "] 
3 т
г 
(F.2.9) 
Az RS egyenlet megoldásai Hilbert-teret alkotnak. A skalárszorzat definíciójá-
hoz először is önadjungált négyesáramot kell a hullámfüggvény komponenseiből 
képezni : 
h = = # (F.2.10) 
A RS egyenlet értelmében ez az áram megmarad: 
d " j , = 0 (F.2.11) 
így а ф állapot normája, amelyet 
\\ф\\2 = / d3xj0(x) = - j dsxi/,W (F.2.12) 
definiál, időtől független skalár. Hasonlóan, az invariáns skalárszorzat definíciója: 
(ФЖ) = - /d3x^e(x)rÀx) (F.2.13) 
Az (F.2.2) mellékfeltétel biztosítja, hogy a pozitív energiás megoldásokra az (F.2.12) 
norma pozitív définit. 
Vizsgáljuk a RS egyenlet síkhullámmegoldásait: 
Az (F.2.1) egyenlet és (F.2.2) mellékfeltétel értelmében az up(p) spinor eleget tesz az 
(m-p.y)u,(p) = 0 (F.2.15) 
у
в
и»(р) = 0 (F.2.16) 
algebrai egyenleteknek. Ezekből (F.2.4)-hez hasonlóan következik 
Р
в
и°(р) = 0 (F.2.17) 
Az (F.2.15-16) egyenletekkel ekvivalens a 
Л
м
(р)и'(р) = 0 
AM(p) = (m-p-y)gpv + i(yppv+ppyv)-iyfl(m+p 
egyenlet. Legyen most 
A"fp) = (m + y-p) 
•7)Vv } 
3 m 2 P " p V ~ i { r p V ~ Р " Г ) 
+ 4 , (>n2 -p2) Kp" yv - y"pv) -(m+p- y)y"y*] 
(F.2.18) 
(F.2.19) 
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ekkor (F.2.8) helyett 
A^{p)Aav(p) = (m2—p2)g( (F.2.20) 
Szorozzuk be az (F.2.15) egyenletet (m + p - y)-val: 
с m + p - y ) ( m - p . y ) u l l ( p ) = (т2-р2)ир(р) = 0 (F.2.21) 
Innen látható, hogy (F.2.15)-nek csak akkor van megoldása, ha 
p0=±fm*+/ (F.2.22) 
Könnyen meggyőződhetünk arról is, hogy adott p0-ra 2 lineárisan független megoldás 
létezik. (A négyismeretlenes homogén lineáris egyenletrendszer determinánsának 
legmagasabbrendű el nem tűnő aldeterminánsa másodrendű.) 
Foglalkozzunk először a pozitív energiás megoldásokkal: p0 = Ym2+p2. 
A síkhullámmegoldásokat az általunk használt invariáns normálásnak megfelelően 
normáljuk : 
(pr\p's) =
 PaôrsS3(p-pj (F.2.23) 
azaz (F.2.12)-ben 
Po 
i2nf 
A spinorokra tehát teljesülni kell az 
Л = (F.2.24) 
u + (pr)u'(ps) = -p05rs (F.2.25) 
normálási feltételnek, (innen láthatjuk, hogy (F.2.10)-ben miért vezettük be a nega-
tív előjelet: (F.2.17) szerint и térszerű négyesvektor.) Ezek után írjuk a normált, 
pozitív energiás megoldásokat az 
ua(p, r) = 1 ip-y + m) K ( £ ) ] (F.2.26) 
/2(p0 + m) { 0 ) 
alakban. Itt a q>e Pauli-spinorok normálása: 
cp+e(r)cpe(s) = -ôrs (F.2.27) 
Ilyen megoldás 8 db van, de az (F.2.16) mellékfeltételt csak 4 teljesíti ezek közül. 
Az adott p-hez tartozó négy pozitív energiás megoldás a — i , — I ) 
helicitásállapotnak felel meg (F.2.26)-ból következik, hogy 
Щ(рг) = [<PÏ {гЩуМ+Р • У) |/ 2(р0 + т) (F-2-28) 
valamint 
üe(pr)u4ps) = -mbTS (F.2.29) 
A 3/2 spinű részecske állapotait a pozitív energiás megoldások írják le. A nega-
tív energiás megoldások — a második kvantálásban — az antirészecskék állapotai-
hoz tartoznak. A negatív energiás megoldásokat vizsgálva jelöljük p0-lal továbbra is 
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У т
2 + р 2 -et. Legyen м (_ )0(р) a (—p0)-hoz tartozó negatív energiás megoldás, és 
definiáljuk a ve spinorokat a következőképpen: 
ve(pr) = и ( _ ) в ( - _ р , г ) (F.2.30) 
Ekkor 
Qn + y.p)ve(p,r) = 0 (F.2.31) 
és 
v°(pr)ve{ps) = mô„ (F.2.32) 
A normált megoldásokat most írhatjuk a 
ve(pr)=-=L==(m-p.y)\ 0 ] (F.2.33) 
alakban. 
A különböző számítások során gyakran van szükség a 3/2 spinű részecske 
fizikai állapotainak megfelelő spinorok projekciós mátrixára. Más szóval, ha a 
pozitív energiás megoldások terét 7?(+)-szai, a mellékfeltételt is teljesítő pozitív 
megoldások terét R ^ -del jelöljük, akkor szükségünk van az R&fe* térre proiciáló 
mátrixra. Az (F.2.29) normálási feltétel miatt ezt az operátort írhatjuk az 
W (РГ = - ~ 2 up(pr)W(pr) (F.2.34) 
alakban. Ennél az alaknál hasznosabb a következő: 
L & 4 p T = 2 т Л { р Г ( F - 2 - 3 5 ) 
(F.2.35)-ről a legegyszerűbben úgy győződhetünk meg, hogy közvetlenül igazoljuk 
d(p)R<-> = 0; A(p)RW = 2 m R ^ ; A ( p ) ( R < A > = 0 (F.2.36) 
teljesülését. 
Eddig a 3/2 spinű részecske egyrészecskeállapotait vizsgáltuk. Ha a i/%(.y) hul-
lámfüggvényt kvantáljuk, vagyis bevezetjük a 4Jß(x) téroperátort, akkor az egy-
részecskeállapotokkal együtt egyszerre tárgyaljuk az л-részecskeállapotokat és az 
antirészecskeállapotokat. Legyen 
1 4 
ад = rrwJXT 2 {b(pr)u„(pr)e-ip*+d4 (pr)vfipr)e^} = (2TZ) Po r = 1 ~ - -
= (F.2.37) 
Ebből következik, hogy 
p I . d 3 n 4 
- n w =
 m f 2 {h+(pr)fl„(pr)eip* + d(pr)v,(pr)e~= 
= 3«->(x)+?<+>(*) (F.2.38) 
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Itt b + (pr) az (F.2.14) síkhullámállapotok keltőoperátora, tehát 
[b(pr), b+ (p's)]+ = дгр(р-р')р0 (F.2.39) 
Hasonlóan: d+ az antirézsecskéket kelti, tehát 
[d(pr), d+ (p's)]+ = drsö4p —p')Po (F.2.40) 
A |0) vákuumállapot definíciója a következő: 
f ( + ) (* ) |0> = 7>(+)H)|0> = 0 (F.2.41) 
A téroperátorok felcserélési törvényeit (F.2.39-40)-ből a szokásos módon 
vezethetjük le. Vegyük pl. és !P ( _ ) antikommutátorát: 
vnvix), $V(*')]+ = n l d J - p - ' Ï 2 УЧрг), b(p's)]+ . (2я) J pi, po rs 
•uaa(pr)ßbß(p'^e-ipx+i"E 
Innen, (F.2.34-35) és (F.2.39) figyelembevételével adódik: 
[T'Pix), ?<bp(x')]+ =-2(2^3^0)-
(F.2.42) 
/ Po 
(F.2.43) 
P O > 0 
Hasonlóan vezethetjük le a 
[«F„(x), (*')] + = - / z l ( d ) „ v z l ( w . * - * ' ) (F.2.44) 
antikommutátort, és abból a 
(0\T{Vfix)fv(x')}\0) = -iAßy(d)Af(m,x-x') (F.2.45) 
propagátort is. Mivel 
a propagátort írhatjuk a 
< 0 | Г { а д ^ ( * ' ) } | 0 > = - - ^ J ^ ^ ^ p d ^ p (F.2.47) 
alakban is. A Feynmann gráfokban tehát a 3/2 spinű belső vonalak helyére a következő 
kifejezés kerül. 
/ m + y • p 
(2 я4) р 2 - т 2 g,v- 3 ^ 2 Рр Pv - з ^ (Ур Pv - Р Л v) - i у и Vv (F.2.48) 
К ÖNY VISMER TE TÉS 
Physikalische Gesellschaft Zürich: Vorträge über Supraleitung 
Birkhäuser Verlag Basel und Stuttgart, 1968. 
A zürichi Fizikai Társulat 1967 májusában előadássorozatot szervezett a szupravezetésről. 
Tekintettel a viszonylag nem régen, 191 l-ben észlelt jelenség modern alkalmazási lehetőségeire ért-
hető, hogy ez a téma az utolsó évtizedben mind kísérleti, mind elméleti vonalon az érdeklődés 
előterében áll. Ennek köszönhető, hogy sikerült az idevágó jelenségek számát erősen kiterjeszteni. 
Ma már elmondhatjuk pl., hogy az a gondolat — amely olyan öreg, mint maga a szupravezetés —, 
hogy a szupravezető anyagok felhasználásával mágnest állítunk elö, megvalósult. A kiindulópont 
ehhez azonban nem is olyan régi. J. E. Kunzler és társai 1961-es felfedezése adta ezt meg, amely 
szerint a Nb;1Sn 100 000 amper/cm2 átlagos áramsűrűség mellett 88 kgauss nagyságú mágneses tér-
ben szupravezetést mutat. A szupravezetésnek egyéb, a kívülálló számára is szembeötlő elektro-
technikai alkalmazásai közül megemlítjük az ohmos vesztesség nélküli elektromos áramvezetést, 
az ideális mágneses leárnyékolást és a csekély zajt. 
Mi sem természetes, hogy a gyakorlati alkalmazás lehetőségét az elmélet sikerei is elősegítették. 
Ma már ott tartunk, hogy sikerült a probléma magját megérteni. Ebben lényeges szerepük volt 
a szovjet fizikusoknak, akik építhettek azokra az alapokra, amelyeknek lerakásában a Harhovban 
az 1940-es évekig dolgozó Tisza Lajos is résztvett. Talán nem érdektelen azt sem megemlíteni, hogy 
a szupravezetésnek V. L. Günzburg és L. D. Landau által 1950-ben kifejtett fenomenologikus elmé-
letének jelentőségét hosszú ideig nem ismerték fel. A London-féle elektrodinamikai elképzelésekkel 
ellentétben a Günzburg—Landau elméletet úgy tekintették, mint a kétfolyadékos elmélet sokféle 
lehetséges variánsainak egyikét, amely axiomatikus felépítése és az ugrási hőmérséklet közelére való 
korlátozódása miatt nem látszott általánosnak. L. P. Gorkov szovjet fizikus 1959-ben kimutatta, 
hogy a Gönzburg—Landau egyenletek Bardeen és társai mikroszkopikus elméletéből következnek, 
de Gennes pedig rámutatott arra, hogy az elmélet érvényességi területére vonatkozó korlátozó fel-
tevések a szupravezetők egy egész osztályára — az ún. szennyezett szupravezetőkre nézve — elesnek. 
Az előbbiekben bevezetésképpen említett gondolatok részletes ismertetésre kerülnek a svájci 
könyvkiadó vállalat fenti, több mint 200 oldalas kiadványában. Ez nem tankönyv, hanem a rendez-
vényen előadott anyag gyűjteménye. Innen következik, hogy nincs egységes szerkezete, ismétlések, 
különböző nézetek nyilvánulnak meg benne, az egyes fejezetek viszont így önmagukban is egészek. 
Ezek a fejezetek a szupravezetés történetével, alapjelenségeivel és fenomenologikus leírásával, elmé-
letével általában, a szupravezetőkben végbemenő elektron-elektron kölcsönhatásoknak, párképző-
dés néhány következményeivel, a szupravezető mágnesekkel, ezek anyagával és technológiájával 
majd egyéb híradástechnikai alkalmazásokkal, mint a szupravezető vékonyréteg elemekkel, kryot-
ronnal, szupravezető tárolókkal, memóriaegységekkel, tunnelemekkel és szupravezető üregekkel 
foglalkoznak. 
A könyv az érdekes témákat nívósán, színesen, szemléletesen, mindig a lényeget kiemelve dol-
gozza fel. Igen ajánlhatjuk a magyar fizikusoknak, mérnököknek, technikusoknak. (T. Gy.) 
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II. 1. Bevezetés 
Ebben a fejezetben a pionok elektrokeltésével foglalkozunk. Az elektrokeltésen 
azt a folyamatot értjük, amikor nukleonon (protonon) rugalmatlanul szóródó 
elektron kelt más részeket, leggyakrabban pionokat. A vizsgálandó folyamat tehát 
a következő : 
eN—eNn (II . l . l ) 
Az elektrokeltés szoros kapcsolatban van a fotokeltéssel. Az elektromágneses köl-
csönhatásban elegendő legalacsonyabb rendig számolni, az egy fotoncserés közelí-
tésben. A következő gráfot kell tehát kiértékelni: 
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rész kiértékelése. Ez pedig éppen a fotokeltést jelenti, azzal a különbséggel, hogy 
a foton tömege zérustól különböző. 
A zérustól különböző foton tömeg a tárgyalást természetesen jelentősen el-
bonyolítja. A transzverzális fotonokon kívül figyelembe kell venni a skalár (111. 
longitudinális) fotonok járulékát is. Lényeges eltérés a fotokeltéstől azonban nem 
adódik, gyakorlatilag minden pontosan úgy végigszámolható. 
Az elektrokeltésre a fotokeltésnél lényegesen kevesebb mérési adat ismeretes. 
A mérések egyik típusa [1] adott szög esetén a pionok energia eloszlását mérte. 
Mivel a végállapotbeli elektron impulzusára összegezett mennyiségről van szó, 
mint később látni fogjuk, а л energiaspektrumba csak zérus foton tömeghez tartozó 
mátrixelemek adnak lényeges járulékot. Az elméletnek az ilyen típusú méréssel 
való összehasonlítása a fotokeltéshez képest tehát nem hoz újat. Más mérések a 
végállapotbeli elektront detektálják (2). Ezek a mérések tehát az 
е+р-*е+р + л° (II. 1.2) 
e +p -*e + n +л+ 
reakciók között nem tudnak különbséget tenni. (A target természetesen mindig 
proton.) Viszont lehetőség van arra, hogy az elméletet nem zérus foton tömeghez 
tartozó mátrixelemben is összehasonlítsuk a mérési adatokkal. 
A pion elektrokeltés tanulmányozása a nukleon elektromágneses szerkezetének 
felderítése szempontjából is fontos. A mátrixelemben ugyanis a nukleon elektro-
mágneses formfaktorai is szerepelnek (A2 argumentummal). Az elektrokeltés tanul-
mányozása így lehetőséget ad ezek meghatározására [3], ami különösen az elektron-
deuteron szórásból nehezen megkapható neutron formfaktorokra jelentős. Mint 
az izobár modell keretében végzett vizsgálatokból kitűnik [4] a jelenlegi mérési 
pontosság még nem elegendő a neutron formfaktor pontosabb meghatározásához. 
Ebből a szempontból igen nagy jelentősége volna a (II. 1.2) folyamatokat megkülön-
böztető koincidencia kísérletek elvégzésének. (л° keltést kellene megfigyelni.) 
Újabban végeztek koincidencia méréseket л+ keltésre [8] olyan speciális kine-
matikával, amely a mátrixelemben ugyancsak szereplő pion elektromágneses form-
faktor meghatározását teszi lehetővé. 
A továbbiakban mindenütt kihasználjuk a foto- és elektrokeltés közötti rokon-
ságot, és ahol csak lehet, az előző dolgozatunkra hivatkozunk. 
II. 2. Kinematika 
Kinematikai változók és koordinátarendszerek 
Az e1N1-+e2N2n folyamat kinematikai változóinak jelölése a 3. ábrán látható. 
Pi,2> Ajj2? A és q négyesimpulzus, A12, h, s 1 2 helicitások, t1>2, t izospin változók. 
(A = 0 értéknél különbséget kell tenni skalár és longitudinális foton között is.) A 
pi,pz,k,q változókból ugyanazok a Mandelstam változók építhetők fel, mint 
fotokeltésre (Id. 1.2.2). Az (1.2.3) összefüggés helyébe viszont 
lép. 
s + t + n = 2M2 + m2 + k2 (II.2.1) 
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e1 ( k ) ) sf ) 
n 2 f p 2 , h 2 ; t 2 ) ml (pi 1 h7 ; t f ) 
3. ábra 
A továbbiakban tömegközépponti rendszeren mindig a végállapotbeli n — n 
tömegközépponti rendszerét értjük. A változók jelölése ugyanaz, mint fotokeltésnél 
pusztán а megkülönböztetésre kell vigyázni. 
Az (I.2.8)-nak megfelelő összefüggések: 
_ \y2 + k2-M2 _ W2-M2 + m2 
- TÏ37 — 2 W 40 2 W 
W2 + M2-k2 „ W2-m2 + M2  
=
 2 W E 2 = 2 ÎÊ ( L 2 ' 2 ) 
_
 д
, ( I L ± M ) 2 - k 2 (И 7 + M ) 2 — m2 
r— 2 Ж = 2 Î F  
Invariáns amplitúdók 
Az elektromágneses kölcsönhatásban legalacsonyabb rendben számolunk, 
írjuk fel az S mátrixelemet, kiredukálva a kezdeti és végállapotbeli elektront. 
л
(е2М2п\е^()1а = - Jdlxdlx' • (2л)3 
. ^ Л ^ ^ ^ Г ^ Л Ч ^ О ' А ^ О ^ М У И Ч ^ ) ) - (Ii.2.3) 
Itt w(ki), w(k2) az elektronok Dirac spinora, ф az elektron Aß a fotontér. A T szorza-
tos tagot elhagyva, az egyidős tagot tovább alakítva az S mátrixelemre e-ben leg-
alacsonyabb rendig a következő kifejezést kapjuk: 
„u,<4VWWin = - i(2nyô(k1+Pl -k2-p2-q) . ^ М Й А . 
•ои1<А2л|/"(0)|А1>1„ (II.2.4) 
) У и ( к ) 
Vezessük be az 
e*(*i.*») = У jelölést. (е"(* í , k2) természetesen függ az 
elektronok helicitásától is.) Látható, hogy a fotokeltéstől csak annyi az eltérés, hogy 
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a foton polarizációs vektor helyébe -es faktortól eltek int ve j /r2)-t kell 
írni. Az analógia annál szembetűnőbb, mivel (mint az a Dirac egyenletet használva 
könnyen belátható:) 
k"ell(k1,k2) = О (II.2.5) 
Az
 ои
,(А2л|7'1 (0)|Aj) i n kifejezést most is e-ben nulladrendig kell számolnunk. Az 
invariánsokra való felbontás teljesen analóg a fotokeltéssel. Csak az eredményt 
idézzük : 
, t( A 2 л I e • / ( 0 ) J A x ) i n = — 
1 
(2(2 П)9'2 rái m m 1 
(II.2.6) 
ahol ux és u2 a nukleon spinorokat jelenti, Mm-et (1.2.21) adja meg, Лш-пге1 az inva-
riánsokat jelöltük. Az összegezés szerint most 6-ig megy, k2 + 0 miatt ugyanis M b 
és M6 zérustól különböző. 
Az Am amplitúdók izotópszerkezete ugyanolyan, mint fotokeltésre. A keresz-
tezési tulajdonságok is azonosak az Av..At amplitúdókra, a többiekre a következő 
adódik: 
Aiyfiu, t, s) = -AíyHs, t,u) 
(II.2.7) 
A.V (u, t, s) = Aíf (s, t,u). 
A hatáskeresztmetszetet most is előnyösebb Dirac spinorok helyett Pauli 
spinorokkal kifejezni, s a helicitásamplitúdókkal való kapcsolatot is könnyebb 
így megtalálni. Meg kell tehát keresnünk az Am invariánsok és a tömegközépponti 
rendszerbeli Pauli spinoros felírásban szereplő amplitúdók közti kapcsolatot. Az 
utóbbiakat a következőképpen vezetjük be: 
ahol 
itt 
ü2 Z AmMmux = FXi, 
m = 1 
F= id • bFx + dq\kxb) + ia-kq-bF3 + 
+ id • qq • bFg — id • qb0F7 — id -kb0Fs, 
bp = eß(klf k2) - e (kv, k2) • kjk2 • kß. 
( I I . 2 . 8 ) 
(LI.2.9) 
(II.2.10) 
Könnyen ellenőrizhető, hogy b-k = 0, tehát a (II.2.9) felírás a longitudinális 
komponens kiküszöbölésének felel meg. Megjegyezzük még, hogy a fotokeltésnél 
szereplő hagyományos AnW tényezőt (Id. 1.2.26) most nem vettük bele F definí-
ciójába. írjuk most is mátrixalakba Am és / j - t : 
A = 
A f x 
a2 f2 
a3 
a4 
F = f 3  
f x 
ab f x 
ae. a . 
(II.2.11) 
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akkor 
ahol 
F = RA A = R- 1 F 
B — C-D 
\'(М + Е
г
) (M + E2) 
qk 
2\'(M + Ex) (M + E2) 
qk n f M+E2 
T ) m+ex 
У 
q 2 l / m + ex 
M + E 2 
q лГМ+Ех 
У 
2 \ M + E2 
4 
2 Г 
M + E2 
m+ex 
(II .2 .12) 
• D 
(II.2.13) 
D = 
- (W- M) 
W+M 
0 
0 
Ex-M 
- C e x + m) 
0 
0 
{1V2-M2-\k2} 
-{W2-M2-±k2} 
J-{V(2k0W-3k.q)-
-q-k(-k2 + 2W2-2M2)} 
2k0W-3k-q)-
-q-k(-k2 + 2W2-2M2)} 
- k - q 
-k-q 
-(W+M) 
-(W-M) 
{k.q-(W-M)qa} 
{k.q-(W+M)q0} 
(11.2.13) 
{-(M-W)2 + k-q) 
{-(W + Mf + k-q) 
W+M 
W-M 
{ — (Ex — M) (W+ M) — 
-k-q + q0(W-M)} 
{-k.q + q0(W+M) 
-(W-M) (Ex + M)} 
0 
0 
k 2 
— k 2 
{k0(k-q)-q0k2} 
{-k0(k.q) + q0k2} 
к
2  
к
2 
О 
О 
(Ex-M) (W+M) 
(Ex + M) (W-M) 
Az inverz mátrix: 
R-i = D'XC~X (II.2.14) 
k2 
ô = -%k-q+k„W; ß=W2-M2--
1 
4 W2 k0 
-k-k 
2k„ W(t-m2) 
1 
4 W2 ko 
- 1 
4W2ka 
2 W2 k0 (t — m2) 
M2 — W2 
4W2k„ 
((W+M)2 + k2 + ko 
k2 E1+ M 
+ 2 M — (E1 + M)] k2 -[W2 — M2 — k2] 
1- (E1 + M)(W-M) 
k2 
r ä2 
í f + M + ^ + M ) — 
L k2 
1 -
(Ei + M X ^ - A Z ) 
+ -
•i + 
" F " 
i 
W-M 
kp 
et+m 
/tn w+ m 
w+m+(e1 + m) t kp 
k2 J £ \ + A / 
M 
Ei + M 
ko 
-2M-
k2 
r i 
(W-M)-
l k2 W\ 
-k-q + 2k0W+ 
k2 
r k2 
ko r ó q-k (W-M) 
E1+ M Yß k2 
(W+M)(El + M) 
r k-q 
Y w2—i 
q-k 
A/-'- ' k2 
-2M-
k k 
k2 1 - 2 M k 2 / —2Mk2 -— k-q-~k-q\ k2 k2 
(W+M) 
k-q q_ 
~ k2 
k k 
q-k~\ -(W + M)T° (W-M)r° 
+ k2 k2 
k-q + 2k0W+ 
k2 - k
2 ko 
k2 q-k 
ko 
~ k2-f-k2 
k2 
- k-q + —q-k k2~ ~ 
(W+M)-
k2 
- k 2 
k k ô q- k~\ -(W + M)T° (W-M)-° 
• - - k2 k2 g * ] k2 J 
(11.2.15) 
k-q q-k 
W2-M2 + ~k2~ 
¿o 
k2 
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Hatáskeresztmetszet 
A hatáskeresztmetszetek kiszámolásánál figyelembe kell venni, hogy koordi-
nátarendszerünk a végállapotbeli nN tömegközépponti rendszere. A beeső fluxus 
tehát nem egyszerűen a beeső részecske sebességéből adódik, hanem ehelyett a 
v = v0 I I 
ç1v2 (II.2.16) 
sebességgel kell számolni. Itt v0 a beeső részecske sebessége abban a koordináta-
rendszerben, amelyben a target áll, vx, v2 a szóródó részecskék sebessége abban a 
rendszerben, ahol a hatáskeresztmetszetet számolni akarjuk. Nálunk 
» = - Y - У { p y k f - M b n ' t (II.2.17) 
Jlj/Cjo 
adódik. (me az elektron tömege). 
Ennek figyelembevételével a differenciális hatáskeresztmetszet 
da9 = (2nyôi(k1+p1-k2-p2-q)ei-= J J 1 ' ] (II.2.18) 
У ( P y k J — M 2 m ; h2q()K20 
ahol T =
 о и
, < А 2 л | е - 7 ( 0 ) 1 ^ 
A bevezetőben említettük, hogy a pion energiaspektrumába a mátrixelemnek 
csak a k 2 » 0 - n á l felvett értékei adnak lényeges járulékot. Ez könnyen érthető, 
mivel Г-ben e révén ^ szorzó szerepel. 
A (IT.2.18) kifejezésből a különféle hatáskeresztmetszetek kiszámolhatok. Eze-
ket a számításokat (legalábbis egy részüket) általában numerikusan végzik el, további 
hatáskeresztmetszet képleteket ezért nem adunk meg. 
Helicitásamplitúdók 
A fotokeltésnél szereplő valódi fotonnak csak kétféle polarizációs állapota van. 
Elektrokeltésnél a foton polarizációs vektora helyébe k2) kerül. Ez úgy fog-
ható fel, mintha egy 0 és egy l-es spinű részecske keltené a pionokat. Összesen tehát 
4 féle polarizációs állapot van elektrokeltésre. A (11.2.5) mellékfeltétel miatt azonban 
csak 3 polarizációs állapotot kell figyelembe venni, csak transzverzális és skalár 
„fotonok" vannak. Ezt fejezi ki a (II.2.9) felírásában az, hogy a vektornak longi-
tudinális komponense nincsen. 
A nukleonok helicitása A1>2, a fotoné legyen h. Nyilvánvaló, hogy a /1 = A2 
és к — hx —h adatok most nem határozzák meg egyértelműen A,, h2 és A-t pl. 
lehet Aj = — I A — —1 és hx = \ , A = 0 is. Ezért skalár esetben mindig egy külön 
s indexet is adunk a megfelelő mennyiségeknek. Az f„
-X(q, q) helicitásamplitúdók 
definíciója: 
ф = - — ^ p ( q p \ R ( q ) \ ô , k ) (11.2.19) 
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hasonlóan skalár esetben 
2 л 
Paritás megmaradás miatt 
Ф) = -Лв, П-Ф) 
(II.2.20) 
(II.2.21) 
A továbbiakban tehát elég /t = ^ - e t tárgyalni. Vezessük be a következő mátrixot: 
/1/2, 3/2 
/1/2, -1/2 
/1/2, 1/2 
fl/2, - 1 / 2 
/í/2, 1/2 
/1/2, -1/2 
(II.2.22) 
Az f és F közötti kapcsolat megkeresése a fotokeltéshez teljesen hasonlóan történik. 
A skalár foton polarizációs vektora b{L = (/, 0, 0, 0). Csak az eredményt adjuk meg 
f = R¥ (II.2.23) 
Ahol R egy speciális koordinátarendszerben (ahol p, ff z, q = ( — sin 0 , 0, —cos 0 ) ) 
a következő : 
R = 
n 
0 
0 
2 cos 
— 2 sin 
0 
0 
0 
0 
— 2 cos 
— 2 sin 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
sin 0 0 cos 
T 
cos 
2 
0 
sin 0 
0 
sin T — sin 2 
в 0 
sin 0 
0 
T — sin T sin T 
0 0 
sin 0 0 
T 
— cos 
T 
— cos 
T 
0 0 
0 0 
(II.2.24) 
Í \ 
I 
/ 2 
/ 
0 0 COS —COS 0 +sin 2 sin 0 
COS V sin 0 — sin ^ cos 0 
2 2 
0 
0 
0 
0 
( 2 0 
— - C O S — 
i 2 
/2 . 0 
sin — 
i 2 
A P I O N O K E L E K T R O K E L T É S E 2 3 7 
R-
1 
2 / 2 i 
0 
sin 
- 1 
. 0 
sin — 
cos ^ sin 0 2 
0 • ~ 
cos — sin 0 
0 
cos 
0 
0 
0 
cos -
0 
COS 
sin sin 0 
2 
0 
sin — sin 0 
- 1 
да 
cos -
sm 
0 
- 1 
да 
sin 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
- / 2 / - / 2 7 
0 . 0 
cos- . sin — 
2 2 
- / 2 7 / 2 / 
0 . 0 
cos —- sin —• 
2 2 
Ismét megadható az (I.2.54)-gyel analóg sorfejtés. 
(II.2.25) 
f = 2 О, R, 
1 = 0 
ahol 
oi = 
- 1 
77W 
0 
т 
+ 
1+2 p', 
0 (-LS7'« + 
0 
COS
 2 (puy-p',) 
0 
1+2 
p'i 
е~'
ф
 sin — (p'm + p'i) 
c o s 2 ( Л ' + i - F Í ) 
0 
(II.2.26) 
e - ' ^ s i n — ( P ; + 1 + P ; ) 
(II.2.27) 
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A (II.2.25) képlet felhasználásával most már R, és F kapcsolata: 
ahol 
1=0 
2l]/2kq 
Az 1.2.63 mátrix 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
-У2 i(P'i+1-P\) 
-y'2i(P'l+1-Pj) 
(11.2.28) 
0 
0 
0 
0 
-í2i(p'l+1 + p j ) 
y 2 í(p;+1+pí) 
(11.2.29) 
Multipólusamplitúdók 
Multipólus amplitúdón az adott impulzusmomentumú és paritású kezdőállapot-
ból az ugyancsak adott impulzusmomentumú és paritású végállapotba átvivő 
amplitúdót értjük (megfelelő szorzófaktorokkal ellátva). Az elektrokeltésnél is vég-
állapotnak a 7i — N állapotot vesszük. Az elektromos és mágneses multipól ampli-
túdókban a fotokeltéshez képest így nincs semmi különbség. Csak a skalár multi-
pólokkal kell foglalkoznunk. 
A skalár multipól állapotoknak a helicitás állapotokkal való kifejezése: 
\qj+iMjs) 
Wj-jMjs) 7 + 1 
2 j 
(II.2.30) 
(a skalár multipól állapot: | q J M j j ) (Id. F.1.67), ahol í í = 0 ) . Az s index a skalár 
fotonra utal. Az állapotok paritása: 
P\qJMjs) = ( - iy+1\qJMjs). (II.2.31) 
Az impulzusmomentum és paritás megmaradást figyelembe véve a skalár multi-
pólok lehetséges átmenetei a következők: 
jelölés P l(itN) L(yN) 
Sl+ (-i),+1 J-h /+1 
•Vő- (-1)' J - i I 
A multipólamplitúdók a szokásos szorzófaktorokat figyelembe véve: 
- 1 
7 
/ + 1 
/ 
An in 
0 
0 
S,+ = 
2lÍkq(l+\) 
1 
{ - < i | R í + 1 / 2 | ^ > + < i | R ' + 1 / 2 | - y > } 
elnevezés 
skalár 2 Í + 1 
skalár 2' 
(II.2.32) 
S,- = 
2 likql 
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Mátrixjelölésben írva : 
R,± = 
M, = St R,± R, = Sr1 M,± 
s j 
M , = 
s r . 
(II.2.33) 
ahol S,+ számításánál R,±-t, S (- számításánál R ; - - t kell venni. Az S,, ill. S , - 1  
mátrixok : 
1 1 
' 2lfkq 
s г1 = 2 iYW 
l+l l+l 
J_ 1_ 
/ / 
/ + 1 r \ 
2 2 
i+i j 
2 2 
A multipólusamplitúdóknak F-fel való kifejezése: 
(II.2.34) 
F = 2 Giм/, ahol Gi = (R~1Oi±)S{~1  
1=0 
G,= 
-U+DP't 1P[ 
(l+i)Pi+i -'PA J 
A (II.2.34) megfordítása: 
M, = f dyD,(y)¥ 
Itt 
A ( j ) = i 
Г 1
 p 1 F 
7 + T , + 1 
l p I p 
/ i F l 
(H.2.35) 
(II.2.3 6 
(11.2.37) 
(11.2.38) 
II. 3. Diszperziós relációk 
Az alacsonyenergiás elektrokeltés elmélete rögzített t diszperziós relációkat 
használ. A fotokeltéshez hasonlóan ezekhez is a Mandelstam reprezentációból lehet 
eljutni. Diszperziós relációkat kell felírni az A& és A6 invariánsokra is. Ezek közül 
d5-nek kinematikai szingularitása van. Az A5-re felírt diszperziós relációkban meg-
8 Fizikai Folyóirat X V I I / 2 - 3 
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jelenik az I.7.C. pion pólus gráf járuléka is. A diszperziós relációk mátrix jelölésben 
a következők. 
1
 __ x L 
çmn
 и-m
2 R e H < " ) ( M , к2) = — ö -
-m
 2 
1 . m p 
itt 
(M + m)2 
- 1 
1 1 
s —и 
n\t,k2)+ (H.3.1) 
Jm-dlfiS , t, k2), 
1 
- 1 
; 
+ i 
- 1 
. + 
• 0 ha p = 
ha p = — 
A Born tagokat ld. (I.3.6)-nál, azon kívül 
r í " ) = )Г<"> Г<"> = о 
2 gr 
G ( - ) = 
^ m 
(F[(k2)-Fn(k2))ôm5GX'° = 0. 
(11.3.2) 
(t-m2) к2 
A diszperziós relációk kiértékelésénél fotokeltés esetén olyan fontos Watson-
tétel elektrokeltés esetén is érvényes. Most is igaz, hogy a multipólus amplitúdók 
fázisa (skalár multipólra is) megegyezik a megfelelő n — n fáziseltolással, amennyi-
ben az uniteritási összefüggésben csak л—A közbenső állapotokat engedünk meg. 
Az (I.3.20)-nak megfelelő multipólus diszperziós relációk felírásának elvben 
semmi akadálya sincsen. A gyakorlatban azonban olyan bonyolult kifejezések 
adódnak, hogy az általános multipólra vonatkozó diszperziós relációt az irodalom-
ban senki sem adta meg. Csupán a kiértékelésnél fontos egynéhány multipólra írnak 
fel (közelítésben) diszperziós relációt. 
II. 4. Izobár modell 
A fotokeltésnél elég sikeresnek bizonyult izobár modell az elektrokeltésre is 
átvihető [4]. Az elképzelés most is az, hogy a diszperziós relációkban a jobb oldali 
vágást instabil részként tárgyalt n* pólussal közelítjük és minden más szingularitást 
elhanyagolunk. A Born tagokon kívül tehát a következő gráf járulékát vesszük 
figyelembe : 
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A nNN* vertexet az (1.5.1) effek-
tív csatolás adja. A csatolási ál-
landót а л N szórásból lehet meg-
határozni. Értékére gnNN* = 1,10 
adódik. 
A yNN* vertexre a mérték-
invariáns (1.5.24) csatolásokból 
indulunk ki. Az e(3), e<4) és e(5) 
együtthatók formfaktoroknak te-
kintendők (/c2 argumentummal) 
értéküket a fotokeltés kísérleti 
adataiból tehát csak a k2 = 0 
helyen tudjuk. A k2 függés meg-
határozása külön probléma. Az 
első ( e ( 3 ) - a s ) csatolásról megmu-
tatható, hogy lényeges járulékot 
csak az M1+ multipólhoz ad. Az 
elektrokeltés diszperziós tárgya-
lásánál [5] M 1 + arányosnak adó-
dik py(k2) = Fx (k2)/2M + F((k2)-
tel ezért jogos az e(3)(fc2) = 
10 
dk20 dk 2 
•
35
 cm2 
к
г
 =- 2 f 
MeV str 
250 300 350 
£/ (MeV) 
5. ábra 
= e(3) (0) fifik
2) 
Mv(0) 
400 
feltételezés. Különösebb indok nélkül e<4) és e(5)-re is ugyanazt a 
feltevést használják. 
A yNN* formfaktorok k2 függésének meghatározásával most már az elmélet 
minden paramétere ismert. (Az N* szélességét a fotokeltésből veszik. Figyelembe 
vesznek még bizonyos s hullám korrekciókat is, amelyeknek k2 függése szintén 
15 
10 
kz--5f -2 
901 
250 300 350 400 350 
6. ábra 7. ábra 
8* 
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ismertnek vehető.) Ezt a körülményt le-
hetne felhasználni arra, hogy a pontat-
lanul ismert neutron formfaktorokra 
pontosabb értéket kapjunk [4]. A csak 
az elektront detektáló mérések eredmé-
nyeivel való összehasonlításból a neut-
ron formfaktorra nem kapunk ponto-
sabb értékeket, mint az elektron deute-
ron szórásból. Mindenesetre figyelemre 
méltó, hogy a neutron (Sachs-féle) elektro-
mos formfaktorára negatív érték látszik 
valószínűbbnek. 
A kísérleti eredményekkel való össze-
hasonlítás, valamint a formfaktortól való 
függés érzékeltetése céljából megadunk 
néhány hatáskeresztmetszet görbét [4] 
(5—8. ábra). A feltüntetett három görbén 
Gl(k-) = Ffk2)+ ^y"F'l(k2) értéke 
különbözik, (y" a neutron mágneses momentuma). A másik neutron formfaktorra 
(iGh(k2) = F" (k 2 ) + ypF2(k2))a GnM=yhGpE értéket használták. A mérési pontok 
Hand [2] munkájából valók. 
II. 5. Történeti áttekintés 
Az első elektrokeltés kísérlet [1] a végállapotbeli pionok energiaspektrumát 
mérte fix szögre. Mint már említettük, ebben a folyamatban a A 2 « 0 mátrixelemek 
játszanak lényeges szerepet a fotokeltéstől lényeges eltérés nincs. A sztatikus model-
len alapuló számítások [6] valóban jól egyeztek a kísérleti eredményekkel. Az elekt-
ronspektrumot detektáló kísérletek értelmezéséhez nem elegendő a sztatikus köze-
lítés. Nagy impulzusátadás esetén ugyanis a foton impulzusa lehet nagy még akkor 
is, ha a végállapotbeli nukleon kis energiájú. Kvalitatíve 
к = (к2 - k2)1/2 ш }-k2 « [2ÁíoH 0 ( l - cos в1)]1'2, (II. 5.1) 
ahol кю ? k^o az elektronok laboratóriumi energiája, 0 L a laboratóriumi szórásszög. 
így pl. ko~550MeV- re к könnyen összehasonlítható lehet M-mel (nukleon tömeg) 
tehát nem hanyagolható el a nukleon visszalökődés. 
Az elektrokeltés diszperziós elméletével először Fubini, Nambu és Wataghin [3] 
foglalkozott a fotokeltés Chew, Low, Goldberger, Nambu féle elméletének mintá-
jára. Az egyenleteket először statikus közelítésben oldják meg. Ebben a közelítésben 
a transzverzális multipólok közül ugyanazok adnak lényeges járulékot, mint foto-
keltésnél. Lényeges ezenkívül a skalár kvadrupól is. A nukleon visszalökődésből 
származó korrekciókat l / M rendig számolják, a Born tagokon kívül csak a mágne-
ses dipólra (ami a legnagyobb járulékot adja). Ez a közelítés rosszabb, mint foto-
keltésre, legfeljebb — A-2 < 500 MeV-ig érvényes. Nagy impulzusátadásokra a 
nukleon visszalökődés figyelembevétele az amplitúdó imaginárius részének egy k2-
8. ábra 
утл
 х 
dk20 í z 
10'Mcm*  
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9. ábra 
L. N. Hand [2] adatai 
60° 
к A- 0,078 G eV 2 
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0,06 
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10. ábra 
L. N. Hand [2] mérései 
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tői függő szorzóval való beszorzásával történik. Ezt beírva a diszperziós egyenletbe 
megkapják az amplitúdó valós részét is. Az eredmények kísérleti adatokkal való 
összehasonlítását Hand [2] végezte el. Az elmélet általában jól egyezik a mért ada-
tokkal (az első 7zN rezonancia energia tartományában és 20/~ 2 impulzusátadásig). 
A neutron elektromos formfaktorára azonban itt is a negatív érték látszik való-
színűbbnek. 
d3 6 
dk2o dk,g 
10 • 34- 2 cm 
M eV str 90° 
ge =-0,20 
0,1 0,2 0,3 -kz(GeVzJ 
11. 
W = 1200 MeV 
ábra 
Olsen [2] mérései 
d3s 
dkjo -2 
10 -35 
Dennery [5] munkájában 
nem használ sorfejtést a nuk-
leon tömeg inverzében. Ered-
ményei így nagyobb ( —A2)-re 
is érvényesek. Megmutatja, 
hogy a mágneses dipólon kí-
vül lényeges az elektromos 
kvadrupól is. A multipólus 
diszperziós relációból a Wats-
on-tétel segítségével adódó 
integrálegyenletet a 3—3 vég-
állapotra vezető multipólusok-
ra oldotta meg, tehát az M[3(, 
multipólokra. A 
Born-tagok multipól projek-
cióit vizsgálva kimutatta, hogy 
Mí?-ból a pv(k2)-tel és az 
Fft-vel arányos tag, azonkí-
vül az -ból az Fn -vei ará-
nyos tag nem hanyagolható 
el. Az utóbbi kettő A2-függése 
azonban olyan,hogy már 
- A : 2 > 8 0 0 MeV, 
1200 MeV 
esetén elhanyagolható. A Fu-
bini, Nambu, Wataghin [3] féle 
mágneses dipól közelítés tehát 
nagy — A2-re egyre jobb lesz. 
Ezután megadja az integrál 
egyenletek megoldását keresz-
tezett tagok nélkül, majd meg-
mutatja, hogy azok csak el-
hanyagolható korrekciót ad-
nak. Az izoskalár amplitúdóra 
/-ben ír fel diszperziós relációt. 
A kiértékelésnél a pion Born tagon kívül 2n kicserélést (g pólust) vesz figyelembe. 
Rámutat arra, hogy —A2 > 1,2 GeV2 impulzusátadásra lehetséges a pion Born 
tag szeparálása, így a pion elektromágneses formfaktora elektrokeltésből elvileg 
meghatározható. 
cm' 
MeV sty 
= UGeV 
500 
Ejt (lab) MeV 
12. ábra 
Cone [2] mérései 
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A pion elektromágneses formfaktora kisebb impulzusátadás esetén végzett 
mérésekből is meghatározható [8]. A n+ keltés differenciális hatáskeresztmetszete a 
foton polarizációfüggvényében speciális kinematika esetén (a nN tömegközépponti 
rendszerben előre szórt л+) eléggé függ a pion formfaktortól. Előre szórt л esetén 
ugyanis csak longitudinálisán polarizált fotonnál van járuléka a pion pólusnak, 
a domináló 33 rezonancia pedig főleg a mágneses dipól amplitúdóhoz (ami transz-
verzális) járul hozzá, így nem versenyez а л pólussal. A mérés még nem nagyon 
megbízható. A kapott eredmények azt mutatják, hogy a pion töltésszerkezete nem 
nagyon különbözik a protonétól (amint azt a g dominancia modell is adja). 
A 33 amplitúdókra az NjD módszerrel adott megoldást Zagury [7]. A Den-
nery által is figyelembe vett tagokon kívül a skalár Sj+ Born tag F„-vel arányos 
részét is figyelembe vette (0 < — k2 < 4 BeV2 impulzusátadás, f F < l , 6 BeV tarto-
mányt vizsgál). Az integrál egyenleteket ezekre a multipólusokra megoldva, az 
amplitúdó imaginárius részét csak ezekkel a multipólusokkal közelítve, a diszper-
ziós relációkból korrekciót számolt az E0+, Mx_ amplitúdókhoz is. Ezek közül az 
E № és M[f} ad jelentős járulékot. Jó eredményeket kapott egészen 1300 MeV 
tömegközépponti energiáig és 3,8 BeV2 elektron impulzus átadásig. A kísérleti 
eredményekkel való összehasonlítást Id. a 9—12. ábrán. A neutron elektromos 
(Sachs-féle) formfaktorára itt is kedvezőbbnek látszik egy kis negatív érték feltéte-
lezése. 
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ы keltés 
Ф keltés 
>l,x° és / keltés 
III. 4. Ritka részek fotokeltése 
YK fotokeltés 
YKn(n) fotokeltés 
III. 1. Bevezetés 
Ebben a fejezetben mezon és barion rezonanciák, valamint ritka részek foto-
keltésével foglalkozunk. 325 MeV laboratóriumi foton energia felett 2n keltése 
energetikailag lehetséges. A 2n keltés hatáskeresztmetszete azonban csak 500 MeV 
felett kezd észrevehetővé lenni, eddig az energiáig az egy pion fotokeltés dominál. 
500 MeV felett N* (1236) rezonancia is keletkezhetik. А ур—рлп reakciót egy 
ideig a yp —N* + +n~ reakció dominálja. 1050 MeV a g keltés küszöbenergiája. 
A nagy energiás tartományt (1,1 GeV—6 GeV) a g keltés dominálja. DESY ered-
mények szerint a keletkezési valószínűség az energia függvényében a következő: 
Ey(GeV) N*(% 
1,1 84 
1,1-1,4 41 
1,4-1,8 13 
1,8-2,5 3 
2,5-3,5 11 
3,5-5,5 0 
q°(%) Fázistér (%) 
0 16 
30 29 
50 37 
48 49 
56 33 
65 35 
* A VII. Magyar Elméleti Fizikai Iskolán elhangzott előadás, 1967. 
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A fotokeltésben megfigyelt folyamatok: 
У+Р- P + Q° 
P+f 
p + m 
I -
p + t] 
\—H 
дr*+ + 
-> рл 
P+X° 
,л
+
л // 
! ул^л л 
р + Ф 
A K * К - , K I K 3  
N** * л~ 
Küszöb Ey = 1,05 GeV 
2,05 GeV 
1,11 GeV 
0,71 GeV 
1,7 GeV 
1,45 GeV 
1,57 GeV 
0,54 GeV 
Ritka részek ak* 
E°K* X 
E*K° J 
АК*л°\ 
АК°л*\ 
I* К* TIM 
е-к*л* J 
АК*л* 
рК*К-\ 
рк°к° ] 
0,934 GeV 
1,15 GeV 
1,17 GeV 
1,3 GeV 
1,43 GeV 
1,51 GeV 
Mivel a kísérletekhez szükséges fotont fékezési sugárzással állítják elő, a foton-
energia nem ismert. A végállapotbeli részecskék impulzusának ismeretében követ-
keztetnek vissza a foton energiájára. A méréseket ez természetesen igen meg-
nehezíti. 
III. 2. N* (1236) fotokeltése 
Az 1. ábrán a yp-*N* + + л~ folyamat teljes hatáskeresztmetszete látható a 
beeső foton energiájának függvényében. Meredeken nő a küszöb közelében a kb. 
70 pb-os maximumig, azután gyorsan leesik. 
da A 2. ábra a differenciális hatáskeresztmetszet у^д, A 2 = impulzus átadás 
négyzet a p és N* között) mutatja. Az N* bomlási szögeloszlása a 3. és 4. ábrán 
látható. A szögek definíciója: 0 a bejövő és kimenő proton iránya közti szög az 
j\[* nyugalmi rendszerében <p a megfelelő azimut szög (cp = 0 a keltési sík). 
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Az N* fotokeltést először Cutkosky és Zachariasen [1] tanulmányozták a 
Chew—Low-féle sztatikus modellt alkalmazva. A kapott eredmények nem egyeznek 
a mérésekkel. Drell [2] az egy pion cserés közelítést vezette be. A figyelembe vett 
gráf a következő: 
p к f t ç, 
Ж i 
I 
Л > 
p ' n* 
5. ábra 
Főleg előre szórásra várhatunk a modelltől kielégítő eredményt. Ekkor ugyanis a 
kicserélt n majdnem a tömeghéjon van. A л propagátor így — -771 c; 
((k — qy—mz) m1 
1 p n 
ami elég nagy érték. (2л cserére ^ ^ -nél kisebb a propagátor). A gráf — í ^ z i r 
részét a hatáskeresztmetszet számításánál а л N szórásnál mért hatáskeresztmet-
szettel veszi figyelembe. (Fel kell természetesen tenni, hogy a nN hatáskereszt-
metszet nem változik lényegesen, ha lemegyünk a tömeghéjról.) 
Az 5. ábra gráfjából kiszámítható nagy energiájú, előre szórt pionok keltésének 
teljes valószínűsége. Az az eredmény adódik, hogy nagy energiájú, kollimált pion-
nyaláb keltésére a fotokeltés alkalmasabb (az e2 szorzó ellenére), mint a nukleon-
nukleon ütközés. 
Az 5. ábra gráfja nem mértékinvariáns. A mértékinvariáns általánosítást Stichel 
és Scholz [3] adta meg. Az általánosítás általában nem egyértelmű, N* keltésre 
azonban egyértelművé tehető. A figyelembe vett gráfok: 
A mértékinvariáns egy pioncserés közelítés a mérésekkel általában jól egyezik. 
(Ld. az ábrákat). A differenciális hatáskeresztmetszet azonban csak kis T2-re jó. 
Abszorpciós korrekciók figyelembe vételével [4] az egyezés javítható. 
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III. 3. Bozonok fotokeltése 
q keltés 
1,1 GeV felett a yp—pnn folyamatot a q keltés dominálja. A g keltés teljes 
hatáskeresztmetszete a 7. ábrán látható. 1,4 GeV energia felett a hatáskeresztmet-
szet gyakorlatilag állandó. A 8. ábra a differenciális hatáskeresztmetszetet mutatja 
7. ábra 
8. ábra 
mode/ (7) 
• minden Л2- re 
д á'< 0.3 GeV2 
DESY ( 11) 
3 á 
Ej (GeV) 
yp — p°p 
1,10eV<Ej<5,5GeV 
Diffrakciós mode/ 
Egy pion cseres 
'model abszorpcióra/ 
Desy (20) 
У (GeV/с) 
tia/dá2 
(Ab/GeV2) 
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az impulzusátadás függvényében. Az adatok egy pion cserés modellel (abszorp-
ciót is véve, ill. formfaktoros módosítással) és a diffrakciós modellel vannak össze-
vetve. A 9. ábra a q° mezon bomlási szögeloszlását adja. 
3,5GeV±Eyé5,8GeV 
9. ábra 
0 a foton és л+ közötti szög a g nyugalmi rendszerében (Treiman—Yang 
szög), a megfelelő azimut szög cp (cp = 0, ha a keltési és bomlási sík egybeesik). 0H 
a helicitás szög; a kimenő proton és л + szöge a g nyugalmi rendszerében, cp,, a 
megfelelő azimut szög (cpH=0 a keltési síkban). A g spin sűrűség mátrixának függ-
vényében a bomlás eloszlása [5] 
W(cos0, Ф) = - ^ - { H l - ß o o R - H B ß o o - Ö c o s 2 © - ^ _xsin2 0 cos 2Ф — 4л 
— Г2 Re 01O sin 20 cos Ф} 
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Ey= 1,4-1,8 GeV Ey = 1,8-2,5 GeV Ey = 2,5-2,8 G eV 
0.9 0,8 0.7 
T 1 
DES Y (11) • 
0.9 0.8 0.7 
L — I — 
10. ábra 
A gik-ra kapott mérési eredmények a 10. ábrán láthatók. Az összehasonlító görbéket 
diffrakciós modellből [6] kapták. 
Az egy pion cserés modellnél a következő gráfot veszik figyelembe: 
11. ábra 
A modell g keltésre rosszabb, mint N* keltésre. A teljes hatáskeresztmetszetre 
nagy energián csökkenést ad, míg a kísérlet szerint a hatáskeresztmetszet 1,4 GeV 
felett gyakorlatilag állandó. Abszorpciós korrekciók bevezetésével elérhető azonban 
csökkenés is. A <p, 0-beli szögeloszlások sem egyeznek a mért adatokkal. Az impul-
zusátadás szerinti differenciális hatáskeresztmetszet nagy impulzus átadásra erősen 
csökken. A modell nem tudja ezt a csökkenést. (Abszorpciós korrekciók itt is segí-
tenek egy kicsit.) 
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Berman és Drell diffrakciós modellje [7] j o b b egyezést ad a kísérleti adatokkal. 
Amati, Fubiniés Stanghellini [8] multiperiférikus modelljét használták arra, hogy a 
q keltést összekapcsolják a nN szórással. A figyelembe vett gráf nN szórásra, ill. 
q fotokeltésre: 
77" X ? / 
! t 
ж
 < X > 77 
I 
J j r 
H N n N 
12. ábra 
A létrák felső fokánál a virtuális я-t valódinak tekintik, és így kiszámolják a létra 
felső fokának járulékát. (Ebben természetesen különféle csatolási állandók is szere-
pelnek.) Ebből a két folyamat hatáskeresztmetszetének hányadosa megkapható. 
A diffrakciós modell jól adja a teljes hatáskeresztmetszet nagyenergiás viselkedését. 
A differenciális hatáskeresztmetszet is eléggé csökken nagy impulzusátadásokra. 
A szögeloszlások is kielégítően egyeznek a mérési adatokkal. 
œ keltés 
со kb. ötször kevesebb keletkezik fotoprodukcióknál, mint д. A hatáskereszt-
metszet a 13. ábrán látható. A küszöbnél erősen nő, nagy energián a q keltéssel 
ellentétben csökken. A szögeloszlásban most is erős az előre csúcs (14. ábra). 
œ keltésre az egy pion cserés közelítés és a diffrakciós modell használatos. 
A q és со keltés összehasonlítására tekintsük azokat a gráfokat, melyek a diff-
frakciós, ill. egy pion cserés modellben szerepelnek. (15. ábra) 
A teljes hatáskeresztmetszet ezek szerint a következő szélességekkel arányos: 
Egy pion cserés Diffrakciós 
1
 dny 1 tony 
<Тт(о>°) Г
апу
 Г
впу 
Itt Г
вку
 a Q—ny, Г
юпу
 az œ-*ny bomlás szélessége. SU(6) eredmény szerint [9] 
Г
епу
<Г
апу
, így az egy pioncserés közelítésben < t t(q°)<o t((o°) diffrakciós modell-
ben <т
г
(
е
0)><т
г
(ш°). Innen is látható, hogy q° főleg diffrakciós módon keletkezik. 
œ 'keltésre a diffrakciós és az egy pion cserés modell kombinációja ad a mérésekkel 
egyező eredményt (ld. az ábrákat). 
9 Fizikai Folyóirat X V I I / 2 - 3 
ef (gea) 
13. ábra 
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14. ábra 
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15. ábra 
cp keltés 
Kevés kísérleti adat van. A különböző modellekben a g°, co°, cp° keltés hatás-
keresztmetszeteinek arányát szokták vizsgálni. Egy pion cserés és diffrakciós modell 
használatos. Freund [10] modelljében a foton direkt van csatolva a vektor mezonok-
hoz: 
A különböző vektor mezonokra a fotonhoz való csatolást az 5(7(6) kapcsolja össze, 
a protonon való szórás hatáskeresztmetszetét azonosnak veszi. 
A különböző modellek által adott értékek és a mérési adatok a következők: 
Modell 
Egy pion cserés modell 
+ SU(3), со- Ф mixing (12) 
Berman—Drell +SU(6) (13) 
Freundmodell (10) 
Mérés (11) 
а(рЬ)Е
у
> 2,5 GeV 
a(pb) £ y > 3,5 GeV 
Egyik elmélet sem egyezik a méréssel. 
a(g°) : а (со) : а(Ф) 
1 9 0,1 
9 1 0,01 
9 1 2 
17,0 ±0 ,7 3,8 ±0 ,5 0,49 ±0,14 
16,0±1,0 3,0 ±0 ,7 0,42 ±0,16 
9« 
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i], X° és f fotokeltés 
Igen kevés kísérleti adat van. 
Az íj keltés hatáskeresztmetszete a 
17. ábrán látható. Meredeken nő 
a küszöbnél, majd ismét leesik. A 
tömegközépponti rendszerbeli kelet-
kezési szögeloszlás izotópnak lát-
szik. X° és / keltést is megfigyel-
tek. 
фы 
ï p - л к * 
DESY (26) 
(mbf 
10 -
küszöb 
DESY (11) 
/ p — - p l 
0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 
Е/ (GeV) 
17. ábra 
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E? (GeV) 
18. ábra 
III. 4. Ritka részek fotokeltése 
YK fotokeltés 
Mint a bevezetőből látható, Y lehet A, 1°, E+ (ennek megfelelően K+, K+, ill. 
K ° keletkezik). A teljes hatáskeresztmetszeteket a 18. ábrán láthatjuk, a szögelosz-
lást a 19. ábrán. А Л К + keltésre ezen kívül A polarizációt is mértek (20. ábrán). 
А Л és I е keltésre vonatkozó differenciális hatáskeresztmetszet növekvő 
foton energiával erős előre csúcsot mutat. Ez periférikus keltési mechanizmusra 
utal. (К, ill. К* csere jöhet szóba). A K° keltéshez К csere nem adhat járulékot 
(direkt K°K°y csatolás nincs), ami magyarázatot adhat arra, hogy a K° keltés ha-
táskeresztmetszete a másik két folyamathoz viszonyítva kicsi. 
ж* 
0,3 
0,2 
0,1 
fp-^ЛК* DES Y (26) 
0,9GeV<Ef<U5cV 
+ 
1ABeV<Ey< 1,8 GeV 
19a. ábra 
19b. ábra 
124-1, (25/ mérések 
20. ábra 
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A legtöbbet vizsgált Л К + keltés folyamatra különféle modelleket vezettek be. A 
vizsgált diagramokat és a csatolási állandókat a következő táblázatban foglaltuk 
össze. 
Gráf K u o [14] j Beauchamp [15] Hatsukade [16] Dufour [17] 
к
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T = 60 MeV 
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4—7 
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igen 
1,4 
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igen 
6*5,7 
igen 
igen 
Мл = - 1,5 
igen 
igen 
мл = - 1,5/íjv 
Ht = 0,8 Hu 
igen 
igen 
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W = 1718 MeV 
T= 120 MeV 
igen 
Ois [1525] 
Fu [1688] 
igen 
F u [1688] 
р
л
 a A mágneses momentuma, g r а Г— Ay átmeneti mágneses momentum. 
A polarizációs mérésekkel legjobban Dufour [17] izobár modellje egyezik. Kuo [14] 
és Beauchamp [15] modellje határozottan rossz. A A polarizáció mérés alkalmasabb 
a szögeloszlás mérésnél a különböző modellek közötti döntésre. Szükség volna 
azonban különböző szögek esetén elvégzett polarizáció mérésekre. 
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21. ábra 
YKn (n) fotokellése 
A teljes hatáskeresztmetszetek a 21. ábrán láthatók. Az effektív tömeg eloszlá-
sokban különféle rezonanciák kereshetők. A An tömeg eloszlásban mindegyik 
reakciónál látható Y\ (1385) [11, 18]. K* (891)-et a [11] mérésben nem találtak, 
míg [18] szerint van. A [11] mérés szerint а АП+ tömeg eloszlásban Y\ (1770) is 
lehetséges. 
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A hadronfizikában a térelmélet szokásos módszerei nem vezettek eredményre; 
a kölcsönható téregyenletek megoldásainak csaknem kizárólagos gyakorlati mód-
szere, a perturbációszámítás az erős kölcsönhatások vizsgálatánál nem alkalmazható. 
Ily módon érthető, hogy előtérbe került egyrészt az egészen általános elvek követ-
kezményeinek tanulmányozása (axiomatika, diszperziós relációk, mátrixelemek 
analitikus tulajdonságai), másrészt a fizikai jelenségek legfeltűnőbb és legtisztábban 
megállapítható vonásainak, a szimmetriáknak a felderítése. Éppen az egyéb mód-
szerekkel nehezen kezelhető erős kölcsönhatások számos olyan szimmetriával ren-
delkeznek, melyek más kölcsönhatásban nem jelentkeznek. Az erős invariancia-
tulajdonságok lehetőséget adnak arra, hogy bizonyos rendet teremtsünk a kísérleti 
adatok egyre növekvő halmazában, megállapítsuk a hadronfolyamatok kiválasztási 
szabályait, és összefüggéseket állapítsunk meg különböző fizikai paraméterek 
(tömegek, mágneses momentumok, átmeneti valószínűségek stb.) között. 
Mint ismeretes, a kölcsönhatások invarianciatulajdonságait a csoportelmélet 
segítségével írhatjuk le. Az elemirész-fizikában a kölönböző unitér, speciális unitér 
és pszeudóunitér csoportok jutottak szerephez. (SU(2), SU(3), SU(6), U(6)C§>U(6), 
U(6,6) stb.) E csoportok matematikai elmélete igen részletesen ki van dolgozva, 
mindazonáltal a fizikai irodalomban az utóbbi években számos dolgozat foglalkozott 
egyrészt konkrét részproblémák megoldásával, másrészt a matematikai eredmények-
nek a fizikai alkalmazásokhoz legjobban illeszkedő alakban való tárgyalásával. 
* Bevezetés az Eötvös Loránd Fizikai Társulat által rendezett Vll. Elméleti Fizikai Nyári 
Iskola előadásaihoz. 1967. 
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Itt az I. fejezetben foglaljuk össze azokat a csoportelméleti tudnivalókat, melyek 
a szimmetria-fizika legújabb fejleményeinek megértéséhez szükségesek. A tárgyalás 
feltételezi az alapvető csoportelméleti fogalmak ismeretét. A II. fejezet az általános 
lineáris csoporttal és ennek az elemirész-fizika szempontjából érdekes alcsoportjai-
val foglalkozik, s konkrétan áttekinti az SU(2), SU(3) és SU(6) csoportok ábrázolá-
sainak szerkezetét. Ez utóbbi három csoport fizikai alkalmazásait a III. fejezet 
részletezi. Végül a IV. fejezetben röviden szó esik a nemkompakt szimmetriákról, 
az SU(6)h, kollineáris csoportról és a kvarkmodell legfrappánsabb eredményeiről. 
Az erős kölcsönhatások ún. belső szimmetriái nem egzaktak, csak többé-kevésbé 
jó közelítésben érvényesek. Az egzakt szimmetria következményeinek áttekintése 
után egyre inkább előtérbe kerül a szimmetriasértés figyelembe vételének prob-
lémája. E téren főleg az áramalgebrák alkalmazása hozott érdekes eredménye-
ket. Az áramalgebra feltevése szerint a szimmetriacsoportok generátorai — még 
általánosabban, a nekik megfelelő lokális áramok — szimmetriasértés esetén is ugyan-
olyan felcserélési összefüggéseknek tesznek eleget, mint amilyeneket egzakt szimmetria 
esetén várnánk. A lokális áramokat az elektromágneses és a gyenge áramokkal azo-
nosítva a csererelációkból összegszabályokat kapunk különböző fizikai mennyiségek 
mátrixelemeire. A hadronáramok nem tapadnak egyik vagy másik típusú részecs-
kéhez — a hadronanyagot egységesen jellemzik; ugyanakkor mátrixelemeiknek 
közvetlen fizikai jelentésük van. E két tény igen alkalmassá teszi őket különféle dina-
mikai hipotézisek megfogalmazására, s elképzelhető, hogy a változatos formákat 
mutató, nehezen analizálható hadronanyag elméletét éppen az áramok segítségével 
lehet majd felépíteni. 
I. Általános csoportelméleti bevezetés 
Az egyes témakörök részletes tárgyalása a következő helyeken található meg: 
Lie-csoportok — [55], [37], [17]; 
Lie-algebrák szerkezete — [40], [69], [20], [55]; 
Lie-csoportok és Lie-algebrák tárgyalása a fizikai alkalmazások szempont-
jából - [57], [63], [65], [10], [51], [62], [23], [43]. 
Néhány jelölés : 
1. V={x |P (x )} — Vázon X elemek halmaza, melyekre a P(x) állítások érvé-
nyesek; 
2. / : V - Y — / leképezés az X halmazból az Y halmazba; ha UczX,f(U) 
az U halmaz képe; ha VczY, f~l{V) а V halmaz inverz képe, azaz f~l(V) = 
= { x | x € V , / ( x ) € F } ; 
3. U X V— az U és F halmazok szorzata; elemei az (г/, v) elempárok, u£U,v£V; 
4. V = V, + V2 —-a F vektortér a V, és V2 vektorterek direkt összege, azaz, 
minden V egyértelműen előállítható v = v, + v2 (v, f V,, v2£ F2) alakban. 
1. Lie-csoportok és Lie-algebrák 
1.1. Topológiai tulajdonságok 
Az X halmaz topologikus tér, ha adva van a részhalmazok т összessége a követ-
kező tulajdonságokkal : 
a) Vés az üres halmaz f x , 
b) tetszőleges számú т-beli halmaz egyesítése is 
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c) véges számú т-beli halmaz közös része is £т. 
r elemei a nyílt halmazok. X egy részhalmaza zárt, ha komplementere nyílt. 
A nyílt halmazok egy т
в
 összessége a topológiai bázisa, ha т bármely eleme előállít-
ható TB-beli halmazok egyesítéseként. 
Példa. Az E„ euklideszi térben az л-dimenziós nyílt gömbök a topológia bázisát 
adják. 
Az x € X pont környezete egy olyan nyílt halmaz, amely tartalmazza x-et. Az X 
topologikus tér Hausdorff-tér, ha minden pont ja zárt halmaz és bármely xx és x2 
pontjának van olyan Ux és U2 környezete, melyek nem nyúlnak egymásba. 
Legyen Y és У topologikus tér; az f:X-*Y leképezés folytonos, ha minden 
nyílt halmaz inverz képe nyílt. A leképezés homeomorfizmus vagy topologikus izo-
morfizmus, ha egy-egyértelmű és mind fi mind / _ 1 folytonos. 
A részhalmazok rendszere lefedése V-nek, ha a halmazok egyesítése X. Az X 
topologikus tér kompakt, ha tetszőleges nyílt halmazokkal való lefedésből kivá-
lasztható véges sok halmazból álló lefedés. X lokálisan kompakt, ha minden pontjá-
nak van kompakt lezárású környezete. 
Megjegyzés. Az En euklideszi tér egy részhalmaza akkor és csak akkor kompakt, 
ha véges és zárt. 
Legyen X topologikus tér, R a valós számok halmaza, s legyen f \R—X foly-
tonos leképezés. Az {f(t)\t£R, O^t^ 1} halmaz folytonos görbe V-ben, / (0) és 
/ ( 1) a görbe végpontjai./О-görbe, h a / ( / ) á l l andó . / zá r t görbe, h a / ( 0 ) = / ( l ) . 
Az V topologikus tér (lineárisan) összefüggő, ha bármely két pontja összeköt-
hető folytonos görbével. Definiáljuk egy görbe inverzét és két görbe szorzatát a követ-
kezőképpen : 
[ / ] - 1 ( 0 = / ( i - 0 , 
[ / ( 2 0 , O s / g j 
/ ( 1 ) = #(0)> [ f g ] ( t ) = j g ( 2 t — 1), 
A szorzásnál az egység szerepét nyilván a 0-görbe játssza. A z / é s g görbe ekvivalens, 
f ~ g , ha a végpontokat nem változtató folytonos deformációval egymásba vihetők, 
azaz, van olyan folytonos (p(s, t), O^t, s^ 1 függvény, hogy 
<p(0, t) =f(t), </>( 1, t) =g(t), cp(s, 0) = / ( 0 ) =g(0), <p(s, ï ) = / ( 1) =g( 1). 
H a / ~ / ' , g~g' és fg l é t e z i k , f g ~ f ' g ' , [ / ] _ 1 ~ [ / ' ] _ 1 . Azekvivalenciarelációalapján 
az x pontban kezdődő zárt görbék ekvivalenciaosztályokba sorolhatók; legyen ezek 
halmaza G, s vezessünk be G elemei között szorzást: ha Kf és Kg a z / é s g görbék 
ekvivalenciaosztályai, KfKg = Kfg. Megmutatható, hogy G szorzással (az x pont 
kiválasztásától nem függő) csoport: az V topologikus tér fundamentális csoportja. 
Az X összefüggő topologikus tér egyszeresen összefüggő, ha fundamentális 
csoportja csak az egységelemből áll, vagyis ha benne minden zárt görbe O-görbével 
ekvivalens (folytonosan összehúzható egy pontra). 
Az V topologikus tér sokaság, ha minden elemének van olyan környezete, amely 
homeomorf egy r-dimenziós euklideszi tér valamely nyílt halmazával (r a sokaság 
dimenziója). Egy sokaság mindig lokálisan kompakt . 
Lie-csoportnak az olyan G csoportot nevezzük, mely 
1. topologikus csoport, azaz 
a, Hausdorff-tér, 
ß, benne az ( / , g) --fg, f — / _ 1 leképezések folytonosak, 
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2. Sokaság. 
A sokaság r dimenziója a csoport rendje vagy dimenziója. Ha U G egységelemének, 
F az euklideszi tér origójának megfelelő környezete, a <p:U- V homeomorf leképezés 
segítségével G-ben (lokális) koordinátákat adhatunk meg: 
(p(g) = {g'}eV; <pi(g)=gi, <p'(e)= 0, / = 1 , 
Minden Lie-csoportban bevezethetők analitikus koordináták, úgy, hogy ha 
f,g,fg,f-4Ués 
<Pl(fg) = A f \ - , / ' ; g\-i gr), 
9 > i ( / - 1 ) = f i ( / 1 , - , / r ) . 
u' és v' változóik analitikus függvényei (az origó egy környezetében konvergens 
hatványsorba fejthetők). 
1.2. Homomorfizmusok 
A G és G' csoportok közötti homomorfizmus olyan f:G—G' leképezés, melynél 
f(g) f(g') = f(gg')- Az egy-egyértelmű homomorf leképezést izomorfizmusnak nevez-
zük. Ha G és G' izomorf, G ^ G ' a két csoport lényegében azonos. /(G) az / h o m o -
morfizmus képe, f~\e') a homomorfizmus magja. 
Egy G—G homomorfizmus: endomorfizmus. A G — G izomorfizmusok, az ún. 
automorfizmusok csoportot alkotnak (Aut G). 
A G csoport ábrázolása G homomorf leképezése egy vektortér lineáris operátorai 
nak D(G) csoportjára (g — D(g), D(e) = I, I egységoperátor V— n). К dimenziója 
egyben az ábrázolás dimenziója. Az ábrázolás hü, ha a leképezés izomorf. 
A He G részhalmaz G alcsoportja, H <G, ha elemei csoportot alkotnak a G-beli 
szorzással szemben. 
Legyen H<G; a gH = {gh\g£G, hé H) halmaz a H alcsoport g-vel generált 
baloldali mellékosztálya. Hasonlóan definiáljuk a Hg jobboldali mellékosztályt. 
Különböző elemekkel generált mellékosztályok vagy teljesen egybeesnek, vagy nincs 
közös részük. 
A H G alcsoport invariáns alcsoport, H <1 G, ha gH = Hg, azaz gHg~~l — H 
minden g£G-re. Egy Ж G invariáns alcsoport mellékosztályai, vagyis a 
G/H={gH = Hg\gEG} 
halmaz elemei csoportot alkotnak a következő szorzási szabállyal: 
giH-g2H = gygM. 
G/H G-nek a H invariáns alcsoport szerinti faktorcsoportja. 
Az f:G—G' homomorfizmusnál nyilván 
f - f e j o G , / ( G ) < G ' , 
azaz, a G' egységelemébe leképezett elemek G-ben invariáns alcsoportot alkotnak. 
Innen következik, hogy G minden homomorf képe izomorf G-nek valamely H in-
variáns alcsoport szerinti G/H faktorcsoportjával. 
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1.3. Csoportok direkt és féidirekt szorzata 
Gj és G2 csoportok, Gk X G2 a szorzathalmaz. A szorzathalmaz elemei csoportot 
alkotnak a következő szorzási szabállyal: 
(gi, Ы ( Л , /2) = fei/i, £2/2), , / 1 € , g2, / 2 Ç G2. 
Az így kapott csoport G, és G2 direkt szorzata, jelölése G4(giG2. (A gyakran szokásos 
írásmódban fei, g 2 )=£i£2=g 2 gi- ) Nyilvánvaló, hogy G x < G ^ G . , , G2<\G1®G2  
s a Gj (G2) szerinti faktorcsoport izomorf G2-vel (Gi-gyel). 
Ha adva van egy r :G 2 —AutGj homomorfizmus, vagyis G2 minden eleméhez 
hozzá van rendelve G4-nek egy önmagára való izomorf leképezése, a szorzattér 
elemei között másfajta szorzási szabály is definiálható: 
fei, g-d ( f i , /2) = feig2(/i), £2/2), 
ahol 
gffi)=r(g2)[fil 
E szorzattal Gj X G2 G\ és G2 féidirekt szorzata (GkAG2 vagy egyszerűen G\ X G2). 
Minthogy (l ,g2)C/i , 1)(1, g2-1) = fe2(/iX 1) Gj G j X G 2 invariáns alcsoportja 
(G2 általában nem az!). 
A féldirekt szorzatra példa a P = TXL Poincaré-csoport, amely a T transz-
lációs csoport és az L Lorentz-csoport szorzata. A P csoport (а, Л) elemei a Min-
kowski-tér vektorait transzformálják: x' — Лх + а. A közismert 
(a, A)(a', A') = (Aa' + a, A A') 
szorzási szabály az 
r: L-»Aut T, r(A)[a] = Aa 
homomorfizmussal kapcsolatos. 
1.4. Lie-algebrák 
A © Lie-algebra vektortér (a továbbiakban feltesszük, hogy véges dimenziójú), 
melynek elemei között bilineáris szorzás van értelmezve az alábbi szabályokkal: 
y-*[x, j]€© 
[x,y]+[y, x] = 0, 
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x,.)']] = 0 (Jacobi-azonosság). 
Az algebra valós vagy komplex aszerint, hogy elemei valós vagy komplex vektorok. 
Ha / = 1 , ...,/" az algebra bázisa, a bázisvektorokra 
[et, ek] = C\ke 
a C\k mennyiségek az algebra szerkezeti állandói az adott bázisra vonatkozóan. 
§ с; © részalgebra ©-ben, § < ©, ha az algebrai műveletek nem vezetnek ki 
belőle. Az </ < © részalgebra ideál, У <] ©, ha x £ J- esetén minden y £ ©-re [x, y] £ d. 
(© és a O-elem triviális ideálok.) A © Lie-algebra a © 1 ; ..., ©„ Lie-algebrák direkt 
összege, © = ! © © ; , ha © mint vektortér az egyes vektorterek direkt összege, 
© = £©,, és [xhyj\ = 0 ha х ,£© ; , yj £ © 7 , iXj; a ©,• algebrák ideálok ©-ben. 
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Legyen Л, 93 c © és jelölje [Л, S] az [a, b] (аСИ, ú€93) alakú elemek által 
kifeszített alteret. На Л és 23 ideál, [Л, 23] is az. Definiáljuk az egymásba skatulyá-
zott ideálok egy sorozatát: 
S 1 = © , ©<"> = [©<"-!>, ©<"-!>]. 
Ha van olyan n ë l , hogy © ' " ' = {0}, © megoldható. 
A © Lie-algebra egyszerű, ha nem tartalmaz nemtriviális ideált. 
A © Lie-algebra félegyszerű, ha nem tartalmaz kommutatív ideált (ekkor 
megoldható ideált sem tartalmaz). 
© megoldható ideáljainak egyesítése © radikálja. Bizonyos lazább értelemben 
minden Lie-algebra megoldható és félegyszerű Lie-algebrából épül fel: 
1. Tétel (Levi). © Lie-algebra, Л a radikálja. © tartalmaz egy 5 félegyszerű 
algebrát úgy, hogy 
© = л + g . 
5 (az ún. Levi-faktor) maga általában nem ideál és nincs egyértelműen meghatározva. 
Megmutatható, hogy minden ©-beli félegyszerű Lie-algebra belefoglalható egy 
Levi-faktorba. Ami a félegyszerű Lie-algebrákat illeti, ezek tanulmányozása az 
egyszerű Lie-algebrák vizsgálatára vezethető vissza: 
2. Tétel. A © Lie-algebra akkor és csak akkor félegyszerű, ha egyszerű ideálok 
direkt összege. 
A © és ©' Lie-algebrák közötti homomorfizmus olyan / : © — © ' leképezés, 
melynél 
f(x) +/(>•) =f(x+y), of(x) = f(ax), [f(x),f(y)l =f([x,y]). 
A nullelem inverz képe a homomorfizmus magja, / - 1 ( 0 ' ) < ©. Az egy-egyértelmű 
homomorf leképezés izomorfizmus. 
Legyen V vektortér; a K-n ható lineáris operátorok Lie-algebrát alkotnak a követ-
kező szorzással: 
[а, в] = a b - b a . 
Ezt a Lie-algebrát ©/(K)-vel jelöljük. Egy © Lie-algebra ábrázolásán ©-nek 
valamely ©/(K)-be való homomorf leképezését értjük. Izomorf leképezés esetén 
az ábrázolás hü. 
Mivel egy (6 Lie-algebra maga is vektortér, önmagán is ábrázolhatjuk: 
x — adx, (adx)у — [x, y], x, у £ © 
(adjungált ábrázolás). Az adx operátorokkal ©-n egy bilineáris alak definiálható 
( KiII ing-alak ) : 
<x, y) = (y, x) = Tr (ad x ad y). 
3. Tétel (Cartan). Egy Lie-algebra akkor és csak akkor félegyszerű, ha Killing-
alakja nem elfajult (azaz, ha minden y-ra (x, y) = 0—x = 0). 
1.5. A Lie-csoportok lokális és globális tulajdonságai 
Minden Lie-csoport egyértelműen definiál egy valós Lie-algebrát. Legyen a G 
Lie-csoport egy ábrázolása D; a D(g) = D(g1, ..., g") mátrix elemei a változók 
analitikus függvényei. 
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Az 
x — 4L 
V i . - . 
mennyiségekre 
[ki, xk] = c'k x,, 
minden ábrázoláson ugyanazon c'k együtthatókkal, vagyis az xx, ...,xr infinité-
zimális operátorok a csoport szerkezete által egyértelműen meghatározott Lie-
algebrát feszítenek ki. Ha a G csoport Lie-algebrája ©, G alcsoportjának ©-ben 
részalgebra, G invariáns alcsoportjának ©-ben ideál felel meg. A G Lie-csoport 
egyszerű, ill. félegyszerű, ha algebrája egyszerű, ill. félegyszerű. 
1. Tétel. Minden © Lie-algebrához található olyan Lie-csoport, melynek 
Lie-algebrája izomorf ©-vei. Ha két Lie-csoport Lie-algebrája izomorf, a cso-
portok lokálisan (az egységelem környezetében) izomorfak. 
A Lie-csoportok lokális tulajdonságait tehát a Lie-algebrák egyértelműen meg-
határozzák. A globális tulajdonságokra ez már nem áll; a lokálisan izomorf cso-
portok közti kapcsolatra a következő tétel világít rá: 
2. Tétel. Minden összefüggő G Lie-csoporthoz található (izomorfia erejéig 
egyértelműen) olyan egyszeresen összefüggő G Lie-csoport, hogy G = ő/N, ahol 
N G diszkrét kommutatív invariáns alcsoportja és izomorf G fundamentális csoport-
jával. G G univerzális fedőcsoportja. Ha két Lie-csoport lokálisan izomorf, globálisan 
akkor és csak akkor az, ha fundamentális csoportjuk izomorf. 
Egy © Lie-algebra tehát egyértelműen meghatároz egy egyszeresen összefüggő 
Lie-csoportot — ez a © algebrával jellemzett összefüggő Lie-csoportok közös 
univerzális fedőcsoportja. 
2. A félegyszerű Lie-algebrák szerkezete 
A Lie-algebrák elmélete a komplex félegyszerű algebrák tanulmányozásában 
jutott legmesszebbre. A félegyszerű algebrák, mint láttuk, egyszerű algebrák 
direkt összegeként állnak elő, s az egyszerű komplex algebrák maradéktalanul 
osztályozhatók. 
2.1. A Weyl-bázis. Gyökök 
Legyen © félegyszerű komplex Lie-algebra. § < © Cartan-féle részalgebra 
©-ben, ha 1, í) maximális kommutatív részalgebra (azaz nem része nagyobb kom-
mutatív részalgebrának) 2, minden //£§>-ra adh diagonizálható operátor. © külön-
böző Cartan-féle részalgebrái egymással izomorfak. A Cartan-féle részalgebra 
/ dimenziója az algebra rangja. 
Válasszunk ki a § Cartan-féle részalgebrában egy {//,} bázist. Az 
ad htxa = [hi, x j = a,xa (1) 
sajátértékegyenletekkel definiált a = (txx, ...,a () vektor a © algebra gyöke. A nem-
zérus gyökök összességét jelöljük Л-val. © § és a nem-zérus gyökökhöz tartozó 
alterek összege: 
© = § + 2 © ( a ) . ( 2 ) 
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A gyökök a következő tulajdonságokkal bírnak: 
1. Mindegyik 05(ci) egydimenziós; 
2. a cp+ca alakú gyökök összessége : cp-t tartalmazó a-sorozat. A cp-t tartal-
mazó a-sorozat azokat és csak azokat a gyököket tartalmazza, melyekre 
a ) p ^ с ^ q, p,c,q egész, p Ш 0, <7 £ 0 
u\ _<? _ n , n (<?> °0 = giJ(Pi<*j, 
}
 («,«) + q' gtj = <A„ = 4 -
3. ha a gyök, A:a akkor és csak akkor gyök, ha k = 0, ± 1 . §-ban és a ©(a) 
alterekben megválasztható egy {hx, ...,ht, e±x} bázis a következő tulajdonságokkal: 
[ht,hj] = 0, g i J = i5y, (3) 
[A,. e±J = («. ß) = Z *ißt> 
i 
= Zathi> 
i 
[e«, eß] = NxJex+ß, ot + ß X 0, 7Va>/) = 0, ha a + ß nem gyök; 
(Weyl-bázis). Az Nxj számokra fennáll: 
a ) N X i ß = - N ß t X , (4) 
b) = 
c) ha a , ß,y£A és a + ß + 7 = 0, 
= = JV?>e, 
d) N l „ = q ( X ~ p ) (a , a ) > 0 , 
ahol p és q а ß-t tartalmazó a-sorozatot megszabó egész számok. 
A Weyl-bázison az összes szerkezeti állandó valós. 
Az a-gyök pozitív, ha első el nem tűnő komponense pozitív. a > ß , ha a — ß > 0 . 
Az a pozitív gyök egyszerű, ha nem állítható elő pozitív gyökök összegeként. 
1. Tétel. Az /-rangú félegyszerű Lie-algebrának pontosan / számú egyszerű 
gyöke van (a(1), ..., a(,)). Ha ß gyök, 
i 
ß = Z 
í= i 
ahol mx, ..., m, azonos előjelű egész számok, i+j esetén a 
(MM)
 я  
-
2 W Ä Ä ) = a t i ( 5 ) 
Cartan-féle számok nem negatív egészek. 
Legyen a, ß Ç Д. Az 
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transzformáció tükrözés az a-ra ortogonális hipersíkra. a-val és /5-val együtt S7(ß) 
is gyök. Az Sy, a Ç Л operátorok csoportja © Weyl-csoportja. Minden gyök Weyl-
tükrözéssel adódik valamely egyszerű gyökből, s az egyszerű gyökökből kiindulva 
sorozatos Weyl-tükrözésekkel valamennyi gyök megkapható. 
Jelöljük az egyszerű gyökök rendszerét П-vel. Mint láttuk, П izomorfia ere-
jéig meghatározza a © algebra szerkezetét. Az egyszerű gyökök rendszere széteső, 
h&n = n'U П", ahol П' és П" nem üres és П'±П". 
2. Tétel. A © félegyszerű Lie-algebra akkor és csak akkor egyszerű, ha П-rend-
szere nem széteső. Ha © a © l 5 ..., ©fc egyszerű algebrák direkt összege, П rend-
szere a megfelelő, kölcsönösen ortogonális П1,...,Пк rendszerek egyesítése. 
2.2. Az egyszerű komplex Lie-algebrák osztályozása 
A komplex, egyszerű Lie-algebrák a következő tulajdonságokkal jellemez-
hetők : 
1. az algebra Л-rendszere nem széteső; 
(a( i), a(J>) 
2. ha a ( l ), a 0 ) £ П, au = — 2 -—P—nem negatív egész (/ ^ /') Л egyértelműen (au ' , as ' ) 
meghatározza A-t és izomorfizmus erejéig ®-t. így az egyszerű komplex Lie-algebrák 
rendszerezése az 1., 2. tulajdonságú vektorrendszerek felkutatását jelenti. Ha 
a( i ) ^ a(j> és (a(i), a ( J )) 0, 
(aa> a(J))2 
0 < a
' j a j ' = 4 | a (0 |2 | ao-) |2 = 4 c o s 2 9 < 4 ' 
s mivel atJ, ajt egész, ez csak úgy lehetséges, ha vagy au vagy ay 1. Feltéve, hogy 
| a« |a | aU>| , atJ=l és | a ( 0 | 2 / | a 0 ) | 2 = - ^ = a y i = 4 c o s 2 0. Az ortogonalitást is figye-
aij 
lembe véve tehát a következő esetek lehetségesek: 
9 120° 135° 150° 90° 
|a«)|2/|aO)|2 1 2 3 határozatlan. 
Megmutatható, hogy egy Л rendszeren belül csak kétféle hosszúságú vektor lép fel. 
Az egyszerű gyökök rendszerét az ún. Dinkin-ábrákkal szemléltethetjük. A gyökök-
nek köröket feleltetünk meg; mivel kétféle hosszúságú gyök szerepel, a rö-
videbbekhez rendelt köröket befeketítéssel különböztetjük meg. A gyökök viszonyát 
összekötő vonalakkal jellemezzük; ha két gyök között a szög 120° (135°, 150°, 90°) 
az összekötő vonalak száma 1 (2, 3, 0) : 
о о 9 о « о о о 
в = 120° в = 135° в = 150° в = 90" 
Két gyökrendszer hasonló, ha csak normálási tényezőben térnek el egymástól. 
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Tétel. Bármely egyszerű komplex Lie-algebra П rendszere hasonló az alábbi 
vektorrendszerek valamelyikéhez: 
4 - o - : / : о o -
6 * l í в 
f , 
Az Ai, Bh Ci, D, algebrák 77-rendszere az euklideszi terek {e,} ortonormált 
bázisvektoraival kifejezve: Az algebra dimenziója 
n(Ai) = (ex-e2, ..., e,-el+1), 
П(В,)=(е1-е2, .... et-x-e,, ej, 
n(Cj = (e1-e2, ..., e,_x-h, 2ej, 
1(1 + 2) 
1(21+1) 
1(21+1) (1) 
n(Dj = (ex-e2, -e„ e,_x + e,) /(2/-1). 
Ee, Ey, E8, Fx és G2 dimenziója rendre 78, 133, 248, 52 és 14. A Dinkin-ábrákból 
látható, hogy C 2 ^ B 2 , D 3 ^ A 3 . 
A gyökök normálását a következő feltétel szabja meg: 
(*,ß) = 2 (У, oi)(y, ß). (2) 
2.3. Valós és komplex Lie-algebrák 
Az itt ismertetett eredmények valós Lie-algebrákra általában nem alkalmazha-
tók, mivel a (2.1, 1) sajátértékegyenlet ezeknél nem mindig oldható meg valós saját-
értékekkel. 
Minden valós ©0 Lie-algebrának van egyértelmű komplex kiterjesztése, amely 
egyszerűen úgy áll elő, hogy egy ©0-beli bázis elemeinek komplex együtthatós lineá-
ris kombinációit vesszük. ©„ valós dimenziója megegyezik a © komplex kiterjesztés 
komplex dimenziójával. Ha ©0 félegyszerű, © is az. Különböző valós algebrák komp-
lex kiterjesztése egybeeshet. 
Legyen © komplex Lie-algebra; 05 mindig tekinthető valós Lie-algebrának is, 
a valós dimenzió azonban általában nem egyezik meg a komplex dimenzióval. 
A valósnak tekintett © ©0 részalgebrája 05 valós alakja, ha ©0 komplex kiterjesztése 
izomorf ©-vei. Egy komplex Lie-algebrának nem mindig van valós alakja, más-
részt egy algebrának több valós alakja is lehetséges. A félegyszerű Lie-algebrák 
tárgyalásánál láttuk, hogy a Weyl-bázison az összes szerkezeti állandó valós — így 
ezen bázis elemeinek valós lineáris kombinációi valós Lie-algebrát alkotnak. Az így 
kapott valós algebra a komplex félegyszerű © normál valós alakja. 
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Definíció: Egy valós Lie-algebra kompakt, ha az (x, x) kvadratikus alak ((x, y) 
a Killing-alak) negatív définit. 
Tétel. Minden félegyszerű komplex Lie-algebrának van kompakt valós alakja, 
ez izomorfia erejéig egyértelmű. A kompakt valós alak előállítható, mint a 
-ihi, -i(ex + e_fi, ~(ex-e_x) (1) 
bázisvektorok által kifeszített valós algebra. 
Egy egyszerű valós Lie-algebra komplex kiterjesztése nem feltétlenül egyszerű. 
(Pl. a valódi Lorentz-csoport egyszerű, az algebra komplex kiterjesztése viszont két 
A, típusú ideál direkt összege.) Ha azonban a valós egyszerű Lie-algebra kompakt, 
komplex kiterjesztése is egyszerű. Ez a fenti tétel figyelembevételével azt jelenti, 
hogy az egyszerű komplex Lie-algebrák és az egyszerű kompakt valós Lie-algebrák 
között egy-egyértelmű kapcsolat van — az előbbiekkel együtt az utóbbiak is osztá-
lyozva vannak. 
Ha egy összefüggő G Lie-csoport Lie-algebrája félegyszerű és kompakt, G kom-
pakt. Az egyszerű komplex algebrák kompakt valós alakjával kapcsolatos kompakt 
csoportok: At — SU(I+ 1), 5 , - 0 ( 2 / + 1), C , - S p ( / ) , 5 , - 0 ( 2 / ) (e csoportok definí-
cióját 1. (4.1)-ben). 
3. A Lie-csoportok és Lie-algebrák ábrázolásai 
3.1. Általános megjegyzések 
Legyen 5 a G csoport ábrázolása a V vektortéren. A V,czV altér invariáns 
5-vel szemben, ha x£ V, esetén mindig g£G-re 5(g)xÇ V H a a F térnek van 5-vel 
szemben invariáns valódi altere, az ábrázolás reducibilis, ellenkező esetben irredu-
cibilis. Az ábrázolás teljesen reducibilis, ha az ábrázolási tér olyan invariáns alterek 
direkt összegére esik szét, melyeken 5 irreducibilis ábrázolásokat indukál: F = 2 ' F i , 
5 = I ® 5 , , x £ F r r e 5,(g)x = 5(g)x, 5 , irreducibilis. 
A G csoport D, és 5 2 ábrázolása a V, és F2 téren ekvivalens, ha van olyan egy-
egyértelmű A:V1 — V2 lineáris leképezés, hogy bármely gÇG-re 
D2(g)A = AD ,(g). 
A G csoport Hilbert-térbeli 5 ábrázolása unitér, ha minden 5(g) operátor-
unitér. 
Kompakt Lie-csoportokra (és véges csoportokra) fennállnak a következő 
tételek : 
1. minden ábrázoláshoz megadható ekvivalens unitér ábrázolás; 
2. minden unitér ábrázolás véges dimenziójú; 
3. minden unitér ábrázolás teljesen reducibilis, az ábrázolási tér kölcsönösen 
ortogonális invariáns alterek direkt összegére esik szét. 
A G Lie-csoport ábrázolása megadja a hozzá tartozó Lie-algebra egy ábrázolá-
sát is. Unitér ábrázoláson az infinitézimális operátorok antihermitikusak, Xj = — Xt. 
A Lie-algebra minden ábrázolása egyértelműen meghatározza G univerzális fedő-
csoportjának (G) valamely ábrázolását; ez az ábrázolás akkor és csak akkor ábrázo-
lása G-nek, ha a G— G homomorfizmus magját az egységoperátor ábrázolja. (Ha 
5(G) nem redukálódik G valamely ábrázolására, néha G többértékű ábrázolásának 
nevezik.) 
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На А = A1 Xt, В = В1 Xi és [Xt, X,] = С fr Хк, 
(ad A)Xj = (ad A))Xk = A'[X„ Xj] = A>C?jXk, 
t e h á t 
(А, В) = Tr ad A ad В =
 gijA' Bf gu = C\kCf = gji. 
Az (1.4—3) tétel értelmében а © Lie-algebra akkor és csak akkor félegyszerű, ha 
de tgxO, azaz, g;j-nek van g'J inverze; © kompakt, ha gu negatív définit. 
'a 
С = g'j XiXj 
mennyiséget Casimir-operátornak nevezzük. С az összes infinitézimális operátorral 
felcserélhető, [C, / J = 0 , így a Schur-lemma alapján következik, hogy egy irreduci-
bilis ábrázoláson az egységoperátorral arányos. 
Legyen Dx és D2 a G csoport ábrázolása a Vx és V2 téren. Va Vx és V2 terek 
Kronecker-szorzata, F=F1<g>F2, ha a Vx © V2 halmazszorzat minden (xx,x2) 
eleméhez hozzá van rendelve egy x = x1<g>x26 V vektor úgy, hogy 
a) x j © x 2 mindkét argumentumában lineáris; 
b) V az X!ig»x2 vektorok lineáris burka. 
Ha {ex, ..., eni} bázis K ren, { f x , ...,f„2} bázis V2-n, az nxn2 számú e^f vektor 
kifeszíti F-t. А VX®V2 téren újabb ábrázolást definiálhatunk a következő módon: 
П12(я)(хх®х^ = Dx(g)xx®D2(g)x2; 
D]2 = DX®D2 a két ábrázolás Kronecker- vagy direkt szorzata. Ha Dx és D2 unitér, 
D1®D2 is az. Irreducibilis ábrázolások direkt szorzata általában nem irreducibilis. 
Ha az ábrázolások unitérek, DX®D2 teljesen reducibilis: 
Vx®V2=ZKß, Dx®D2 = Z@Dnu 
(a p index az ekvivalens ábrázolásokat különbözteti meg). Ha {emJ, {e„,2}, {е„ д ; т } 
ortonormált bázis F ren, V2-n, ill. F-n, {emi®em2} is, az {еид;,„} bázisok egyesí-
tése is ortonormált bázis Vx<g> F2-n, s így létezik olyan (mxm2\npm) mátrix, hogy 
e„f;m = 2 (mim2\npin)emi®em2, 
mi тг 
emi8>em = 2 (т1т2\прт)е„ц;т. 
пцт 
Az (т
х
т2\прт) mátrixok a csoport Clebsch—Gordan együtthatói. 
A csoportábrázolások szorzatához hasonlóan definiálhatjuk a © Lie-algebra 
Ö! és Q2 ábrázolásainak Q = Q1®Q2 direkt szorzatát a V1®>V2 téren: 
öfa) = öi (x) ® /(2) + 7j ig) (x), x £ © 
(/(1) és /(2) egységoperátorok a megfelelő ábrázolási tereken). 
3.2. A félegyszerű Lie-algebrák ábrázolásai 
E fejezetben a komplex félegyszerű Lie-algebrák ábrázolásaival foglalkozunk. 
A komplex algebrák ábrázolásai természetes módon generálják a valós alakok és az 
ezekhez tartozó Lie-csoportok ábrázolásait. 
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1. Tétel (Weyl). Egy félegyszerű Lie-algebra minden véges dimenziós ábrá-
zolása teljesen reducibilis. Elegendő tehát csak az irreducibilis ábrázolásokkal fog-
lalkozni. Legyenek a © komplex félegyszerű Lie-algebra ea, e_a} bázisát ábrá-
zoló operátorok {Ht , Ex, E_a}. Minden ábrázoláshoz található olyan ekvivalens 
ábrázolás, hogy Hj = # ; , Ej = E_X, vagyis a kompakt alak (2.3, 1) bázisának 
elemei antihermitikusak (összhangban azzal, hogy kompakt csoport minden áb-
rázolása ekvivalens unitér ábrázolással). A hermitikus # , operátorok szimultán 
HiVx = ktvx (1) 
diagonizálhatók; a sajátérték egyenletekkel definiált A = (Als ..., A,) vektorok az adott 
ábrázolás súlyai. (Speciálisan a gyökök az adjungált ábrázolás súlyai.) 
2. Tétel. A Q ábrázolás súlyainak A-t tartalmazó a-sorozata (a nemzérus gyök) 
а következő és csak a következő súlyokból áll: 
A + ca, p ^ с ^ q, p, c,q egész 
, (A, a) 
- 2 t .= p + q. (a, a) 
A gyökökhöz hasonlóan vezethetjük be a súlyokra is a Aj>A2 rendezést. A g 
ábrázolás Л súlya g legmagasabb súlya, ha az ábrázolás minden súlyánál nagyobb. 
3. Tétel. 1. A © félegyszerü Lie-algebra két irreducibilis ábrázolása akkor és 
csak akkor ekvivalens, ha legmagasabb súlyuk megegyezik. 
2. g © ábrázolása, Л о legmagasabb súlya, П © egyszerű gyökeinek rendszere. 
A q ábrázolás minden súlya a következő alakú: 
A = A— 2 А ;а (0, к,- nemnegatív egész. 
a ( " e n 
3. A legmagasabb súly multiplicitása 1. A 2. és 3. tétel alapján a legmagasabb 
súlyból az egyszerű gyökök levonásával az adott ábrázolás összes súlyát megkap-
hatjuk. A súlyok multiplicitása általában 1-nél nagyobb lehet. 
Legyen qx és g2 © két ábrázolása. A ih® í?2 ábrázolás legmagasabb komponense 
— (?i®É>2 — az az irreducibilis komponens, melynek legmagasabb súlya az irredu-
cibilis összetevők legmagasabb súlyai közt a legnagyobb. qi®q2 a két ábrázolás 
Cartan-féle кompozíciója. 
Egy q ábrázolás A súlyának Weyl-tükrözöttje 
5
а
(А) = А - 2 ^ с с (2) 
ugyancsak súlya g-nak. A A vektor egész vektor, ha 2 a >oc£d) egész. A 2. Tétel 
(ОС, ОС) 
szerint minden súly egész vektor. Megfordítva: 
4. Tétel. Minden egész vektor súlya © valamely q irreducibilis ábrázolásának. 
Definíció: Ha A egész vektor és a Weyl-csoport minden S elemére 5(A) ë A, 
A domináns súly. 
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5. Tétel. I. Egy A egész vektor akkor és csak akkor domináns súly, ha (Я, a<0) ^ 0 , 
oc(i)€/7. 
2. А Л egész vektor akkor és csak akkor legmagasabb súlya egy irreducibilis 
ábrázolásnak, ha domináns súly. 
6. Tétel. A © /-rangú félegyszerű Lie-algebra ábrázolásainak súlyai közt van 
/ számú fundamentális domináns súly, Л(1), ..., Л(,) melyekkel minden domináns 
súly ImtAw alakban írható fel, т г nemnegatív egész. А Л ( 0 , ..., Л ( , ) súlyoknak, 
mint legmagasabb súlyoknak megfelelő glf ..., g, irreducibilis ábrázolások © 
fundamentális ábrázolásai. 
А Л = А/«,Л(,) legmagasabb súlynak megfelelő g irreducibilis ábrázolás a fun-
damentális ábrázolások következő Cartan-féle kompozíciójaként állítható elő: 
®g1®---®g,®---®g,. (3) 
Az irreducibilis ábrázolások tehát az (m1, ..., m,) nemnegatív egész számokkal 
jellemezhetők. 
A fundamentális domináns súlyokra 
(ли) ot<j>) 
2 v ' ' . = я.. f J f n (4) 
a ( j )) ° l J ' W 
Ezen összefüggés alapján а Au> súlyokat előállíthatjuk a (lineárisan független) 
egyszerű gyökök lineáris kombinációjaként. 
3.3. Tenzoroperátorok. A Wigner—Eckart-tétel 
Legyen G kompakt Lie-csoport, U(G) G unitér ábrázolása a V Hilbert téren, 
D G irreducibilis ábrázolása. A véges számú Tm operátort D szerint transzformálódó 
irreducibilis tenzoroperátornak nevezzük, ha minden g f G-re 
U(g)TmU(gr1 = Dm.m(g)Tm,. (1) 
Bontsuk fel V-t irreducibilis alterek összegére: 
V= 2 Ka, U=2®»na 
(az azonos л-nel, különböző a-val jelölt ábrázolások ekvivalensek). Legyen T„„, 
Dn szerint transzformálódó irreducibilis tenzoroperátor, s legyen v„iai.mi£Vniai, 
Ekkor 
(fn2x2;m2' TnmvniXl.mi) = {пгтг, ит|«2/«2/г>.<и2а2||Г„||и1а1)д, (2) 
vagyis az irreducibilis ábrázolások bázisvektorait jellemző kvantumszámok csak a 
CG-együtthatókban jelennek meg, az (и2а2И^Ли1а1)д redukált mátrixelem ezektől 
nem függ (Wigner—Eckart-tétel). 
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II. Az általános lineáris csoport és alcsoportjai 
(Irodalom: [71], [37], [23], [39]). 
4. A lineáris csoportok ábrázolásai 
4.1. Az általános lineáris csoport ábrázolásai 
A Vn komplex «-dimenziós vektortéren ható reguláris komplex, ill. valós 
A mátrixok (det A + 0) csoportja az általános lineáris csoport: GL(n, С), ill. GL(n, R). 
Legyen x£V, {e„..., e„) ortonormált bázis K-n, (eh ek) = öik, (x, y) = (y, x); ekkor 
x = x' e„ 
e
'k = Aek = Аке(, A'k = (eh Aek); 
x' = Ax = xkAek = xkA{ei, x" = A'kxk. 
(A'k felső, ill. alsó indexe a sor-, ill. oszlopindex; a kétszer előforduló indexekre 
összegezni kell.) 
Tétek Legyen G GL(n, C) egy zárt alcsoportja. Az A mátrix akkor és csak akkor 
eleme G Lie-algebrájának, ha eeA £ G minden valós e-ra. 
GL(n, C), ill. GL(n, R) Lie-algebráját jelöljük ©/(«, C)-vel, ill. ©/(«, R)-e 1 
(dimenziójuk 2«2, ill. «2). Az általános lineáris csoportok néhány (zárt) alcsoportja: 
Csoport • Elemek Lie-algebra Dimenzió 
Speciális lineáris csoport 
SL(n, C) 
SL(n, R) 
A £ GL(n, C), det A = 1 
A £ GL(n, R), det A = 1 
А £ ©/(и, С), 7V/J = 0 
Л£©/(л, /?), Tr А = 0 
2(л2 — 1 ) 
л
2
- 1 
Ortogonális csoport 
0(n, C) 
O(ri) 
AíGL(n, С), AT A = / 
A g GL(n, R), AT A = 1 
Л£©/(л, С), Л г + Л = 0 
+ £®/(л, Л), = 0 
л(л 1 ) 
1 л ( л - 1 ) 
Speciális ortogonális csoport 
SO(n, C) 
SO(n) 
A € 0(n, С), det A = 1 
A € О(л), det A = 1 
/. 0(л, С) 
/. 0(л) 
л ( л - 1 ) 
£ л ( л - 1 ) 
Unitér szimplektikus csoport 
Spin) 
AíGL(2n, С), А* A = I 
J= I 0 Ч = J 
I - / „ о ) ' 
(/„ л-dim. egységmátrix) 
А £ ®/(2л, С), Л + - М = 0 
/4+У+УЯ = 0 л(2л + 1 ) 
Unitér csoport 
U(ri) AíGL(n, С), Д + Я = / Л£©/(л, С), = 0 л2 
Speciális unitér csoport 
• 
SU(ri) /t £ С/(л), det А — \ /<£©/(л, С), /К + Л = 0, 7УЛ = 0 л « - 1 
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SO(n), U(n) összefüggő, SL(n, C), Sp(n), SU(n) egyszeresen összefüggő, 0(n), SO(n), 
Sp(n), U(n), SU(n) kompakt. Mint említettük, S t / ( / + l ) , 0 ( 2 / + 1), Sp(l), 0(21) Lie-
algebrájának komplex kiterjesztése rendre A,, Bt, Q , D, típusú ( / S i , O, esetében 
/ ^ 3 ) , e csoportok tehát egyszerűek. 
4.2. A lineáris csoportok irreducibilis ábrázolásai 
GL(n,C) definiáló ábrázolását jelöljük Z>„-nel. A Z>Js) = £>„ <g> ... ®Dn szorzat-
S 
ábrázolás F„(s> = Vn<g> ... <g> Vn terét az [eh, ® ... <8>eis} vektorok feszítik ki; legyen 
v • 
s 
eh...is = eh® ••• ®els és T= Til-i'eil is; 
ekkor 
DP(A)eh...is = e'h...,t = A*... ^fcV ...<.'» ^ € GL(n, C), 
(D™ (А)Т)Ь-1' = T'h = Ab. ...Afcr'1' 
T-t 5-edrangú tenzornak hívjuk. A szorzatábrázolás általában reducibilis; az irre-
ducibilis komponenseket a következőképpen kaphatjuk meg: legyen p egy 5-edfokú 
permutáció, 
' 1...5 
P = 
\Pl -Ps 
Definiáljuk az 5-edrangú tenzorok terében a p lineáris operátort az alábbi módon: 
(pT)ilis = tk-'ps. 
Egyszerűen belátható, hogy a D(f(A) transzformációk és a p operátorok felcserél-
hetők; ennél azonban jóval több igaz: ha 
k(s) = 2 k , 
ahol Vx irreducibilis altér, akkor tetszőleges, a Vx altérre vetítő Px projckciós ope-
rátor a permutációs operátorok lineáris kombinációjaként állítható elő. A projek-
ciós operátorokat konkrétan az ún. Young-ábrák segítségével adhatjuk meg. Tekint-
sük az s egész szám egy partcióját: 
•у = / i + • • •+ /„ , /1 — /2 — ''" — /в — 0> fi egész. 
s minden partíciójának megfeleltetünk egy s négyzetből felépített ábrát, oly módon, 
hogy az ábra z'-ik sora f négyzetet tartalmazzon: 
p B ™ % 
E P í r 
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írjuk be ezután a négyzetekbe az 1, ..., s számokat standard módon, azaz úgy, hogy 
a számok minden sorban balról jobbra, és minden oszlopban felülről lefelé növeked-
jenek. Minden ilyen ábrához egy 
Y in = 2 Gqqp 
р,ч 
operátort rendelünk (Young-szimmetrizáns), ahol p, ill. q az 1, ...,s számok olyan 
permutációja, amely csak az ugyanazon sorban, ill. oszlopban álló elemeket cseréli 
fel egymással; Sq = + 1 , ha q páros, ôq = — 1, ha q páratlan permutáció. Az Y[n 
operátorok a következő tulajdonságokkal rendelkeznek: 
1. У|-
л
 arányossági tényező erejéig projekciós operátor, azaz У2
Л
 = с У
ш
 ; 
tehát — Y l f j projekciós operátor. 
2. Mindegyik Yin képtere irreducibilis; ha [ / ] + [/"'] (az eltérés a standard 
kitöltésben is lehet!), YiriYin-0; 2 Yin = 
3. Különböző particíójú ábráknak inekvivalens irreducibilis ábrázolások 
felelnek meg; azonos particíójú, de különböző módon kitöltött ábrák ekvivalens 
ábrázolásokra vezetnek. Ha tehát TE Y(„s>, a T[n = Y[fsT tenzorok a vizsgált cso-
port irreducibilis ábrázolását adják. Az így kapott ábrázolások nem merítik ki 
GL(n, С) összes irreducibilis ábrázolását. Legyen Dín az [ / ] partícióinak megfelelő 
irreducibilis ábrázolás, T(fc kr a d[f] szerint transzformálódó irreducibilis te rzer 
Ekkor a következő további irreducibilis ábrázolásokat definiálhatjuk: 
_1. A — D[f](A) = D[f](Á)\ D[nDin konjugált ábrázolása. 
A D[n szerint transzformálódó tenzorokat pontozott alsó indexekkel jelöljük: 
r' • a t* 1 ' a A*' T . 1
 [/]*i...i» = Aki ••• Ak, *lf]ki'...k,'-
к T[/]ki -.k, = T[k}j"** tenzor D[f) szerint transzformálódik. 
2. A—£)[/](A) = D[fJ[(AT)~1]; Dfn Díf] kontragrediens ábrázolása. A D(fí sze-
rint transzformálódó tenzorok indexeit alulra írjuk: 
Tlf]ki...k, = (a l)'î ••• (a ' ) / t[/lkl'„.k,'-
A T= TUT2 kifejezés invariáns, 
T' = (D*Tdi(DnT2y = (A-^AÍTlkTl; 
alsó és felső indexes tenzorok szorzatait (kevert tenzorokat) tehát a felső és alsó 
indexek összeejtésével lehet alacsonyabb rendű tenzorokká redukálni. Az irreduci-
bilis kevert tenzorok spurtalanok, azaz, tetszőleges indexpár összeejtésére zérust 
adnak. 
Egy D[/]-gal ekvivalens ábrázolás bázisa kontravariáns bázis, ha rajta a D(n 
mátrixok megegyeznek a Ű ^ D / H ) - 1 ] mátrixokkal. A Z)m = Z)„-beli {e,} bázisnak 
megfelelő kontravariáns bázist {e'j alakban írjuk; 
= 0^(А)е' = (A~1)ikek. 
2 Fizikai Folyóirat XVII/4 
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3. A-+D*n(A) = D\n(Ä)\ D*n tenzorainak jelölése: 7 | | j J « . GL(n, C) legáltalá-
ki ks' ki kr 
nosabb tenzorai tehát 7), . .^* ' , / . . / / alakúak. 
Legyen D[f] GL(n, C) egy irreducibilis ábrázolása; adjunk hozzá az [ / ] Young-
ábrához e számú »-soros oszlopot, s az így kapott Young-ábrát jelöljük [/+e]-vel. 
Fennáll, hogy 
D[f+e](A) = (detAyDm(A). (2) 
D[/+e] D[f] dimenziója megegyezik. Terjesszük ki értelmezését negatív e-kre is, 
úgy, hogy (2) bal oldalát a jobb oldal értelmezi. Ekkor 
A A u m ) = A - / „ . - / „ + 1 
és az alsó és felső indexes (ill. kevert) tenzorok egyöntetűen egy [ / ] „partícióval" 
jellemezhetők;/komponensei azonban már negatívak is lehetnek: / [ ê / j S . . . =fn, 
fi egész. GL(n, С) minden irreducibilis ábrázolása a 
% b . . . . / » ] ® 5 Ш ».j . Л S / « S . . . S / . , 
alakban adható meg; a pozitív / - к a felső, a negatívak az alsó indexek Young-
szimmetriáját szabják meg — a [g] partíciónál fordított a helyzet. 
A D{fl ábrázolás dimenziója: 
í v . I / , . . . . . / . ] = <3> 
ahol zl az ún. Vandermonde-determináns, 
a (/x ,...,/„)= П ( 4 - 4) = (4 - 4) (4 - 4) (4 - • • • 
k> i 
( 4 - 4 X 4 - • • • 
( 4 - -
és 
4 =fi+n-i, 4 - 4 = f , - f k + k - i , 
A(n — 1, и - 2 , . . . ,0) = 112! .. (и— 1)! 
GL(n, C) egy irreducibilis ábrázolása GL(n, F)-nek, SL(n, C)-nek, t/(»)-nek és 
.St/(»)-nek is irreducibilis ábrázolása. Az alcsoportok szempontjából azonban a külön-
böző GL(n,C)-ábrázolások nem mind inekvivalensek, U(n) esetében (AT)~1 = A, 
a kontragradiens ábrázolás ekvivalens a konjugált ábrázolással és 
А л / „ ] ( + ) = A - Л ] И ) ; 
így pontozott indexekre nincs szükség. Az irreducibilis tenzorok alsó és felső indexeik-
ben meghatározott Young-szimmetriát mutató spurtalan kevert tenzorok. 
Az SL(n, C) és SU(n) csoportoknál det A = 1, így az [f +e] és [ / ] ábrázolások-
ekvivalensek, speciálisan [ / , [ / - / „ , . . . , / „ _ ! - / „ , 0], vagyis elegendő n - l 
soros Young ábrákat tekinteni. 
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4.3. SU(n) irreducibilis ábrázolásai és Lie-algebrája 
Az [ / + e] = [ / ] összefüggés következtében SU(n) tetszőleges irreducibilis 
ábrázolása tiszta felső indexes tenzorokkal valósítható meg: az ábrázolásokat ki-
merítően jellemzik az [ f x , • ••,fn-i,f„ — 0] partíciók. Ha a Young-ábra vx számú fx 
hosszúságú, v2 számú / 2 hosszúságú stb. sort tartalmaz, szokásos az [ / 1 V l , f f , . . . , f f ] 
jelölés. X)*i...o]=Ао...-ij —Ai""1)' a A és Г'1- '"-1 komponensek közötti összefüggést 
az e Levi—Civita szimbólum létesíti, amely SU(ri) szempontjából invariáns tenzor: 
T. — p.. Til .in-l. 
' i — 4h...i„-iÄ 
Az £ tenzor segítségével a tenzorok indexeit fel- vagy lehúzhatjuk és ily módon meg-
kaphatjuk ugyanazon irreducibilis mennyiség különböző előállításait. 
Sokszor kényelmes az 5C/(w)-ábrázolásokat is kevert tenzorokkal megadni. 
Egy kevert tenzor, ugyanúgy, mint U(n) esetében, akkor és csak akkor irreducibilis, 
ha 1, mind felső, mind alsó indexeiben meghatározott Young-szimmetriát mutat 
és 2, spurtalan. 
Néhány speciális ábrázolás dimenziója (1. még a Lüggeléket) 
= A j t l " - 1 ] = n, 
N n [21 - 2 ] = JV„[1, 0, . . . , 0, - 1] = и 2 - 1 
^„[•s] = + J ' j (teljesen szimmetrikus tenzor) 
А
г
„[I*] = (teljesen antiszimmetrikus tenzor). 
Az ábrázolásokat sokszor egyszerűen a dimenzióval jelöljük: 
D[n = DN = N. 
Az [ Л , ...,/„] és [fx-fn,fx-/„-x,...,/i-/2, 0] ábrázolások egymás kontra-
grediensei; a megfelelő Young-ábrák „egymásba illesztve" «-soros fx oszlopos tégla-
lapot adnak: 
Л 
r 2 f j 
Г 
! 
f,~ f? f t - f j 
I 
f , - f n 
SU(n) ábrázolásain az ábrázolási mátrixokat a következő alakban írhatjuk fel : 
U(A) = e*«*', £j = £(, X f = - X i , i=\,...,n2-\. 
Mivel a generátorok fizikai mennyiségek szerepét játszhatják, be szokták vezetni 
az Fj = — iXj hermitikus generátorokat, melyekkel 
U (A) = «"«л, Ff = Ft. 
Természetesen ekkor már az algebra komplexesítésével dolgozunk; a valós algebrát 
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az Xf operátorok feszítik ki, a kompaktság említett feltétele is ezek szerkezeti állan-
dóira teljesül. 
Valós paraméterek helyett sokszor kényelmes az 
4', 4 = Eba, 2 4 = 0, a,b=\,...,n 
a 
komplex paramétereket használni. Ezekkel 
U(A) = (Xg)+ = Xba, 2 W = 0. 
det U = 1-ból következik, hogy 
Tr Fi = 0, TrXg = 0. (Г ) 
Infinitézimális transzformációt és a definiáló ábrázolást véve 
At = ÔI + Ï4 = (l+i£cdX?)l = öl + i£cd(X*)l, 
ahonnan, figyelembe véve (l ')-t, a definiáló ábrázoláson 
W ) S = ö'döt- ln ötöt, 
és a felcserélési összefüggések: 
[Хь> Xd] = ődXb—óbXd. (I) 
Ha a független hermitikus F] generátorok adva vannak, mint az Xg generátorok 
lineáris kombinációi, (l)-ből ezek felcserélési relációi is megkaphatok. A definiáló 
ábrázolás bázisvektoraira 
Xh°ec = ö°ceh-±ő°bec. (2) 
A kontragrediens ábrázoláson (kanonikus bázist véve) 
U*(A) = 11(A) = = e-<x°T, 
vagyis 
/7* _ C-T v*a vaT 
ti — — Ti , л
ь
 — — л
ь
 , 
és a definiáló ábrázolás kontragrediensén 
Xg"ec = -öckea + -őabec. 
n 
Ha T = T"e„, T* = 7 > ° , 
(xg ту = ôcbTa-- ÔITC, (X*aT*)c = -ô°cTb+ - ő"bTc. (3) 
n n 
Ezen összefüggések segítségével bármely kevert tenzorra megállapíthatjuk a generá-
torok hatását. 
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C T = x:ix a a l . . .x a a[ (i tényező) (4 ) 
mennyiségek az összes generátorral felcserélhetők, így egy irreducibilis ábrázoláson 
az egységoperátorral arányosak (általánosított Casimir-operátorok). 
A komplex algebra (2. l)-beli standard alakjára a következő módon jutunk: 
legyen 
= - L i ; w x ° a = _ _ L i / í ± ! 
\2n a= 1 / 2« F ' 
1 
ВД-/ = 1 , . . . , и— 1 
г + i t = i 
/ 2 « 
А /Ц'* mennyiségekre fennáll: 
= 
_ _ ( - 1 / 0 +1) , ha а < / + 1 
Í + 1
 / /0+1) , ha a = / + 1 
0 ha a > / + 1 
(5) 
(6) 
= 20>0> = ô u b - ± , 2 w = o. ( ? ) 
я=1 i = l " a=l 
А //,, E a , E_x generátorok felcserélési összefüggései, mint könnyen ellenőrizhető: 
[ht,hj) = 0 , • (8 ) 
\2n 
n—1 
[£ä(ab), £_ а( 0Ь)] = 2 X i a b ) h t , 
i = l 
1 [Fj.ob), £a(cd)] = — — (ôbcExfad) — ôdaExicb)). 
/ 2 n 
Az a(o6) = {а[вЬ)} vektorok a {Я;} bázisra vonatkozó gyökök. Két gyök skalárszor-
zata: 
(«»>, a(cd)) = ^ 0 « + <5&ű - <5„c - Ő J . 
A szerkezeti állandókra teljesülnek a (2.1.4) feltételek és fennáll az 
(a(ab), a(cd)) = 2 (*Ш> а(е/))(а(с<", а ( еЛ) 
ef 
(2.2.2) összefüggés is. А generátorok tehát Weyl-bázist alkotnak. Az 
algebra rangja / = и — 1. 
Az 
oc(1), . . . , « 
y<3,2) 
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gyökök mind pozitívak és 
1 In, ha i = j 
(««>, «0») = J L ( e , _ e j + 1 ) _ L ( e j _ e j = 
[ 2 п к 2« 
vagyis ezek éppen az egyszerű gyökök. 
A 
- 1/2«, ha i = j í 1, 
0 egyébként, 
= (9) 
\2n 
vektorok a definiáló ábrázolás súlyai: 
Az egyszerű gyökök pozitívak lévén, 
2 1 > Í „ > 1 „ _ 1 > ••• > 1 2 . 
Tekintsük az [Is] (s= 1, ..., « — 1) teljesen antiszimmetrikus ábrázolásokat. 
Mivel egy tenzor súlya egyszerűen az indexeknek megfelelő 5
с1]-ЬеН súlyok összege, 
[Is] legmagasabb súlyú vektora a ű t l ] első s legnagyobb súlyához tartozó indexeket 
hordozza: е
л
=е„ „ „_s + 2 (eai, teljesen antiszimmetrikus), és a legmaga-
sabb súly 
n - l 
= *! + *„+-+*.-.+« = — Z'XU> + - Z (n-i)ctil). 
n 1 = 1 « i=s + l 
Egyszerűen ellenőrizhetjük, hogy 
( « с » , a < f > ) ~ 
vagyis a (3.2)-ben mondottak alapján az [Is] ábrázolások SU(n) fundamentális 
ábrázolásai. Tetszőleges ábrázolás legmagasabb súlya a 
n - l 
Л = Z msAm, ms = 0, egész 
s — 1 
alakban állítható elő, az ábrázolások egyértelműen jellemezhetők az (m„..., mn-j) 
egész számokkal. Az (m„ ..., mn_,) számok és a megfelelő [ f x , . . . , / „_! , / „ =0] 
partíció között a kapcsolatot az 
W; = / ( - / i + l 
összefüggés adja meg. 
Az irreducibilis ábrázolások egységes explicit leírásához a vektorokat célszerű 
olyan ortonormált bázison megadni, melyek elemeit teljes egészében bizonyos 
operátorok sajátértékei (kvantumszámok) jellemzik. S£/(«)-re az egységes állapot-
indexelés problémáját Biedenharn [12] oldotta meg. Az eljárás a következő: az 
ábrázolásokat egyértelműen jellemzik az «— 1 számú Cíf\ ..., C'n) Casimir-operátor 
sajátértékei. További « — 1 kvantumszámot adnak a szimultán diagonalizálható 
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Hx, ..., # „ _ ! operátorok. A szükséges szimultán diagonalizálható operátorok száma 
— — ^ "
 +
 ^ »
 a
 hiányzó — — o p e r á t o r t úgy kaphatjuk meg, hogy Sí/(n)-t 
5 ( / ( « ) z> £/ ( 1 ) ® S ( / ( я - 1 ) с í / ( 1 ) <g> ( / ( 1 ) <g> 5 £/(я - 2) с • • • 
alakban faktorizáljuk, ahol az (7(1) alcsoportokat a megfelelő Hrк generálják. 
Az egymásba skatulyázott S(/(« - 1 ), SU(n - 2),... A(7(2) alcsoportok C j " - 4 , . . C ^ T 1 ' 
CÍ"-2), ..., C(nns2, ..., C|2> Casimir-operátorai szolgáltatják a kívánt kvantum-
számokat (ezek száma éppen 2 ' — ~ — — • 
v ,_x 2 l 
Ha {ex} ortonormált bázis az irreducibilis ábrázolási téren, 
Tlfl=T'ea, Tm°£:Z = efibftTf (10) 
Tu j normája 
( т
т
 » T U í ) = 2 r r = T * b a \ : : t r b \ : X , ( i 1 ) 
a 
ahol 
r *bi...bs rrai...ar /10. 
oi...ír — 7 »1.. í>s • U A) 
4.4. /íz SU(n)-ábrázolások szorzatainak kiredukálása 
A csoportelmélet alkalmazásai során gyakran felmerül a direkt szorzatok ki-
redukálásának problémája. A feladatot a következőképpen oldhatjuk meg: rajzoljuk 
fel a direkt szorzat két tényezőjének Young-ábráját és az egyik ábra négyzeteit 
jelöljük meg betűkkel (1. az alábbi ábrát). 
d 
Ezután a jelzett négyzeteket illesszük hozzá a másik Young-ábrához az alábbi 
szabályok betartásával : 
1. Az üres Young-ábrához először az „a" négyzeteket adjuk hozzá oly módon, 
hogy a kapott új ábra minden lépés után megengedett Young-ábra legyen 
(azaz, a sorok hossza lefelé haladva ne növekedjen és számuk legfeljebb 
n legyen); és egy oszlopban legfeljebb egy megjelölt négyzet álljon. 
2. A kiegészítést az 1. pontban meghatározott módon megismételjük a „b" , 
majd a „c" é.í.t. négyzetekkel. Az összes jelzett négyzet felhasználásával 
kapott ábrának olyannak kell lennie, hogy ha a betűket jobbról balra és 
felülről lefelé haladva sorba írjuk, a sor bármelyik tagjáig bezárólag 
ahol na, nb, ... a megfelelő betűk száma a sor kiválasztott részében. Az el-
járást minden lehetséges módon megismételve kapjuk a direkt szorzat kom-
ponenseit. 
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A szabályok illusztrálására tekintsük a következő példát: 
EP ® W 
Az „ a " négyzetek hozzáillesztésével: 
n 
nem megengedett / ) 
A kapott ábrákat kiegészítjük a ,,b" négyzettel: 
a\a\ M o 
b 
b b_ 
a b 
a 
V a 
ш 
a 
esetén a betűsor baa lenne, vagyis az első tagnál megállva и
о
 = 0 < и
к
 = 1.) 
Azt kapjuk tehát, hogy 
[2, 1] <g> [2, 1] = [4,2] e [4, l 2 ] e [32] © [3, 2,]e [3,2,1] © [3, 13] © [23] © [22, 12J. 
5(7(3) esetén, amikor a 4 sort tartalmazó ábrák nem megengedettek és a háromsoros 
oszlopok elhagyhatók, 
ff® ff = EB 
8 ® 8 
© 
Ю © l®ff®ff © 
27 © Ш © Ю © 8 © В © l 
Másik gyakran előforduló feladat SU(mn) és SU(m + n) kiredukálása 5(7(w)çgi 
<8>SU(n) alcsoportjuk szerint. A redukálás alacsony dimenziójú ábrázolások esetén 
rendszerint egyszerű okoskodással elvégezhető. A probléma általános tárgyalását 
illetően 1. [39]-t és [36]-t, ahol 5(7(6)-ra konkrét táblázatok is találhatók ([39]-ben 
általános táblázatok vannak megadva mind az alcsoportok szerinti kiredukálásra, 
mind a direkt szorzatok redukálására). 
5. Az 5(7(2), 5(7(3) és 5(7(6) csoportok 
5.1. 5(7(2) 
A definiáló ábrázolás 2: bár 2*^2 , célszerű bevezetni az 
„a _ „об 
е " Ч , (fi ) = (eUfc) 
0 1 
- 1 0 
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vektorokat. Az 
E°bEcd = ô°côb -ôbôad, £ac£bc = - EacEcb = ô°b 
összefüggések felhasználásával 
eü = e
b
ebí, 
és tetszőleges vektorra 
q = q°ea = qaea, qa = Eabqb, qa = qbEba. 
A 
=
 £ ű 4 l adib = £ah<llaq2b = - 9 l аЯ°2 
kifejezés invariáns. 
SU(2) rangja 1. A definiáló ábrázolás súlyai 
1 - 1 1 - 1 A1 — л2 — г-' 
2/2 2/2 
és (4.3, 5) alapján a Weyl-bázis elemei 
hi = — y£)> G (id = — V f , £ _ I ( i ! ) = тс Y}-2 / 2 2 2 
Az izospin operátorok ezekkel 
70 = ( 2 A j , 7+ = 2ЕхШ>, I- = 2 £_а(12), 
a hermitikus izospin-operátorok pedig 
Л = { ( / + + / - ) = { + / 2 = ^ T ( / + - / ) = 7 7 ( X I —Xl) , /3 = 70 . 
Az izospin-operátorok felcserélési összefüggései: 
[70 ,7±] = ± 7 ± , [7+ , 7_] = 270, 
[7f, Ij] = ÍEijkIk. 
A fizikai alkalmazásoknál a súlyokat és a gyököket 73-ra vonatkoztatjuk. Az alap-
ábrázolás súlyai 
h ( D = { , 73(2) = - ^ , 
a gyökök pedig 
±«0"> = ± 1 . 
a(i2) a z e g y S z e r ( j gyök, 73(1) a fundamentális domináns súly, 2 a fundamentális 
ábrázolás. A legmagasabb súlyok 7=w7 3 ( 1) alakúak, az (m) ábrázolásnak az [m\ 
partíció felel meg, 7>M tenzorai m = 21 rangú szimmetrikus tenzorok, a dimenzió 
(4.2, 3) szerint 
N[m] = m + 1 = 27+1. 
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/ Weyl-tükrözöttje (1.3.2-t) 
W ( / ) = / - 2 'i<127i«<I2>i* = - / 
tehát -I is, és a (3.2, 2) tétel alapján - / + ka(12) =-I+k (Ошк^21,к egész) is 
súly. Mivel az / , / — 1, ..., —/súlyok száma éppen 2/ + 1, csak ezek a súlyok vannak. 
A D I x ® D l t ábrázolás egyszerűen kiredukálható: 
~w 7ГА = VT, + fz I © yr, + f2-r\ а \г,+г
г
-гУ...+\~уГ~\ а [Тц/г 
ft > fa 
vagyis, mivel / = / / 2 , 
A Casimir-operátor: 
ES 
/1+/2 
dix®dit= z ©-a-
/=1/1-/2! 
4 = j вд = I (/+/_+/_ /+)+is = 2 n = /*• 
Z Z Z j=i 
A />! ábrázoláson P = / ( / + 1). 
A 2 ábrázoláson 
ahol т, — к a Pauli-féle mátrixok: 
7 2 + 
Ti = 
0 1 
1 Ol ' 
o - n 
i 0 ' 
1 0 
0 - 1 
T? = 1 T.+ = r . 
[tf, tj] = 2ieiJkzk, {z„ zj} = 2<5i;, 
Г/Т; = 0, TrZfZj = 2S,j, Tr[Zj, zj]zk = 4ieijk. 
Az adjungált ábrázolás legmagasabb súlya / = 1 . Az ábrázolás tenzorai 
л
а
ь
,1л"
а
 = 0 vagy лаЪ,лаЬ = лЬа alakúak. Az / 3 = 1,0, —1 súlyú e + , e 0 , e _ bázis-
vektorokon a komponensek я + , я°, n~. Mivel a direkt szorzat tényezőihez tartozó 
súlyok összeadódnak, nyilván 
s mivel 
Я
+
~ Я 2 , я ° ~ я | = — л\, n ~ я | , 
( я , я ) = ла
ь
л
а
ь
 = л\п\ + п1л1 + 2л\л{ = я + я + + я - я - + я ° я ° , 
1 „ 
( к ) п 1 
Я — Я 
É2 ) 
illetve а лаЬ = л"
с
е
сЬ
 összefüggés alapján 
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:Szokásos az adjungált ábrázoláson bevezetni az 
ex = Y=(e+ + e_), e2 = -щ (e+ -e_), e3 = = ^-(т,)^ 
•bázist. Ha 7r = л,е ; = 
Hasonlóképp 
Az / = 3/2 és / = 2 ábrázolások tenzorai a Függelékben találhatók meg. 
5.2. SU(3) 
A 5 definiáló ábrázolás súlyai: 
> 3 , 0 
â 2 = 4 ( - У з , о 
A Weyl-bázis elemei tehát: 
1 3 = 1 ( 0 , - 2 ) . 
= —(Vj — A|), H2 = — — Xl, 
2\3 2 
Ex( iá) = Ex<13) = —^Af3, Ex(23) = —=X\. 
\6 V6 ( 6 
Az а(аЬ) = l a - l b gyökök 
± « < » о ) , = 
a ( D _ a ( i 3 ) a(2) _ _ a ( 2 3 ) a z e g y S z e r ( j g y ö k ö k . 
Az izospin formalizmushoz kapcsolódó generátorok: 
13 = 1ЪНХ, Y = 2H2, 
I± = }/éE±xiii), K± = ]/бЕ±хаз>, L± = \6E±xm), 
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a hermitikus generátorok pedig 
F I = A = i ( / + + / _ ) = \ ( X l + X\), £ 2 = / 2 = Т ( У + _ / _ ) = ^ ( X f - x l ) (4) 
Ез = h= y (Kl — Xf), 
Fa = Ki = I (K++K_) = j (Xf + Xè), F, = K2 = ~ (K+ ~K_) = j j ( X f - X f ) , 
F6 = Li= 1(L+ + L_) = \(XI+Xi), F1 = L2 = ~(L+-L_)= ^(X\-X\), 
F JÄX* 
я
~ 2 2 
A súlyokat és gyököket a továbbiakban az (/3 , Y) bázisra vonatkoztatjuk. E bázison 
3 és 5* súlyai: 
I3 У h Y (5) 
1 1 . 1 1 
p — — e  1
 2 3 2 3 
_ I 1 " 1 
2 3 e 2 3 
. 3 0 - | e 3 0 f 
A súlyokat az / 3 , Y síkon ábrázolva kapjuk az ún. súlyábrát: 
Y 
• 
'/a • 
-Vz '/2 
i >-2/3 3 
y 
-vi 
• va 
vi 
e » 
-v3 о * 
О 
A definiáló ábrázoláson 
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ahol а A;-k a Gell -Mann-féle mátrixok: 
ÍO 1 0) (0 -i 0 
1 
0 
1 0 0 
0 
1 
0 1 0 
, Я7 = 
l 
0 
, V 
0) 
> A3 — 
—i 
0 
i 0 0 
> a8 
( 0 /' 0 
[Ai I Aj.] = 2 ifikl A; , 
Уз 
{aj> aj} — 2diua, + у ; 
/ л teljesen antiszimmetrikus, a nem-zérus elemek 
./l23 — 1) 
/ и 7 — ./246 — f i b l —j346 — /51.6 — —Узв7 — "2 ' 
Лв8 — ./67 
/ 3 
2 " ' 
dik, teljesen szimmetrikus, a nem-zérus elemek 
1 
7Î' 
//•466 — "344 — é/oj 
413 — d22S — d3 38 
446 — dlS7 — d, 247 — "25   "   "355 4бв — 
"448 — /558 — 4б8 — dxxn 
1 
2 ( v 
trli = 0 , 7>A;Aj = 2 4 * , 
tr[Aj, Aj]A, = 4//-J,, 7>{Aj, Aj}A; = 4<4,, 
A;+ = Aj, I , = kJ — űjAj, 4 = — 4 = 4 = 4 = - 4 = 4 
Tetszőleges ábrázoláson 
[ 4 . 4 ] =ifika-
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SU(3) fundamentális ábrázolásai D m = 3 és 7 ) ^ = 5 * . Az ábrázolások az [ / i , / J 
partícióval vagy a legmagasabb súlyok (mx, m2) (A = т1Л1 + т2Л2) komponensei-
vel jellemezhetők; Ax, ill. Л2 3, ill. 3* legmagasabb súlya, m2 = fx—f2, m2=f2. 
(Mivel csak két fundamentális ábrázolás van, minden ábrázolás előállítható 3 és 5* 
szorzatainak Cartan-féle kompozíciójaként, azaz, mind a felső, mind az alsó in-
dexekben teljesen szimmetrikus spurtalan tenzorokon való ábrázolásként.) Az 
(73, Y) bázison A1 = (1/2,1/3), Л 2 = ( 1 / 2 , - У З ) , tehát Щт1,т2) legmagasabb súlya 
(nu+nio m л—тл _ .„ . . . 
I
 2 , g—I • Dlfu / 2 ] , ill. D(mx, m2) dimenziója 
n u l a ) = 1/2(/1 - л +1 ) c/i+2) ( / 2 +1 ), 
N(mx, m2) = (1 +/7гх)(1 + w 2 ) [ l + H ™ i + m2)]. 
Az állapotok indexelése az S í / (3)c SU(2)j® U(Y) redukció alapján történik, 
az indexelő operátorok tehát C£3), C f \ 72, 73 és Y; az ineducibilis ábrázolást lerög-
zítő paramétereket egyszerűen az ábrázolás N dimenziójával szimbolizálva a T^-beli 
bázisvektorok: eN;Yii3- A Dfim1, mf beli Aí/(2) rmultiplettek a következőképp 
kaphatók meg: legyen 
mx + m2 =/== /«2—A —0,/, g egész ; 
minden ilyen / és g párhoz tartozik egy 5í/(2),-multiplett, a megfelelő kvantum-
számok 
Y =f+g-~(m1 + 2m2), 
(7) 
Az SU(3) csoportot más SU(2)®U(\) alcsoport szerint is kiredukálhatjuk 
— ezek közül fontos szerepet játszanak azok, melyek SU(2)i® í /(F)-ból Weyl-
tükrözéssel adódnak. Tekintsük a következő A(/(3)-transzformációkat: 
р. = е
Шг
, Р
к
 = е
ык2
, P^é^ (8> 
A generátorok P~7XP transzformáltjai: 
p, Pu p, 
1± 
- / + L + K± 
K± L± —1± 
L± - K± 
- 7 t -L + 
h -h y . y j ' . f a y 
Y Y 
- u - i r 
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Legyen a ; = a<12), ak = a<13), a, = a(23). Ekkor 
POHPs = H-2(as, Я)/(«„ as), H — (Нк, Я2), í = i , А, /, 
vagyis ha A-súlyú vektor, Psvk A —2(as, A)/(as, as) súlyú vektor, As Weyl-tükrözés 
а (Я1 ; Я2) síkban az as vektora merőleges síkra: 
V V 
pi 
Az ( / ± , / 3 ) generátorok F^-tükrözöttjei az t/-spin, tükrözöttjei a F-spin operá-
torai. А (Я], Я2)-51кЬап a súlyábrákon az /-spin-multiplettek a ; irányú, az í/-spin-
multiplettek a, irányú egyenes mentén fekszenek. 
Az adjungált ábrázolás Df2,i] vagy D( 1, 1), tehát tenzorai vagy 
J- [ab] с uh 1 с _ уIba]с у[ab]с ; y[bc]a_^_ y [ce] íj _ Q 
vagy 
Tab, ZTaa = 0 
alakúak. N[2, 1] = 8, összhangban azzal, hogy a Lie-algebra dimenziója 8. (7) sze-
rint a S-beli SU(2); multiplettek 
f g Y I 
2 1 1 Vu 
2 0 0 1 
1 1 0 0 
1 0 - 1 Vu 
A súlyábra tehát: 
A Tb tenzor izomultiplett komponenseit SU(2)j szerinti redukálással kaphatjuk meg, 
legyen / , / = 1 , 2 ; ekkor 
T1** ~ Ti, 
к '
л
 ~ t j - \ ô j t l 
T000 ~ TI = -Tkk, 
T-1*-1 ~ EiJT), 
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s mivel (lévén a bal oldali mennyiségek ortogonális alterekre vonatkozó komponensek) 
(E, t ) = m i = (E'~ ô'jríj f r j - i s ' j t l + t i 3 t i + t3it3i + 
3 - , 
_ 7-З Y'i _ 7OI, i yOl, i rp\± i i rp — 1 i i у - 1 4 i J"000 yOOO 
Ejj = - 1 E000 (az előjel konvenció kérdése), Ej = Л 
1 
r « l ; i i - si т-ООО 
- A Vb J ' 
azaz 
(Tg) 
' J-010 I JTOOO 
É2 1 6 
J-01 -
— J - i i - 4 
7*1 
. _ L JOIO I L 7ООО 7*1} —4 
у 2 у 6 
7 - H t 
- Y 
7-000 
Az adjungált ábrázoláson most is bevezethetjük az 
bázist. A Etenzor E, és E£ komponenseire 
Е, = ^ Е г Я ; Е . t i = Z £ 
A generátorokra vonatkozó hasonló összefüggés: 
f i = \ w b x b a , x l = 2 ( a l f . 
(10) 
(11) 
(12) 
A 4.4. fejezetben láttuk, hogy 
8®8 = 27®10®Ю*®8®8®1. 
A 10 ábrázolás ö r 3 ] , ill. 5(3,0) . a 27 ábrázolás 5 [ 4 2], ill. 5(2, 2) tipusú. A súlyábrák 
у i Г 
1 3 / 2 * • в • 
о 
2 о 
 1 — ч»- — 
/ У г 
у i 
2 1 
1 v2, </2  
о 2,1,0 . 
7
 % , '/z 
2 1 
i К 
• г • 
о (§> I ® » 
• <§> I (§> » 
в 
/О 27 
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A tenzorkomponensek és az eYIl3 bázisra vonatkozó komponensek közötti összefüg-
gés a Függelékben van megadva. 
A Clebsch—Gordan-egyiitthatók definíciójánál a kontragradiens ábrázolás 
báziselemeit a kontravariáns bázistól eltérő fázisokkal szokták felvenni [66]; ezt 
a tenzorokkal, ill. a CG-együtthatók felhasználásával kapott eredmények összehason-
lításánál szem előtt kell tartani. (5G(3) CG-együtthatóira táblázatok [66]-ban és 
[50]-ben találhatók.) 
5.3. SU(6) 
Az SU(6) csoport rangja 5, a definiáló ábrázolás 6. A magasabb ábrázolások 
szerkezetét az általános részben elmondottak alapján az SU(3) ábrázolásokhoz 
hasonlóan tárgyalhatnánk. A fizikai alkalmazásoknál azonban nem az SU(6)e> 
e>SU(5)®U(l)z>... redukciónak, hanem az SU(6) z> SU(3) ® SU(2)j faktorizálás-
nak van szerepe, ahol SU(2)j generátorait a közönséges spinoperátorokkal azono-
sítjuk. Az alapábrázolás az SU(3)<g>SU(2)j alcsoport szempontjából (5, 2) szerkezetű, 
az eA, A = 1, ..., 6 bázisvektorok és a (3,2) ábrázolás e a x=e aÇ$ex bázisvektorai 
között a megfeleltetés: 
G — e 4 1 , e4 ~el2> 
= e21, 
—
 e22i 
£ 3 = *31, 
(e1,e2,e3) tehát „felfelé", ( e 4 , e 5 , e e ) pedig „lefelé" álló spinű SÍ/(3)-triplett. A 6 
ábrázoláson a csoport 35 generátora: 
А,- ( / = 1 , . . . , 8), CT„(/í= 1 , 2 , 3 ; Pauli-mátrixok), k p ^ . 
(Egy d ábrázoláson dq.pfi X 7)(А,)/)(а-
д
)!). A felcserélési összefüggések a 
[ A , ^ , Ayerv] = j {A(, А / [ c , , , e j + 7 [A;, Aj.]{o-„, crv) 
azonosság alapján adhatók meg. Az alcsoportok generátorai az Xg generátorokból 
megfelelő redukcióval adódnak: 
Xab = Xiy, mivel Xi = 0, Xaa is = 0 , 
V« V»Í va О A ß — Aaßi л х ~ kl-
Az ábrázolások SU(3)<gi SU(2)j tartalma alacsonydimenziós ábrázolásoknál egy-
szerű megfontolással állapítható meg. így pl. 
6(g)6* = 35® 1, 
(3 ,2 )0 (5* , 2) = ( 3 ® 3 * , 2 ® 2 ) = ( 8 ® 1 , 3 ® J ) = (5 ,3)©(3, / ) © ( / , 3 )©(E /); 
nyilván 1 = ( / , 1) tehát 
35 = (8,3)®(8, 1)®(I,3). (1) 
3 Fizikai Folyóirat XVII/4 
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Hasonló módon a 6®6, majd a 6 ® 6 ® 6 szorzat felbontásával adódik a [3] partíció-
val jellemzett teljesen szimmetrikus 56 ábrázolásra: 
56=(10,4) ®(8, 2). (2) 
Az elemi részek osztályozásánál ez a két ábrázolás játszik főszerepet. 35 az adjungált 
ábrázolás, tenzora Mi, Mi= 0. SU(2>)® SU(2), szerint redukálva M (8,3), (8, 1) 
és (1, 3)-beli komponensei 
(8,3) : Wtf ~ mahxß—\щ мьуу - 3 к щ , V?J = Vi-] = 0, 
(8,l):P°b~M%, Paa = 0, 
( 1 щ = 0. 
Megfordítva, M F-ből, У-ből és í/-ból invariáns tenzorok felhasználásával úgy 
építendő fel, hogy a kapott kifejezés spurtalan kevert SU(6)-os tenzor legyen : 
Kz (M, M) = TrM* M = (V, V) + (P, P) + (U, U) = TrV+V+TrP +P+TrU+U 
feltételből következik, hogy A = B = C = 1, tehát 
M?ß=Vfä + ö*ßPab + ö°bU*ß. (4) 
A (3)-beli arányossági tényezők (4) felhasználásával adódnak. 
Az 56 ábrázolás TABC (T teljesen szimmetrikus) tenzorának (10, 4) és (8, 2) 
komponensei : 
Dabc,2ßy ^ 2 Tai'ds-CK mind az S(J(3), mind az SU(2)j indexekben teljesen 
s 
szimmetrikus 
с о -raai.cy.dô Do,i — П 
jABc és 5-ből úgy kapható, hogy 5-ből háromindexes 5(7(6)-tenzort képe-
zünk (p*fE?bdBß'y), s ennek vesszük az 56-os komponensét, azaz, SU(6) szerint szim-
metrizáljuk (D eleve szimmetrikus): 
Ta*,bß,cy _ Dabc,*ßy+ _ fálf £übd ßc, у + £ / ! у £ ! > Ы ßa.« + £ у а £ с ш ) ßb.ßs ( 5 ) 
3f2 
Az együtthatók ismét a (T, T) = (D, D) + (B, В) feltételből adódnak. 
A fizikai alkalmazások során az 5(7(6) з 51/(3)® SU(2)j redukció (fizikai lánc) 
mellett hasznosnak bizonyul az SU(6) з 5(7(4) <g> SU(2)s <g> U( У) з SU(2)j <g> SU(2)N <g> 
®SU(2)sig} U(Y) redukció (nem-fizikai lánc) bevezetése, ahol 5(7(2)x az izospin-
csoport, SU(2)n az ex, e2, SU(2)s az e3 5(7(3)-állapotok spin-csoportja. 
(A két lánc operátorai általában nem cserélhetők fel, és egyik sem adja a ma-
gasabb ábrázolások állapotainak egyértelmű jellemzését.) A 6 ábrázolás 5(7(4) ® 
<S>SU(2)s<S> U(Y) tartalma (4, / ) г = 1 / 3 © ( / , 2)r= "2 '3, 5(7(4), 4 ábrázolása pedig 
SU(2)I <S> 5(7(2)N-nek (2,2) reprezentációja. A magasabb ábrázolások felbontása 
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a fizikai lánccal kapcsolatban említett módszerrel történhet, az általános eljárást 
illetően ismét [36]-ra utalunk. Az Л = 1,2, 4, 5 indexeket /, J, A-val, az a = l , 2 
indexeket i, j, k-val jelölve a nem-fizikai lánc egyes alcsoportjainak generátorai : 
Sí/(4) : X] = %% = X% - 1 ô'jS'ß X%, (6) 
SU(2), : I+ = XU, /_ = X£, /3 = ]2 (Х\1-ХЦ), 
SU(2)n : N+ = Xj2, = , 7V3 = 1 (Aj} - Y Ц), 
BU(2)S : S+ = , S_ = Agi, 53 = (A3j — 
A Függelékben megtalálható néhány Sí/(6)-ábrázolás SU(3)® SU(2)j, ill. 51/(4)® 
®5Í/(2)S tartalma és egyes direkt szorzatok dekompozíciója. 
III. Az elemirész-fizika unitér szimmetriái 
6. Szimmetriaelvek a fizikában 
6.1. Lorentz-invariancia 
A fizikai rendszerek állapotait Hilbert-térbeli vektorokkal reprezentáljuk. 
A mérőeszközök adatai által meghatározott állapotot jelöljük <p-vel, Hilbert-térbeli 
reprezentánsát Ф-vel. Legyen a A és A'koordinátarendszerek közötti 
transzformáció egy inhomogén Lorentz-transzformáció, melynél (p — <p'. A rendszer 
viselkedését leiró elmélet Lorentz-invariáns (invariánsa P\. = T4xV+ valódi Poincaré-
szorzattal szemben), ha 
1. Ф, (p'—Ф' és Ф' = U(k, к')Ф esetén 
|(t/(A, К')Ф, U(K, K')V)\* = |(Ф, f ) l 2 
minden Ф-re és f - r e , 
2. К К' és K'—ß К" esetén U(K, К') arányos U(K', K")-\e 1, vagyis 
U(K, К')-1 az (a, /1) transzformáció egy faktor erejéig meghatározza. 1-ből követ-
kezik, hogy az l/(Á", A ' ) = U(a, A) operátor unitér. Az U operátorok faktorait meg 
lehet úgy választani, hogy V(a, A)U(a', A') = U[(a, A)(a', A'j\ legyen, tehát 
hogy az operátorok P\_ (pontosabban P\. univerzális fedőcsoportjának) unitér 
ábrázolását adják. (A Lorentz-invariancia és unitér ábrázolásainak probléma-
körével kapcsolatban 1: [73], [3], [41], [74].) 
3 
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p+ generátorai egyrészt a homogén Lorentz-csoport A/„v (p, V = 1, 2, 3, 4) 
generátorai, másrészt a négyes impulzus Pßkomponensei. A felcserélési összefüggések: 
[Mav, MkX] -- i(SßyMvX + ôvX MßK - ô„x М,к - Ьт МцХ), 
[MßV,px] = Kô^-ô^p,), 
[Pß,Pv] = о. 
P\. nem kompakt, így hű unitér ábrázolásai mind végtelendimenziósak. Az irreduci-
bilis unitér ábrázolások két invariáns operátor sajátértékeivel jellemezhetők. Az 
invariáns operátorok PkPß = —m2 és a 
w = f m p 
" U И v e j О ' 1 vtû Q 
vektorral képzett W2=WllWll mennyiségek lehetnek. Fizikailag csak az m 2 ê O 
ábrázolások jöhetnek szóba, egyrészecske állapotok esetén m a részecske tömege. 
Ha w 2 > 0 , a nyugalmi rendszerben Р
ц
=(0, im), wß = im (A/23, M31 , M1 2 , 0) = 
— im (M, 0), ahol M~Eijk MJk ( i , j , k= 1, 2, 3) a hármas impulzusmomentum, tehát 
w2 = —m2M2 = —w 2 í ( í+1) ; s a rendszer spinje. (m 2 = 0 esetén vt'2 is zérus lehet, 
ekkor w„ = — iqp,,, és az irreducibilis ábrázolásokat q értékei jellemzik; mivel 
wd = MP,q a spin vetülete az impulzus irányára. Az m2 = 0, и , 2 > 0 eset folytonos 
spint szolgáltat.) 
Az (m, s) irreducibilis ábrázolás bázisvektorainak a Pß négyesvektor és az 
(im)~lw3 = tj operátor ems, PftÇ sajátvektorait választhatjuk. 
6.2. Belső szimmetriák 
A fizikai állapotok Hilbert-terének egy U transzformációja szimmetriatransz-
formáció, ha 
1. \(U<P, UV)\2 = |(Ф, f ) ! 2 minden Ф, T-re, azaz U unitér vagy antiunitér 
(ha időtükrözést nem tartalmaz, unitérnek vehető), 
2. felcserélhető a vizsgált rendszer H Hamilton-operátorával, [U, H]= 0. 
2-ből következik, hogy U az S-mátrixszal is felcserélhető, [U, S ] = 0 . Amennyi-
ben csak S-mátrixszal akarunk dolgozni, egyszerűen U és S felcserélhetőségét köve-
teljük meg. G szimmetriacsoport, ha megadható a Hilbert-téren olyan ábrázolása, 
melynek operátorai szimmetriatranszformációk. Amikor G elemei nem állnak kap-
csolatban a Minkowski-tér geometriai transzformációival, belső szimmetriáról 
beszélünk. 
A szimmetriacsoportok megtalálása szempontjából a fenti definíciónak csak 
akkor lenne haszna, ha rendelkezésünkre állna egy „mindenható" elmélet. Ami 
a tapasztalatot illeti, a geometriai szimmetriák bizonyos koordinátatranszformációk-
kal kapcsolatosak: belső szimmetriák esetén azonban a transzformációknak általá-
ban nincs fizikai megfelelőjük. Az utóbbi esetben a szimmetria tapasztalati meg-
nyilvánulásai a következők (a továbbiakban feltesszük, hogy G Lie-csoport): 
a) A csoport Xk,...,Xr generátorai felcserélhetők #-val , tehát a hermitikus 
generátorok megmaradó fizikai mennyiségeket írnak le. (Megjegyezzük, hogy egy 
megmaradási tétel csak akkor hasznos, ha a szóban forgó operátor az összes szuper-
kiválasztott mennyiség operátorával felcserélhető.) 
b) A Hilbert-tér felbomlik a szimmetriacsoport irreducibilis ábrázolásainak 
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(multiplettek) összegére. Ha G kompakt, a multiplettek végesek. Egyazon multiplett 
tagjai fizikailag sok szempontból hasonlóan viselkednek, speciálisan, ha G belső 
szimmetria, a multiplett tagjainak tömege, spinje és paritása megegyezik. 
c) A szimmetria összefüggéseket ad a tenzoroperátorok különböző mátrix-
elemei között, speciálisan az S-mátrix (skalár operátor) elemei, vagyis az átmeneti 
valószínűségek között. 
Egy mindent tudó elmélet létezése esetén a szimmetriák felismerése talán nem 
bírna különösebb jelentőséggel. Ennek hiányában azonban a szimmetriák igen 
hasznosak. Egyrészt a részecskék multiplettekbe sorolásával bizonyos rendet lehet 
vinni a tapasztalati adatok kaotikus tömegébe, másrészt, a c) pontban mondottak 
szerint, kijelentéseket lehet tenni mérhető mennyiségek kapcsolatára. Ha G kompakt , 
a kijelentések lényegében a Wigner—Eckart-tétel felhasználásán alapulnak. Olyan 
esetben, amikor a csoport CG-együtthatói nem állnak rendelkezésünkre, a követ-
kezőképpen járhatunk el : vizsgáljuk az N irreducibilis ábrázolás eNx állapota sze-
rint transzformálódó FNx tenzoroperátor (N' , a j , ..., Ajaj ; y' IFf^fN^, ..., A s a s ; y) 
mátrixelemét, ahol A,a;, A ja j az i-ik részecske G szerinti kvantumszámai, y és y' 
pedig a szimmetriatranszformációk által nem érintett adatok. Ekkor 
Itt Sj az r + 1 tenzor szorzatától képezett skalár, a megfelelő redukált mátrix-
elem. A <pNlXi mennyiségek az A ; ábrázolás tenzorai, " ' l r = 4>Ni'x, ®s 
A független skalárok száma annyi, ahányszor az Aj*® . . . <g> N'r* ® 7V<g>A'1 (8>... <g) Ns 
direkt szorzat az egységábrázolást tartalmazza. 
Az erősen kölcsönható részecskék (hadronok) körében felfedezett szimmetriákat 
az jellemzi, hogy azok nem egzaktak, a szimmetrián alapuló kijelentések csak közelítő-
leg érvényesek. így pl. a multiplettek tagjainak tömege nem pontosan egyezik meg, 
s ugyanazon multiplettben stabil és instabil részecskék is helyet foglalhatnak. Ez a 
körülmény a hadronállapotok osztályozását igen bonyolulttá teszi, többek között 
azzal is számolnunk kell, hogy egyes multiplett-tagok a „felismerhetetlenségig" 
instabilak. 
7. A töltésfüggetlenség és az izospin 
7.1. Töltésfüggetlenség a magfizikában és a pionfizikában 
Már a magerők tanulmányozásának korai szakaszában felismerték, hogy a pro-
t o n és a neutron sok tekintetben hasonló tulajdonságokat mutató részecske, a mag-
erők töltésszimmetrikusak, azaz invariánsak a protoné-neutron felcseréléssel szem-
ben . A töltésszimmetria legszebb példáját a tükörmagok szolgáltatják, melyek egy-
másba p+-+n helyettesítéssel mennek át és kötési energiájuk igen j ó közelítésben meg-
egyezik. Azt, hogy a megegyezés nem teljes, azzal magyarázzuk, hogy a töltés-
( A j a j , . . . , A j a j ; y'\FNx\ А х а 1 ; . . . , A s a s ; у) = 
= 2 Ffy, yjSfcpkíp,... (PNlVrkNx(pNiai ... cpNslXs). (1) 
•b 1 ... bs(F) 
ö l . . . ö r ( F ) • (2) 
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szimmetria csak a magerők sajátsága, az elektromágneses kölcsönhatások a szim-
metriát megsértik. Valóban, a tükörmagok kötési energiájának eltérése a Coulomb-
erőkkel jól magyarázható. 
Cassen és Condon 1936-ban rámutatott, hogy az elektromágneses kölcsönhatás 
elhanyagolása esetén a nukleonok töltése az atommagok lehetséges állapotainak 
rendszerezése szempontjából a spinnel analóg szerepet játszik. Ezért javasolták, 
hogy a protont és a neutront ugyanazon részecske — a nukleon — két állapotának 
tekintsük, s megkülönböztetésükre egy, a spinnel analóg mennyiség — az izotóp 
spin — értékeit használjuk. Az analógia végigvitele sugallta azt a gondolatot, hogy 
a magerők invariánsak a p és n állapotok tetszőleges unitér transzformációjával 
szemben. E transzformációk U(2) csoportot alkotnak, melynek egy generátorát 
az N nukleonszámmal, az /V-nel felcserélhető három generátorát pedig az izospin 
komponenseivel azonosítjuk. Az izospin által generált csoporttal szembeni invarian-
ciát nevezzük a magerők töltésfüggetlenségének. (Az izospin operátorát Heisenberg 
vezette be még 1932-ben, a töltésfüggetlenség feltételezése nélkül.) 
A mondottak szerint a nukleonállapotokon az SU(2), csoport / = 1/г ábrázolása 
valósul meg, 
e,=en vagy N— 
Minthogy a pionnak három töltésállapota létezik, kézenfekvő az a feltevés, hogy 
a pion izospinje / = 1 , és 
1 „ 
v 2 
1
 с 
• 7=- Я 
/ 2 
(1) 
A magerők és а л — N kölcsönhatás töltésfüggetlenségét számos kísérleti tapasz-
talat igazolja (részletesebben 1. [1 l]-et). Itt csak azt illusztráljuk röviden, hogy hogyan 
lehet a szimmetriacsoport alapján konkrét összefüggésekre jutni . E célból vizsgáljuk 
a pion-nukleon szórást. Az / 3 = v jelölést használva az S-mátrixelem 
<VA> AV 4 |S ' | /XV 1 , /2V2). 
A 
pi = einh 
Weyl-tükrözés SÍ/(2)J-transzformáció, 
tehát 
és általában 
Pte, = -e*, Pte* = ex, 
( /> ,*» = - » t f 
pieiv = öIyej_v, ôlv = ±l. 
MAGYAR > 
TUDCMÁT: AKADÉMIA 
KÖNYVTÁRA 
( 2 ) 
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Mivel [Pi, 5 ] = 0, 
<73v3, IiVi\S\IlVl, /2v2> = (73v3, / 4 v 4 \ P f 1 SP,I/jVj, /2v2) = 
= ±(h-v3,Ii-vi\S\I1-v1,I2-v2), 
azaz 
S(tt+/7 - n+p) = S(n~p - n~p), S(n°n - n°n) = S(n°p - n°p) stb. 
A Wigner—Eckart-tétel alkalmazásával 
<73v3, / 4 v 4 | 5 | / i v i , /2v2> = 2 </ivi, /2v2 |/v)</3v3, /4 v4|7V)(7V|S|7v) = 
ív./'v' 
- 2 (I'l|S||/></v, 001/VX /jvj, /2v2 |/v)</3v3, /4v4 | / 'v'> = (3) 
Iv.I'v' 
= 2 </||S||/></1v1 |/2v2 |/v)</3v3, /4v4 | /v), 
/V 
ahonnan pl. (az S(I) = (7||S||7) jelölést használva) 
S(n++p-n++p) = S Pl = A + , 
M S(n~ +p - л» + n) = Ц s l i l - ^ S [l1 = A°, 
vagyis /2А° = A + - A - . 
Ugyanez az eredmény (6.2, 1) alapján: 2 0 2 0 5 0 5 - b a n l kétszer lép fel, tehát 
két független invariáns csatolás van. Ezek а 2 0 2 0 5 0 5 = ( /©5) 0 ( / © 5 ® 5 ) 
felbontás szerint az 
<73v3, 74v4 |5 |71v1 , 72v2> = л а * А У , 7 > < л у 1 + 7 ? А * [ < , лу1]ауа 
alakban adhatók meg. (л^п2у-Ъ0\ a 5 komponens indexek összeejtésével és spur-
talanítással kapható, mivel azonban 
n"lynlß+nlynlß = 0"ßTm1 712 , 
egyszerűen а [л4, л2] kommutátor adódik.) A tenzorokat (1) szerint kifejtve kapjuk, 
hogy 
A+ = A — B, A~=A + B, A° = -[/2B. 
Ha csak az S-mátrix-elemek abszolút értékei (tehát a hatáskeresztmetszetek) 
érdekelnek bennünket, a CG-együtthatók ismerete nélkül is gyorsan célhoz juthatunk 
Smuskevics módszerével. Jelöljük a (3) mátrixelem abszolút értékének négyzetét 
M
'(viv2l v3v4)-gyel, szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát a komplex konjugálttal 
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és összegezzük rögzített vx mellett (v2, v3, v4)-re. A CG-együtthatók ortogonalitási 
és szimmetriatulajdonságait kihasználva kapjuk, hogy 
2 w(vxv2; v3v4) = 2 I ' 
»2V3V4 i i ; 
| S ( / ) | 2 , (4) 
vagyis az összeg vj-től nem függ. (Természetesen vx helyett bármelyik más v;-t is 
rögzíthetjük.) A 
2 H'(Vlv2; v3v4) = 2 w(vjv2; v3v4) (5) 
V2 V3 V4 V2 V3 V4 
egyenletek adják a keresett összefüggéseket. 
7.2. A Fermi—Yang-modell. Ritka részek 
Az SU(2)j csoport szempontjából az antinukleonok ugyancsak a D.2 ábrázolás» 
ban vannak. U(2) szempontjából az antinukleonábrázolás különbözik a nukleon-
ábrázolástól (az utóbbira N—l, az előbbire N = — 1), ezért ha a részecskéket 
£7(2) szerint osztályozzuk, az antinukleonok Df-Ъа teendők, s az e tenzort nem hasz-
nálhatjuk az indexek le- és felhúzására. SU(2)-xt szorítkozva egy multiplett nukleon-
számának megállapításához külön le kell szögeznünk, hogy az adott tenzor hány 
DfN) és hány D2(N*) tényezőt tartalmaz. DfN*) állapotainak megfeleltetése: 
ex = eß, ë2 = e-„, ft=(p, «). 
А С töltéskonjugáció a részecskét antirészecskébe viszi át, 
(CNf = Nx, ( С Г ) $ = Т $ ; 
G =PtC az ún. G-paritás operátora. Pionokra Сл = л г tehát 
Gk = — п. (1) 
Fermi és Yang vetették fel először azt a gondolatot, hogy a pionok esetleg 
a nukleonok és antinukleonok kötöt t állapotaiként értelmezhetők. Mindenesetre 
az SU(2)-es pion-kvantumszámok ezzel a feltevéssel reprodukálhatók. Feltéve, 
hogy sokrészecskés kötött állapotok is léteznek, ezek £>2(А)®> ... ®D2(N)(g> 
<g>Do(A*)<g> ...®£>2(А*) multipletteket alkotnak, melyek tenzora T f l f i i l alakú 
(most a felső indexek D2(N), az alsók DfN*) tényezőt jelölnek). Ha az a = l , a = 2, 
ß — 1, ß = 2 indexek száma rendre v(l), v(2), v(l), v(2), 
v(l) + v(2) — v(l) — v(2) = n-m = N, 
| [ v ( l ) - v ( 2 ) - v ( l ) + v(2)] = / 3 , (2) 
v ( l ) - v ( l ) = Q, 
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ahol Q az elektromos töltés e egységekben. Innen következik, hogy 
N 
Q = h + j - (3) 
A ritka részeket_tulajdonságaik alapján ugyancsak izomultiplettekbe rendez-
hetjük: a ( K + , K% (R°, K~), (S°, 2"") párok izodublettet alkotnak, (£ + , 1°, Z~) 
izotiplett, Л° izószinglett. A (3) összefüggés (N helyébe а В barionszámot írva) 
ezekre a multiplettekre nem teljesül. Fennáll viszont a Gell—Mann—Nishijima-
reláció : 
ß - 7 . + ^ . (4) 
ahol 5 a ritka részek páros keletkezésének értelmezésére bevezetett kvantumszám, 
a ritkaság. (Az 5kvantumszám értéke a fenti multiplettekre a megadott sorrendben: 
+ 1, — 1, —2, —1, — 1.) Látjuk, hogy a ritka részek semmi esetre sem tekinthetők 
a nukleonok és antinukleonok kötött állapotainak. 
7.3. A megmaradó vektoráram hipotézise 
Az elektromágneses kölcsönhatás, mint megállapítottuk, sérti az SU(2)r 
invarianciát. A tapasztalat szerint az izospin nem marad meg a gyenge kölcsön-
hatásokban sem. Ennek ellenére az erős kölcsönhatások szimmetriáinak figyelembe 
vétele hasznosnak bizonyult az elektromágneses és gyenge folyamatok vizsgálatá-
nál is. 
Az elektromágneses kölcsönhatás Lagrange-függvénye 
le = eijge+jgeiag, (1) 
ahol J p e a hadronok, j ß e a leptonok elektromágneses árama. Az általános elmélet 
szerint a részecskék megfigyelhető töltése nem e, hanem a renormált eR csatolási 
állandó. Bár a renormálás a proton esetében főleg az erős kölcsönhatás, az elektron 
esetében az elektromágneses kölcsönhatás következménye, a két részecske töltése 
(abszolút értékben) a tapasztalat szerint mégis pontosan megegyezik. Ha feltesszük, 
hogy az e csatolási állandó univerzális, a renormált csatolási állandók egyezése az 
elektromágneses áram megmaradó voltának következménye: ftfJ^e + Jje) egzaktul 
zérus. 
Valami hasonló jelenség figyelhető meg a gyenge kölcsönhatásoknál is. Itt 
a Lagrange-függvény 
Lw = -L ( 7 , + J J ( J * +j*), (J( = - J t , Jt = Л), (2) 
1 2 
ahol Jp egy JßV vektor és egy JpA axiálvektor összege. Jfi* a hadronok leptonos 
bomlásait, j j * a leptonok bomlásait írja le. A tapasztalat szerint a j j * kölcsönhatás 
és a Jßj* kölcsönhatás vektorrészének csatolási állandója jó közelítésben megegyezik. 
Feynman és Gell—Mann, ill. Zeldovics és Gerstein mutatott rá, hogy ez a jelenség 
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jól értelmezhető az Ai/^^-szimmetria figyelembe vételével. Az elektromos áramnak 
a nukleonoktól származó része 
Ae(N) = 'Ф
Р
У
Р
Ф
Р
 =
 1 +
2
Ч
Ф» = 
azaz, az áram egy izoskalár és egy izovektor harmadik komponensének összege. 
A gyenge áram vektorrészének megfelelő komponense 
•fav(Y) = 1ф
р
У
ц
ф„ = Í$ N T + \ I J N , T + = — ( í j + /То), 
tehát Jpv(N) = Jpl(N) + iJp2{N), egy izovektor első és második komponensének 
összege. Ha feltesszük, hogy a hadronok teljes elektromágneses és gyenge árama is 
hasonló tulajdonságokat mutat, vagyis Jpe = Jp0+Jp3 és Jflv = Jpí + iJp2, továbbá, 
hogy Jpl, Jp2 és Jp3 ugyanazon tenzoroperátor komponensei, akkor olyan mértékben, 
amennyire az A[/(2)j szimmetria teljesül, Jpe-ve 1 együtt Jpl és Jp2 is megmaradó áram, 
és ezek csatolási állandója sem renormálódik. Ez a megmaradó vektoráram hipotézise. 
Abból, hogy Jpl, Jp2 és J)l3 egyetlen tenzoroperátort alkotnak, következik, 
hogy redukált mátrixelemeik megegyeznek, vagyis, ha pl. Jp3 mátrixelemeit ismerjük, 
Jpy és Jp2 mátrixelemeit is meg tudjuk adni. (Jp3 redukált mátrixelemei az elektro-
mos és mágneses formfaktorok mérésével határozhatók meg.) Ily módon összefüg-
gést lehet találni az elektromágneses és a gyenge folyamatok adatai között. 
Példaként tekintsük a n± —K°e±v bomlást. A valószínűségi amplitúdó (L„,-ben 
elsőrendben számolva) 
</(<7i)r(<72)7tfa2, a2) I i f LJx) j 7 r ( M i ) > = 
= J- [lyfil +y5)v](k2a2\JflV(0)\k1<x1) (3) 
(Két pszendoskalár részecske közt JpA nem ad átmenetet; az y. indexek a pionok 
izo-tulajdonságaira utalnak.) Mivel Jpi = \ , (6.2,1) szerint. 
<k 2 a 2 |V (0 ) | k i a i > = -, ' - ( f + ( f i + k2\ + f - (kx - k2)p] - Tr[nxi, <] (xx + h2). 
™ 1 0 * 2 0 Z 
Abból, hogy dpJpV=0, következik, hogy (kx — k2)p(\JpV\) = 0, vagyis f~ =0 . Másrészt 
/о ТГ 7Г* itx+ - + Tr[itx, л*] т3 
s itt a szögletes zárójelben levő kifejezésnek kis impulzusátadásnál n t töltését kell 
adnia (e egységekben). E feltételből / o = 0 , / + = l , úgy, hogy (3)-ban semmilyen 
ismeretlen paraméter nem marad. 
<At2 a \Jpc (0) I к y a) = 1 (ky + k2\ 
ЧК 1(1 A on 
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8. Az SU(3)-szimmetria 
8.1. A Sakata-modell és a „nyolcas út" 
1955-ben Sakata a Fermi—Yang-modell kiterjesztésével olyan összetett-
részecske modellt alkotott, mely a ritka részek leírására is alkalmas volt. Sakata 
feltevése szerint a megfigyelt elemi részek nem két, hanem három alapvető fermion-
ból, a protonból, a neutronból és a Л-hiperonból (és ezek antirészecskéiből) tevődnek 
össze. Az alapvető részecskék kvantumszámai: 
S Q Y = B + S (1) 
0 1 1 
в 
1 
n 4 - 1 1 0 0 1 
2 2 
Л 0 0 1 - 1 0 0 
Ha egy összetett rendszerben a protonszám, a neutronszám és a Л-szám (pon-
tosabban a megfelelő részecskék és antirészecskék számának különbsége) rendre 
N(j>), N(n), N(A), 
N(p) + N(n) + N(A) = B, 
2 n { p ) - } (n) = / 3 , 
- N(A) = S 
N(p) = Q, 
vagyis minden összetett rendszerre fennáll a (7.2, 4) Gell—Mann—Nishijima-féle 
reláció. 
A Sakata-modell csoportelméleti megfogalmazását OhnukiésThirring adta meg. 
Elgondolásuk az volt, hogy az erős kölcsönhatások nemcsak az SU(2)j csoporttal, 
hanem (közelítőleg) a három alapvető részecskeállapot unitér transzformációinak-
megfelelő í / (3)d U(B) (g> SU(3) csoporttal szemben is invariánsak. E feltevés alap-
ján az összetett részecskék rendszerezésénak problémája az SU(3) csoport megfelelő 
ábrázolásainak kiválasztására redukálódott. A modellből következik, hogy a p, n 
és Л részecskék 5í/(3)-tiplettet alkotnak, a megfelelő antirészecskék pedig 3 szerint 
transzformálódnak. Az alapvető tiplett (1) kvantumszámai akkor adódnak helyesen 
vissza, ha az Y=B + S hipertöltést a következő módon azonosítjuk az U(3) csoport 
generátoraival : 
2 2 
1
 и ' " . ' " 
A barionszám figyelembe vételével a mezonokat ( 5 = 0) 3®3*®3®3*..., a bariono-
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kat ( ß = l ) 5®3®5*®3<g>5* )... típusú ábrázolások szerint kell osztályoznunk. A 
3 0 5 * = 8®1 
felbontás szerint a „legalacsonyabb" mezon-multiplettek szinglettet, ill. oktettet 
alkotnak. A modell felállítása idején hét pszeudoskalár mezon ( j p = 0~) volt isme-
retes ; az azóta felfedezett q mezonnal a mezon-állapotok a következőképp azonosít-
hatók a 3-tenzor elemeivel: 
( M j ) = 
1
 n 1 
1/2 Í 6 h 
1 
7î V 6 
к' 
к° 
К' к
0 
-Í ц 
Az St/(3)-szinglett szerepére az X° rezonancia tarthat számot. 
A barionok esetében az osztályozás már nem jár ilyen sikerrel. A legalacsonyabb 
kötött állapotok 3®J(g>3* típusúak, a lehetséges irreducibilis multiplettek: 
3®3®3* = J5®6*®3®3 
Mint könnyen ellenőrizhető, a Г-tiplett csak a 6* és 15, а I dublett csak a 15 ábrá-
zolásba fér bele. Akárhogy is választunk, a rendszerezésben mindenképpen számos 
lyuk marad. 
Mivel a Sakata-modell sok tekintetben ellentétben áll a tapasztalattal, 1961-ben 
Gell—Mann ([29], [30]) és Ne'eman [52] azt javasolták, hogy az erős kölcsönhatások 
•St/(3)-szimmetriáját ne kapcsoljuk össze az összetett-részecske modell feltételezésé-
vel. Ekkor az ábrázolások kiválasztásánál nem vagyunk megkötve, s az 
Y = f 
J/3 
azonosítással a kvázistabil barionok a tapasztalat sugallta módon hiánytalanul egy 
oktettbe rendezhetők („nyolcas út"): 
r ° + -L A 0 p 
у2 уб 
{bd = i -
1 
у2 )/6 
i л° 
A pszeudoskalár mezonok jól bevált osztályozása változatlan marad. 
Ami a rezonanciákat illeti, ezek általában kvázistabil barionokra és pszeudo-
skalár mezonokra bomlanak. A tapasztalat szerint a bomlás erősen megy végbe, 
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s ha feltételezzük, hogy a bomlást előidéző kölcsönhatás (legalábbis jó közelítés-
ben) ,S1 £/(3/szimmetrikus, a rendszerezéshez 8 <g)S-beli ábrázolásokat kell tekintetbe 
vennünk. A vektormezonok a pszeudoskalár mezonokhoz hasonló oktett + szinglett 
szerkezetet mutatnak, az SU(2)r® U(Y) felbontásban: 
1 - :E*(892) / = 2 Y = 1 
в (778) 1 0 
К* (892) Y _ i 
Ф (1019) 0 0 
со (783) 0 0 
А
 3 /2 + rezonanciák dekuplettet alkotnak, azaz 10 szerint transzformálódnak: 
A- A" A+ A + + M= 1236 Mev 
£*_
 z*0 1385 Mev 
S*- E*° 1530 Mev 
Q- 1674 Mev 
E multiplettek mellett még egy 2+ mezonmultiplett látszik teljesnek, s itt ismét 
oktett + szinglett szerkezetet találunk: 
2+ :K*(1411) / = - E = 1 
A2 (1306) 1 о 
Ж* (1411) J - 1 
/ (1254) 0 0 
/ ' (1514) 0 0 
A többi rezonancia lehetséges osztályozásával kapcsolatban 1. Gálfi L. és Kunszt 
Z. összefoglalóját (MFF, XVI. 313, 1968). 
8.2. Tömegképlet. Keverés 
Az 5í/(3)-multiplettek tagjainak tömegét összehasonlítva látjuk, hogy az izo-
invarianciához hasonlóan az ,St/(3)-szimmetria sem egzakt — sőt, az igen nagy 
tömegeltérések arra mutatnak, hogy a szimmetriasértés ez esetben már az erős 
kölcsönhatások körében keresendő. A szokásos feltevés az, hogy az erős kölcsön-
hatások két fajta kölcsönhatásból tevődnek össze: ezek közül az egyik igen intenzív 
és ,St/(3)-szimmetriát mutat, a másik középerős, S't/(2)J-szimmetrikus és SU(3)-
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sértő. Feltételezve, hogy a szimmetriasértő Hamilton-operátor S£/(3)-nak valamilyen 
irreducibilis tenzoroperátora, ezen az alapon megpróbálkozhatunk a szimmetriától 
való eltérések figyelembevételével. Ha A az erős Hamilton-operátor és H = H0 + Hlt 
ahol H0 .St/(3)-szimmetrikus és H, 5i/(3)-sértô, akkor, lévén H, S'í/(2)/-skalár és 
У-őrző, az asszimrnetrikus tag csak úgy transzformálódhat, mint egy tetszőleges 
N ábrázolás / = 0 , /3 = 0, F = 0 eleme, vagyis 
H, = 2 AÍ'V:000). 
Л 
A legalacsonyabb ábrázolás, melynek ilyen eleme van (az N = 1 skalár esettől el-
tekintve), az N = 8-as reprezentáció. A legegyszerűbb feltevés tehát az, hogy 
H i = Hís-,ooo) 
Egy ábrázoláson belül a tömegeltérések első közelítésben diagonális elemeivel ará-
nyosak, melyeket a Wigner—Eckart-tétel alkalmazásával minden további nélkül 
néhány redukált mátrixelemre vezethetünk vissza. Ily módon minden ábrázolásra 
tömegképletet kaphatunk; egy N ábrázolás esetén annyi redukált mátrixelem van, 
ahányszor N*®N 8-at tartalmazza. Egy irreducibilis ábrázoláson belül H, explicite 
megadható az infinitézimális operátorokkal a következő tétel alapján (Ginibre, [32]): 
Tétel. Legyen TbSU(rí) adjungált ábrázolása szerint transzformálódó tenzor-
operátor; egy tetszőleges N irreducibilis ábrázolásra szorítkozva (vagyis csak A-beli 
állapotok között vett mátrixelemeket tekintve) 
tab= z c p ( n ) t ^ a , 
p=2 
ahol 
Tj" = sxacixcc\ ... Xcbr-\ XbSU(n) generátora; 
(a szorzat p— 1 tényezőt tartalmaz, s az 5 betű arra utal, hogy a tényezőkben szim-
metrizálni és a szorzatot spurtalanítani kell). 
Speciálisan SU(3) esetén 
Tg = ^xi + ciíxixi + xixi- 2 ôabCj 
s itt a c„ c2 együtthatók csak a vizsgált ábrázolástól függnek. Mivel az I=I3=Y=0 
oktett-elem 7 | típusú, egy irreducibilis ábrázoláson belül 
#i - m, Xl + m2^X%X% + XIX3C - j C*3> ), 
vagy, figyelembe véve, hogy az SU(2)j alcsoport generátorai 
Xp* = «,ß,y=l,2, 
és 
= -Ц = -Y, J» = j Xp'X™ = X%X{-\ Y2, 
/"(3) y a yb ух yß i у а у 3 < у 3 у а у 3 у 3 
*-2 ~ л ьл а — л р л ц 1 л з л а > л а л з — л3л3' 
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írhatjuk: 
H1 = M 1 Y + M 2 [ ! 2 - ± Y * - j C I » } . ( i> 
Egy irreducibilis multiplett tömege tehát, egybefoglalva a H0 és a C23) skalár operá-
torok járulékát, 
M = M0 + MXY + M2^l2-^Y^. (2) 
Ez a Gell—Mann—Okubo-tömegképlet. Az V2+ barionokra a képlet a következő 
összefüggést adja: 
N + E = ^ - j 1 - 2256 MeV = 2269 MeV 
(a részecske szimbóluma a részecske tömegét jelenti). Mint látjuk, az összefüggés 
a kísérleti értékekre jól teljesül. A 0~ mezonokra: 
K+K = ЪИ±1 992 MeV % 891 MeV; 
ennél jobban teljesülő összefüggést kapunk, ha a tömegképletet a tömegek négyzetére 
Írjuk fel : 
K2 + K2= 3ül±2 _ 4,90. io5 MeV2 = 4,62-105 MeV2 . 
A négyzetes összefüggést a mezonoknál azzal szokták indokolni, hogy a térelméleti 
modellekben a csupasz tömeg korrekciója a bozonok esetében közvetlenül a tömeg-
négyzethez járul. 
Mivel 10*® 70-ben 8 csak egyszer fordul elő, a dekuplett felhasadása egyetlen 
paraméterrel jellemezhető, M(10) = M'0 + M[Y. Innen az egyenlő tömegtávolság 
szabálya adódik : 
A-I* = I* — E* = E*-ü - - 149 MeV = - 1 4 5 MeV = - 144 MeV. 
A Gell—Mann—Okubo tömegképlet felírásakor az í2~-részecskét még nem figyel-
ték meg; tömegét a dekuplett többi tagjának ismeretében meg lehetett jósolni. 
Az elmélet nagy sikerét jelentette, hogy a szokatlan kvantumszámokkal jellemzett 
részecskét (S = — 3!) 1965-ben megtalálták, és tömege csaknem pontosan meg-
egyezett a jósolt értékkel. 
A vektormezonoknál а д és K* részecskék adataiból számolva az oktett SU(2)r 
skalár tagjának tömegére 930 MeV adódik, ami az со (7 8 3) és а Ф (10 19) tömege 
közé esik, a Gell—Mann—Okubo-képlet tehát sem az co-val, sem a Ф-vel nem 
elégíthető ki. Sakurai mutatott rá, hogy azonos barionszámú, spinű és paritású 
multiplettek között H1 mátrixeleme zérustól különbözhet, vagyis az erős Hamilton-
operátor sajátállapotai különböző SÍ/(3)-multiplettek keverékei lehetnek. Ilyen 
keverés léphet fel az 1" oktett és az 1~ szinglett között, s ekkor a Gell—Mann— 
Okubo-tömegképlet már nem alkalmazható. Legyen ismét H = H0 + Hlf s legyenek 
а д, К*, К*, Ф0 oktett és az w0 szinglett elemei H0 1~ kvantumszámú sajátállapotai. 
Mivel 7 / J-t és У-t nem változtatja, csak az tu0 és Ф„ állapotokat kötheti össze. Az 
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h = 
I — 0, У = 0 Я-sajátállapotok Ф0 és со0 lineáris kombinációi: 
Ф = cos вФ0 + sin всо0, 
со = — sin ОФ0 + cos 6œ0. (3) 
A //„-sajátállapotokon H mátrixa a következő: 
ml + (K*\Hx\K*) 
(т\+(
е
\Н
х
\о) 
ml + (K*\Hx\K*) 
< = т ! + <Ф0|Я1|Ф0> <Ф0|Я1|са0> 
(поШФо) w? + <®ol#i!<A)>J 
а 
(Ф\Н\Ф)=т%, (co\H\w)=ml, (Ф\Н\со)=0 
összefüggések és (3) felhasználásával kapjuk, hogy 
7»lo - mc> 
т
Фо
 az ok tett I — 0, 7 = 0 tagjának a Gell—Mann—Okubo-formulából számítható 
tömege, т
ф
 és ma kísérleti ada tok; ily módon в meghatározható, s az adódik, hogy 
в = 39° 40'. 
Keverés esetén tömegösszefüggést csak akkor kapunk, ha Я
г
г е további fel-
tevéseket teszünk. így pl. a Schwinger-modellben 
Я 1 = AVf Vl + Bwt(o0, 
ahol Vb a nonett-tenzor, mely a Vb oktett-tenzorral (V° = 0) a 
vî=VÎ+-Yôî(Û0 ( 5 ) 
összefüggés szerint fejezhető ki. A modellből az 
((о2-Ф1)(Ф2-Ф1) = j (K*2 - е2)(Ф2 + ю2 - 2Я*2) 
tömegreláció adódik. 
Láttuk, hogy a megfigyelt mezon-multiplettek valójában mindig nonettek; 
ily módon keverést mind a 0~, mind a 2 + mezonoknál feltételezhetünk. A meg-
figyelt tömegekből az első esetben kb. 10°, a második esetben 27° keverési szöget 
kapunk. 
8.3. Erős kölcsönhatások 
A 0~, 1 /2 + és 3 / 2 + multipletteket jelölje rendre P, V, B, D; a megfelelő 
téroperátorokra 
( p a = раь, (У1У = v;b, 
Б"
ь
 = (ВУу4, Dll ahc = (Df y "/4 
A P, ..., D bázistenzorok Pa, ...,DX; Pfb" = Pba stb. 
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Az invariáns В В P vertex, minthogy 5-ban 8 kétszer lép fel, két független 
csatolást tartalmaz: 
L = FTr[B, B]P + DTr{B, B)P = F'fik, 5, Bk P, + C'dikl B, BkP, (1) 
Mindegyik oktettre (5.2, 11) szerint Т£ = -=(Па
ь
Т:, В. = Bt + y.. 
у 2 
Hasonló módon kapjuk a VPP vertexre: 
L = fTr[P, д
ц
Р] У
ц
 + dTr{P, д
ц
Р) Vß. 
Innen а Р
х1 + Рхг bomlás mátrixeleme 
(к
х
 а
г
, к2х2 ! if Ld*x kxif = (2 л)*0(к — кх — к2) • 
• тг{др:
х
 , p i j (к
х
 - к 2 \ + d { p f , р:2}( кх+к2)рк 
Г "А 10^20^0 
s a bomlási szélesség, minthogy (kx+ k2)nU) — kn(X) = 0, 
_ I M o t f 
6 л М 2 q ' 
ahol M a vektormezon-tömeg, <7 a keletkező részecskék impulzusa a TK-rendszer-
ben, és 
f a 1 a 2 x = f t r [ p : i , p : i ] k . 
Az ca0 szinglettre az invariáns csatolás (о)0)дГгРс/Р lenne, ez azonban кпш= 0 miatt 
zérust ad — a szinglett tehát nem bomolhat két pszeudoskalár mezonra. A kísér-
leti helyzettel való összehasonlítást az alábbi táblázat szemlélteti (6 az со —cp keve-
rési szög): 
P t e l j e s ( M e V ) Г fa 1ÛC2 a P e l m 
K*-+K+n° 5 0 5 0 
l 
y í f 
4 9 , 5 
К°л
+ f 
Q -*• ЛЛ 1 6 0 1 6 0 y~2f 1 6 0 
ЛЦ < 1 , 3 0 
Ф - * ЛЛ 4 0 0 0 
к
+
к- 1 , 9 - j / | / C O S 0 1 , 8 
K°K° 1 , 6 - ] / | / c o s 0 1 , 1 
4 Fizikai Folyóirat XVII/4 
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( / a ^-szélességből van meghatározva, 0 pedig а (8.2, 4)-beli érték. А Ф -*KK bomlás 
egyébként felhasználható 0 független meghatározására.) 
Minthogy 8®8 10-tt egyszer tartalmazza, a Z)ÉTP-csatolás egyértelmű: 
L = gBabdllPdDbfldeEace. 
A DXl — ŐI2 + Pa bomlás mátrixeleme 
(p2(x2s2,kx ijLdlx p^-isY) = g I 2 M l ' ü<S2)kßи<п)(2л)4 ö(Pl-p2-k) 
\2 k0 
a bomlási szélesség pedig 
r _ Ig^aaxl2 [{M1+M2f-m2] 
~ 24л M\ q ' 
ahol 
ö — oR+a P + cDhdeF 
ani о аз b1 ad ^ai °ace ' 
és Mk,M2,m rendre а 3 / 2 + , 1 / 2 + , 0~ multiplett tömege; q a keletkező részecskék 
TA-beli impulzusa, g-t a A-szélességből számolva a következő összehasonlítást 
tehetjük : 
U d s ( M e V ) g X 2 M l r e l m 
Л
 +
 120 - g 120 
1 
34 47,7 
Х * - Г + л ° 3,3 5 7 
E*-*E"n° 7,3 - - > g 16,6 
í6 
1 
É3 s 
Egyéb folyamatokkal kapcsolatban (2 + -~PP, 2+ - VP, P + B^P' + B', B+B-
P + P, P+B^P + D) 1. pl. [51]-t. 
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8.4. Elektromágneses kölcsönhatások 
A hadronok elektromos töltését a Gell—Mann—Nishijima reláció adja meg: 
e = / 3 + i y = 
2 ]/з « 
Ezen összefüggés mintájára tegyük fel, hogy a hadronok elektromágneses árama 
oktett-tenzoroperátor, és 5£/(3)-szerkezete megegyezik Q szerkezetével: 
1 
(1) 
Ily módon Je mátrixelemeit ki tudjuk redukálni és egy irreducibilis multipletten 
belül a /e-vel arányos mennyiségekre összefüggéseket kaphatunk. A kiredukálást 
legegyszerűbben a (5.2, 9)-beli 
PjT1 YPk Q 
összefüggés segítségével végezhetjük el, amely a hasonló tulajdonságú tenzoroperáto-
rokra is fennáll. Tetszőleges ábrázolásban (8.2, 1) alapján 
aY + b \ l 2 - 4 2 - - \ О3» 
Г 4 6 
(oc\Je\ß) ~ (Pka\jW\Pkß) = (Pkoi Pkß) = 
-aQ + b u2 ß • 
í/2-az í/-spin négyzete; az £/-spin multipletteket az azonos töltésű részecskék alkot-
ják; abban az esetben, ha több ugyanolyan (/3 , У) súlyú, azonos töltésű részecske 
van egy ábrázolásban, az adott ÍZ-spinü állapotok ezek keverékei. így a S-beli 
í/-multiplettek (barionokra felírva) 
u 
1 \ 3 
n En 1 
2 2 
2 2 
p 
2 
A mágneses momentum /e-ben lineáris, így közvetlenül írhatjuk (az adjungált 
ábrázoláson Cj3 )= 6): 
=
 biQ + bi U(U+\)-^Q2-\ 
A formulából a 
/i (p) = p(Z+), = fi(E0) = -2p(Z°) = 2p(A), /i(£-) =/i(H-) 
( 2 ) 
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összefüggéseket kapjuk. A kísérleti értékek (magmagneton egységekben): p(p) = 2,19, 
p(n) = — 1,91, p(A) = —0,79, p(Z+)=2,l. 
Je tenzoroperátor-tulajdonságait felhasználva az izo-multiplettek tömegfel-
hasadását is vizsgálhatjuk. Az elektromágneses korrekció J \ mátrixelemeivel ará-
nyos. Közvetlenül célhoz juthatunk, ha figyelembe vesszük, hogy 
A helyett, hogy (6.2, 1) szerint a részecske-tenzorokból és az áram-spurionokból 
skalárokat képeznénk, úgy is eljárhatunk, hogy a multiplettek tenzoraiból (3) sze-
rint transzformálódó kombinációkat írunk fel. Ismét barionokat véve 
(A skalár járulék az izomultiplett közös alaptömegébe olvasztható.) Innen adódik, 
hogy 
Ms+ - M3» = Mp-Mn + Mx- - Af í+ - - 5,50 MeV = - 6,68 MeV. 
Egyéb érdekes tömegösszefüggések adódnak az ún. tadpole-modell alapján ; e modellel 
itt nem foglalkozunk, részletes kifejtése [18]-ban található meg. Alapfeltevése az, 
hogy a szimmetriasértő effektusokat az ábrán feltüntetett 
típusú Feynman-gráfok adják, melyekben a részecskék egy skalár oktettet cserél-
nek ki a vákuummal. 
8.5. Gyenge kölcsönhatások 
Az erős kölcsönhatások szimmetriáit a gyenge kölcsönhatások körében úgy 
hasznosíthatjuk, hogy megállapítjuk a hadronok gyenge áramának transzformációs 
tulajdonságait és ezek alapján kapcsolatot teremtünk különböző folyamatok átmeneti 
valószínűségei között. A (7.3, 2)-beli Jp áramról nagyjából a következőket tudjuk: 
1. Jp egy vektor és egy axiálvektor összege; minden két összetevőben van rit-
kaságőrző és ritkaságváltoztató rész: a vektoráram ritkaságörző része 
(és ennek adjungáltja) az elektromágneses áram 7J3) komponensével izo-
triplettet alkot (megmaradó vektoráram hipotézise); 
2. Jp töltött, azaz AQ = + 1 átmeneteket idéz elő; 
3. A ritkaságváltoztató részben AQ=AS\ 
4. |dS |35l . 
és 
(8)î®(8)ï = 1Ф (8úi + (82)Í + (27); 'ÎÎ ( 3 ) 
ÖM{ a) = аВЦ Bl.a + hBl \Bxl +cB+\B\ 
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E tapasztalatokat Cabibbo a következő módon foglalta össze és általánosította [15]: 
I. A gyenge áram komponensei S(/(3)-oktett szerint transzformálódó tenzor-
operátorok. A vektoráram és az elektromágneses áram komponensei 
ugyanazon oktett elemei, vagyis egzakt SU(3) szimmetria határesetében 
a teljes vektoráram megmarad. 
II. 2-nek megfelelően a ritkaságőrző rész Г ( 8 ; 0 П ) ~ T(1) + iT2 a ritkaságváltoz-
tató rész 7" ( 8 ; 1W a )~ Г (4) 4 iT(6) típusú operátor; a tapasztalat szerint az 
utóbbi csatolása a leptonokhoz majdnem egy nagyságrenddel gyengébb 
az előzőnél, ezért feltesszük, hogy a két komponens ,/,,-ben nem egyenlő 
amplitúdóval szerepel. Ugyanakkor azt is feltesszük, hogy az amplitúdók 
egyetlen szöggel jellemezhetők, vagyis négyzetösszegük 1. 
A feltevések szerint tehát 
Л = cos 0(Vf + iVf 4 4 « + i A f ) + sin в (Vf + iVf + Af + iAf); 
Vf vektor, Af axiálvektor. A Cabibbo-formalizmus alapján a P —/v, Py—P2lv, 
Bx-*B2lv folyamatok amplitúdói: 
<<71<72|Sw|A:a> = (2n)lô(k - qx-q2)[ly,(\ + y5)v]<0|./„(0)|ka), 
\ 2 
<0|У,(0)|ка) - -L=k,Fx(k2), 
\2k0 
Fx(k2) = Fik2) 2 Tr Px[cos О(Я4 4- /Я2) 4- sin в(Я4 4- /Я5)]. 
P *P2lv: 
if 
(qiq2k2x2 |AW| к4а4) = щ (2nfô(q-qi - q2)[lyp( 1 4 - y 5 ) v ] < 1 Л ( ° ) 1 M i ) 
(к2у2\]р{щкууу) = — ^ = [ k ß a : 2 1 1 ( q 2 ) + qga-xl(q2)], 
A±X1 = I Tr(A±[Pai, Pf ] + S± {PXl, p:2 }) • (cosöf/ , + /Я2] + sin 0[/4 + /Я5]), 
к — /c^-f-Ä^j с/ — к\ 
В
г
—В21\\ 
tf 
(h 92 ; Pl «2\SW IA aj) = (2 л4 ô (q - q 4 - q2) [/y„ ( 1 + y5) v] <p2 a2 |У„ (0)\px аг> 
Г a" 
(p2a2\JрЩрхУу) = i\ß2yp(av(q2) + aA(q2)yi)u(\, 
av,л = TrB+ [(cos 0(лу + /Я2) + sin 0(Я4 + i f ) ) , Bf + 
+ PfiA TrBf {(cos 0{Ay + /Я2) + sin 0(Л4 + /Я5)), B f , 
<i = pi-pi-
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Я—/v-ben csak az axiálvektor, Я
х
—P2/v-ben csak a vektoráram ad járulékot. A vek-
toráram redukált mátrixelemeit Jeß mátrixelemeivel való összehasonlítás útján ve-
hetjük; q2zz 0-ra 
A + = 1, Л_ = 5 ± = 0, 
Fv= 1, Dv = 0. 
Egzakt Sf/(3)-szimmetria esetén tehát a csatolások: 
у 
л — lv F cos 0 
К - /v Fsin в - 0 = 0,267 
4 + 
31 
7t~ — л° lv C O S 0 
K~-n°Iv Л sin 0 
V2 
AS - л + /v — sin 0 0 = 0,224 
É2 
— 7T~ /v —— Sin 0 
í2 
ay aA(F=FA,D = DA) 
n — plv cos 0 ( E + D ) c o s 0 
Л —- plv -MUind — 77+(ЗЯ+ Ű) sin 0 p/v 
2 16 
X+ - Л/v 0 - | / — D cos 0 
X — и/v — sin 0 (— F + D ) sin I 
X" - Л/v 0 jz + D c o s l i/_2 3 
- X+ /v sin 0 ( F + £>) sin 0 
5 - _ л/v - sin 0 - 77- ( 3 / - Я) sin I 
£ - - X° /v sin 0 - > - (+ + A>) sin 0 
- £°/v cos 0 ( F - D ) c o s O 
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Carlson [16] analízise alapján: 
D =0,766, £=0 ,415 , £ / £ = 1 , 8 5 , 0=0,245. 
A /i-bomlás / csatolási állandója és az л—p/v-bomlás vektor csatolási állandója 
a tapasztalat szerint eltér: 
= 2 , 2 - 1 0 - 2 . 
A fenti táblázat szerint fv—f cos 0, s innen 0 = 0,212. Mint látjuk, a hadronok 
leptonos bomlásai közel egységes szöggel írhatók le; az eltérések mindenesetre 
a szimmetriasértés számlájára írhatók. 
Ami a hadronok nemleptonos bomlásait illeti, az a probléma merül fel, hogy 
a gyenge Hamilton-függvény JßJ* tagja A(8) és //(27> tenzoroperátorokat ad, míg 
a tapasztalat szerint Hw lényegében oktett típusú. Oktett-dominanciát feltételezve 
a B-»BP bomlások amplitúdóira a következő, jól teljesülő relációk adódnak 
(a részecske szimbóluma a bomlási amplitúdót jelöli; a felső index a bomló barion, 
az alsó a keletkező pion töltésére utal): 
Л°_ =-]/2Л1 
It = ZZ = ]/2Zo, 
3 = = - ] / 2 S?, 
Ez-A°_ = - Уз Ef , 
(Lee—Sugawara-reláció). 
A nemleptonos bomlások részletes tárgyalását 1. [13]-ban. 
8.6. Kvarkok 
A Sakata-modellnek a nyolcas úttal szemben megvolt az az előnye, hogy az 
SU(3) szimmetria mibenlétét némileg szemléletessé tette. Felmerül a kérdés, nem 
lehetséges-e a nyolcas út modelljében is feltételezni egy alapvető tiplett létezését? 
2 
Mivel az Y = ^ F g azonosítás esetén a tiplettelemek hipertöltése és töltése törtnek 
у 3 
adódik, egy ilyen hipotézis nem látszott rokonszenvesnek. Gell—Mann [31] és 
Zweig [75] azonban rámutatott, hogy a „furcsa" kvantumszámokat a tapasztalat 
egyáltalán nem zárja ki, ugyanakkor a tiplett feltételezésével számos jelenségre lehet 
egyszerű magyarázatot adni. így pl. ha az alapvető részecskék (Gell—Mann elnevezése 
szerint kvarkok) barionszáma 73, a legkönnyebb barionok 3 kvarkból épülnének 
fel, s a 
= 10®8®8®1 
felbontásnak megfelelően szingletteket, oktetteket, dekupletteket alkotnának 
— tehát bizonyos mértékig magyarázatot kapnánk arra, miért éppen a megfigyelt 
multiplettek léteznek. A mezonok kvark-antikvark rendszerek lehetnek és nonetteket 
alkotnak ( 3 ® i * = S e £ ) . 
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A kvarkmodell alapján igen sok érdekes eredmény született. Másrészt a modell 
sok nehézségbe is ütközik, legfőbb nehézsége, hogy a kvarkokat mindeddig nem si-
került megtalálni. Az alapvető tiplett kvantumszámai: 
i h Y 5 в q 
1 1 1 0 1 2 7 7 7 7 3 
1 1 1 0 i 1 
'2 2" 7 7 ~ 7 
0 0 2 
~7 - 1 
i 
3 
1 
~ 3 
Ha a kvarkok léteznek, tömegük valószínűleg nagyon nagy, s ezért nem sikerült 
őket gyorsítóknál megfigyelni (az eddigi kísérletek szerint Mq > 5 Mp). A legkönnyebb 
kvark azonban biztosan stabil, s a kozmikus sugárzás részecskéi által kiváltott 
reakciókban valószínűleg keletkezik. A keletkezett kvarkok elektronokat befogva 
tört töltésű ionokat alkothatnak, s ha ezek a légkörben vagy a Föld felszínén gyűlnek 
össze, mindenképpen észlelnünk kellene őket. 
A nagy tömegű kvarkokból a mezonok és a barionok nagy tömegefifektussal 
épülnek fel. Problémát jelent, hogy ha a kvark tömege nagy is, miért nem léteznek 
jelentős tömegdefektussal tört töltésű rendszerek, pl. dikvarkok. 
Mindezek a kérdések — és a kvarkokkal kapcsolatos más problémák is — 
egyelőre válaszra várnak. Ami a dolog elméleti oldalát illeti, többen megpróbáltak 
„közönséges" kvantumszámokkal jellemzett alapvető tiplett bevezetésével — a szim-
metriacsoport kiterjesztése útján (pl. 5(7(3) — 5(7(4)) egy harmadik additív meg-
maradó kvantumszámra „tettek szert" (csinosság, szupertöltés), s ezt hozzátoldva 
a Gell—Mann -Nishijima relációhoz, tört Y-nal is egész töltést kaptak — a próbál-
kozások azonban nem bizonyultak gyümölcsözőnek ([2], [67]). 
9. Az SU(6)-szimmetria 
Összefoglaló cikkek: [54], [42], [62], [58]. Igen részletes irodalomjegyzék talál-
ható [58]-ban. 
9.1. Multiplettek és tömegképletek 
Amint az 5(7(3)-szimmetriát a magfizikai 5í/(2), ugyanúgy az 5(7(6)-szimmetriát 
a magfizikai 5(7(4) sugallta. Wigner vetette fel [72], hogy a magok alacsonyan ger-
jesztett állapotai jól rendszerezhetők, ha feltesszük, hogy a magerők invariánsak 
a különböző spin- és izospin-beállásokhoz tartozó négy nukleonállapot (p\ pf я', л*) 
unitér transzformációival szemben, melyek egy 5(7(4) csoportot alkotnak. Az 5(7(4) 
generátorok fizikai jelentését az 5(7(4) о 5(7(2),® 5 u ( 2 ) j faktorizálás adja meg. 
A Wigner-féle 5í/(4)-et Gürsey és Radicati ([33], [34]), valamint Sakita [61] 
általánosította, feltételezve, hogy az elemi részek az SU(6)z> 5(7(3)® 5(7(2) j-csoport 
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ábrázolásai szerint rendezhetők. Az általánosítás triviálisnak tűnhet, de ha jobban 
meggondoljuk a dolgot, az analógia egyáltalán nem egyszerű. A magfizikában 
— ha közelítésben is — jól meghatározott nemrelativisztikus rendszereket vizs-
gálunk, egy olyan formalizmus segítségével, melynek keretei között a szimmetria 
egyértelműen megfogalmazható és érvényességének határait is látjuk. Ezzel szemben, 
ha az elemi részek valamilyen értelemben összetett rendszernek tekinthetők is, 
a róluk eddig kialakult képünk alapján tulajdonságaikat és viselkedésüket egy bonyo-
lult, relativisztikus dinamika szabja meg, és nem világos, hogy miben áll ennek a dina-
mikának egy nemrelativisztikus, .St/ój-invariáns közelítése. Ha ettől a problémától 
eltekintünk, és csak a részecskék kölcsönhatásait vizsgáljuk, azt látjuk, hogy az 
SU(6) nem egyszerűen nemrelativisztikus, hanem teljesen sztatikus közelítő szim-
metria: az S£/(6)-invariancia együttjár a spin megmaradásával, és így egzaktul 
megtiltja az olyan intenzív folyamatokat, mint a 3 /2 + — 1/2+ + 0 " , 0 ~ + 0 ~ bom-
lások. Ily módon csak S-hullámban végbemenő folymatok és sztatikus tulajdon-
ságok tárgyalására alkalmas. 
Nyilván, az SU(6) szimmetria mögött a legegyszerűbb kép az lenne, ha a ré-
szecskék kvarkok nemrelativisztikus kötött állapotai lennének. E modellben csak 
az a furcsa, hogy a valószínűleg igen nagy tömegdefektus ellenére is, nemrelati-
visztikus kölcsönhatást tételezünk fel, de ilyen lehetőség dinamikailag nincs kizárva. 
A kvarkmodellhez egyéb nehézségek is tapadnak, a legsúlyosabb probléma ismét az, 
hogy a kvarkok létezését nem sikerült kimutatni. Mindenesetre, akár léteznek, akár 
nem, kvarkokról beszélni igen kényelmes, s ha más nem marad, valamilyen értelem-
ben vett kvázirészecskéknek tekinthetjük őket. 
Az 5í/(6)-szimmetria mindenképp azzal jár, hogy a részecskék St/(6)-multip-
letteket alkotnak. A kvarkmodell alapján a legkönnyebb mezonokat és barionokat a 
6®6* = 35®1 (1) 
és 
6®6®6 = 70®70®56®20 (2) 
ábrázolásokba próbálhatjuk rendezni. Mint (5.3)-ban láttuk, 55 egy pszeudoskalár 
oktettnek és egy vektor-nonettnek, 56 egy 1/2 spinű oktettnek és egy 3/2 spinű de-
kuplettnek biztosít helyet, s ily módon a 0" és 1~ mezonmultipletteket, mind az 
7г+> 3 H barionmultipletteket egyetlen teljes AÍ/(6)-multiplettbe foglalhatjuk össze. 
Az SU(6) szimmetria alapján olyan tömegképleteket írhatunk fel, amelyek 
különböző SU(3) multiplettek tömegei között adnak összefüggést. Pais egyszerűen 
azt tételezte fel, hogy az SÍ/(3)-sértéshez a spinfüggő szimmetriasértés additive 
járul hozzá, vagyis 
M = Af0 + MX(J*) + M2Y + M3 / 2_JLy2 4 (3) 
(mezonokra M2 = 0, és a tömeg négyzetét kell venni). A képletben szereplő együtt-
hatók csak a kiválasztott irreducibilis ábrázolástól függnek. Az SU(3) multiplettekre 
(3) a Gell—Mann—Okubo-formulával azonos, az 56-ábrázolásban lényegében 
azt mondja ki, hogy az M2 és M3 paraméterek az oktettre és a dekuplettre meg-
egyeznek, vagyis az г /2 + barionok tömegeiből kiszámítható a dekuplett-tömegek 
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különbsége: a kapott 150 MeV jól egybeesik a dekuplett kb. 145 MeV-es tömeg-
távolságával. A mezonokra (3) a 
K*2 - Q2 = K2 - N2 - 0,22 Mev2 = 0,23 Mev2 (4) 
összefüggést adja. 
Módszeresebben úgy járhatunk el, hogy az effektív tömegoperátort meghatá-
rozott tenzoroperátorok összegeként adjuk meg (Bagi Bég, Singh [7]). Feltételezve, 
hogy ezek SU(2)j szinglettként és SU( 3) szinglettként, ill. SU( 3)-oktett / = / 3 = F = 0 
tagjaként transzformálódnak, és az 1000-nél kisebb dimenziójú önadjungált SU(6) 
ábrázolásokra szorítkozva: 
m = m\ + m%& + A/}89 + m f 8 9 + M j 0 5 + m\os 
(a felső index az SU(3), az alsó az SU(6) ábrázolásra utal). 
Olyan N ábrázolásokban, melyekre N*<g>N 159-et és 405-öt csak egyszer tar-
talmazza: 
M = a + hCifi +cJ2 + dY + e | 2 5 2 - + У2 j +f(N2 - S2) + g | / 2 - -J F 2 j , (5) 
ahol N, S és C|4) az 5(/(6)Z3 S(/(4) ® St/(2) s ® U(Y) láncban fellépő operátorok 
(1. (5.3)-ban). Mivel 56*®56 159-et egyáltalán nem tartalmazza, 56-ban a formula 
erősen egyszerűsödik és visszakapjuk (3)-at. A 55-multiplettre az (5) általános képlet 
a pszeudoskalár mezonokra vonatkozó Gell—Mann—Okubo reláción kívül nem ad 
más összefüggést. A b=f= 0 feltevéssel fennáll az igen jól teljesülő (4) egyenlőség, 
ugyanakkor (5) diagonális lesz a nem-fizikai lánc operátorainak sajátállapotain 
és meghatározott со—Ф keverést kapunk : 
ф
 = ] з ф ХХ 0 ' 
2 
C0„ = — Г - Ф о + 1 / 
Innen a keverési szög 0 = 35°, 50', ami durván megegyezik a tömegekből számít-
ható 0 = 39° 40' szöggel. 
Ami a magasabb barion-mezon és mezon-mezon rezonanciákat illeti, SU(6) 
invarianciából kiindulva és az 56®55 és 55®35 szorzatok redukcióját tekintetbe 
véve (1. a Függeléket) az első esetben az 56, 70, 700 és 1134, a másodikban az 
1, 35, 189, 280® 280* és 405 ábrázolások jöhetnek szóba. (Valójában az SU(6) 
invarianciára való hivatkozás nem teljesen megbízható, hiszen a spinmegmaradás 
a D ^ B + P és V - * P + P folyamatokat is megtiltja.) Ha a kvarkmodellt vesszük 
alapul, felmerül a kérdés, hogy a magasabb spinű részecskéknél a kvark + anti-
kvark szám nő-e meg, vagy magasabb pályamomentumú gerjesztésekről van szó. 
Kvark—antikvark és 3-kvark kötött állapotok esetén csak az (1,2) multiplettek 
jöhetnek számításba; ekkor a részecskéket az 5[ /(6)®0(3)L csoport szerint rend-
szerezhetjük (L a pályamomentum). Pl. / = 1 -es gerjesztést véve a 35®3 ábrázolás 
5C/(3)®0(3)M (M a teljes impulzusmomentum) szerinti kiredukálása: 
35 ® 3 = (8,5) e 2 (8,3) © (5, / ) © (7,5) ® {1,3) © (7, /). 
Ha 35 paritása negatív, 55® 3 paritása pozitív, így magába foglalhatja a 2+ nonettet. 
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Néhány, a magasabb rezonanciák rendszerezésével foglalkozó számos dolgozat 
közül : 
A) Pozitív paritású mezonok: [38], [22], [48]; 
Negatív paritású barionok: [35], [47]. 
B) SÍ7(6)®0(3); 
[14], [46], [4]. 
9.2. A barion-barion-mezon vertex 
Mint az előző fejezet elején említettük, az Sí/(6) szimmetria csak sztatikus 
jelenségekre alkalmazható. A paritásőrző sztatikus barion-barion-mezon vertex 
zérus (a mezon-emisszió csak P-hullámban történhet), így akárcsak a nemrelati-
visztikus amplitúdó felírása is kívülesik az SU(6) használhatósági körén. A probléma 
megoldását a sztatikus szimmetriacsoport valamilyen relativisztikus általánosí-
tásával közelíthetjük meg. Itt egy PaA-tól [8] származó ad hoc eljárást követünk, 
írjuk fel a Lorentz-invariáns, paritásőrző, 5í/(3)-invariáns kvark-mezon vertexet 
(V most a (8.2, 5)-beli nonettet jelenti): 
1 . J „ 1 (qM\q) = ^qay,y5qbikpPî + g2qaypqbnp.\vî--Vl\+g3ryfl<lanfljVcc. 
Itt к a mezon impulzusa, m a tömege, n a vektormezon polarizációs vektora. 
Legyen 
m 
ql 
qг = 
a vertex részletesen kiírva 
(qM\q)=gJqi' 
aho 
\ ( ^ a l ) ).rf- 4i .qf) 
H - t f S m í ' A U A 
Д - м ц №ü){q\ßy 
№b°ß(k) = A-Pi(akyf + ^ {V"b-\ W j J SabVccn0S'ß, 
Mbß(k) = к" сЦ Pl ^ ^ (on)} \vah- ' dl F/ + g3 ' öl V^qnfß. 
m
 g1 V J 61 3 
к 
Sztatikus határesetben A— 0, и0 — 0, -->-1, tehát N0. Ha gi=go~g3, M éppen 
m 
a 35-ös mezonmátrix. Az egyenlő csatolási állandókkal felírt 
{-M N 
mátrixot tekintjük a sztatikus tenzor relativisztikus kiegészítésének. Ha a kvarkok 
visszalökődését elhanyagoljuk, a q, kis komponensek zérusok és 
(qM\q)~qb 
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Ennek megfelelően a sztatikus barionok csatolása a J5-multipletthez: 
(TM\T) = ЗУ2 gTABCTABDNS; ( 1 > 
jABc
 a z 5ó-tenzor (1. (5.3, 5)-t). A numerikus tényező úgy van megválasztva, hogy 
a (PQ\P) vertex csatolási állandója éppen g legyen. A BBP vertex (Bb 'a =у*Ваь)\ 
(BM\B) 
3 | / 2 I m X
+çky[6Tr{B+, B}P + 4Tr[B*,B]P] + 
Ьп0у
+
 y[Tr[B+, B]\\ TrB+ BTrV]J . 
(2> 
(8.3, l)-gyel összehasonlítva, látjuk, hogy a pszeudoskalár mezonoknál az F és 
D típusú csatolás aránya 
D 3 
F ~ 2 ' 
A vektoroktett csatolása tiszta F-típusú (7>Fcsak a szinglettet tartalmazza). Mint 
mondtuk, а ppg vertex állandója gA = g, а ррдцл axiálvektor-csatolás állandójára 
pedig gv = 5/3g adódik (a pszeudoskalár-csatolás állandója a Dyson-reláció értel-
2 M 
mében g = — gA, ahol M a barion, m a mezontömeg). gv és g s viszonya (M helyébe 
m 
az 56, m helyébe a 35 átlagos tömegét írva) jól egyezik a tapasztalattal. 
9.3. Elektromágneses és gyenge kölcsönhatások 
A 8.4. fejezetben megállapítottuk, hogy az elektromágneses áram SU(3) szem-
pontjából oktett-tenzoroperátor. Kézenfekvőnek látszik az a feltevés, hogy az 
5(7(6) szimmetria keretében Jeo a 35-ábrázolás (8, 1) tagjaként, Je 35 (8, 3) tagjaként 
transzformálódik, azaz 
Je0 = eax ' 
ahol 
jei — (CTi)/J (Ac)h j j s i , 
/3 +
 7f/8| = 
1 
3 
(1 ) 
Mivel az elektromos töltés Jco, a mágneses momentum Jei mátrixelemeivel arányos, 
<r|e|7> = 3eTABCTABDQcD, 
(T\p\T) = 3p(P)TABCTABDpcD, 
QSf = ЩТУь, hiß = (?)Wb. 
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Innen az ismertetett 5(7(3) összefüggéseken túl a tapasztalattal igen jól egyező 
^ = (2) 
reláció adódik. 
A (9.2, 2) BBM vertexben F-hez, ill. K-hez lényegében a barionok axiálvektor, 
ill. vektor árama csatolódik. Ily módon a barionok leptonos bomlásaiban is az 
axiálvektor-formfaktorok aránya £>/F= 3/2 (mint 8.5-ben láttuk, a kísérleti érték 
kb. 1,8), gA/gy pedig megegyezik a neutron-bomlás axiálvektor és vektor csatolási 
állandóinak arányával, X = = ~ . Az így kapott Я nem különbözik túlsá-
Jv Sv 3 
gosan a mért 1,18 értéktől. 
A nemleptonos bomlások 5(7(6)-os tárgyalását és az idevágó irodalmat illetően 
1. [58]-t. 
IV. További fejlemények a szimmetriafizikában 
Összefoglaló cikkek: [1], [56], [58]. 
10. Nemkompakt csoportok 
10.1. 57.(6, C) és U(6, 6) 
Mint megállapítottuk, az 5(7(6) szimmetria csak sztatikus jelenségekre alkal-
mazható. Ha olyan többrészecske-rendszerekre, melyekben a részecskéknek nem-
zérus relatív impulzusa van, az L® 5(7(3) invariancián túlmenő korlátozásokat 
akarunk kapni, a sztatikus szimmetriát valamilyen módon általánosítanunk kell. 
Kézenfekvőnek látszik a következő, Gürsey-iőX származó általánosítás: egy 
A-részecske-rendszer esetében tekintsük szimmetriacsoportnak az olyan transz-
formációk csoportját, melyeknél a Fa impulzusú a-ik részecske egy 5(7(2/ Px cso-
port szerint transzformálódik, s mindegyik 5 ( 7 ( 2 / p meghatározott f(<t ,px) izo-
morfizmussal adódik egy közös 5(7(2) spincsoportból. Hasonlóan általánosíthatjuk 
az 5(7(6) invarianciát. A Lorentz-invarianciával való kompatibilitás megköveteli, 
hogy az / ( a , px) izomorfizmus éppen egy olyan Lorentz-transzformáció legyen, 
amely az a-ik részecske TK-beli pl impulzusát a px impulzusba viszi át. E feltétel 
azonban azt jelentené, hogy ha egy rendszer egy A és egy В részrendszerből áll, 
akármilyen távol van is egymástól A és B, dinamikájuk nem lehet független — a tömeg-
középpontot ugyanis, és ezáltal a dinamika szimmetriacsoportját, A és В mindig 
együtt határozza meg. Ily módon ellentmondásba kerülünk a távoli rendszerek 
szeparálhatóságára vonatkozó fizikai elképzeléssel. 
A másik út [9], [64] abban áll, hogy megpróbáljuk megadni az 5(7(6) szimmetria 
csoport közvetlen „relativisztikus" analogonját. Legegyszerűbben ismét kvark-
nyelven beszélhetünk. Az 5(7(6) transzformációk a spinnel rendelkező kvarkok 
állapotainak unitér transzformációi. A relativisztikus kvarkállapotok 12-kompo-
nensű vektorok, 
qA = q™, a = 1,2,3 (5(7(3)), a = l , . . . , 4 (L) , 
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az állapotok unitér transzformációi tehát egy £7(12) csoportot alkotnak, melynek 
generátorai a definiáló ábrázoláson 
Л « = УяА,, R = \, . . . ,16, / = 0, . . . ,8, 
AR = 1, 7„, apv = j . [?„, У vi. y„s - iy„ Уъ » 7s FR = FR 
— I/ ~ 1 su(3> • 
Яо = | / 
A felcserélési összefüggések a 144 generátorra a 
[7rA;, ysAJ = ~2 {yR, ys}[A,, AJ + 2 [yR, ys]{A;, Àk) 
azonosságból adódnak, ahol 
[A;, AJ = 2(4 , A,, {A,, At} = 2dikl A,, 
fiko = 0, dM = V y dik. A továbbiakban | £r 0- í egyszerűen yR-rel is jelöljük. 
Az £7(12) transzformációk invariánsul hagyják a ß^ß91 kifejezést. A Lorentz-
invariáns szorzat azonban nem q\qA, hanem qkqA =ЯЛУАЯл- H a tehát olyan cso-
portot keresünk, melynek invariánsai (csak az indexeket transzformálva) egyben 
Lorentz-invariánsak is, e csoport elemeire 
£A+y4£7=y4, (1) 
generátoraira pedis 
у4Г = Г
+
у 4 ill. Г + = y4 Г y4. 
Az (1) feltétellel jellemzett csoport a pszeudounitér (nem kompakt) £7(6, 6) 
csoport; generátorai a definiáló ábrázoláson: 
FRi = rRyi, 
F r = 1, i'y,, y4, o i k , íffi4, y,5, /у45, /'y5, q = y4Гя74• 
Kérdés, hogy mit kezdhetünk az így kapott £7(6, 6) csoporttal? Az SU(6) mintájára 
felhasználhatjuk egyrészt a részecskék multiplettekbe-rendezésére, másrészt £7(6, 6)-
invariáns vertexek felírására. A vertexek egyben Lorentz-invariánsak lesznek, nyil-
vánvaló azonban, hogy a fizikai Lorentz-csoport valóságos kiterjesztéséről nem 
beszélhetünk: a fizikai Lorentz-transzformációk nemcsak a spinorindexeket, hanem 
a koordináta- (vagy impulzus-)változókat is érintik. Mint később látni fogjuk, 
e körülmény kizárja, hogy az £7(6, 6)-ot a szokásos értelemben vett (közelítő) szim-
metriacsoportnak tekintsük; egyelőre azonban foglalkozzunk a csoport ábrázolá-
saival. 
Minthogy az £7(6, 6) csoport nem kompakt , a végesdimenziós ábrázolások 
nem unitérek, a tenzorok invariáns szorzata nem pozitív définit. Ez a 12 alapábrá-
zolásnál is látható: az invariáns szorzat qf ytqA alakú, ahol y4 nem pozitív définit 
mátrix, 
(1(6) ) 
7 4 =
 ( - К б ) ] ' 
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A définit metrikájú alterekre való vetítés úgy történhet, hogy csak olyan tenzorokat 
tekintünk, melyek y4-nek meghatározott sajátértékű sajátállapotai. 12-n (álló kvark 
esetén) ésszerű a 
yiBqB=qA 
feltételt, 72*-on a 
уъачв = - ч а , 
s ezeknek megfelelően általában a 
A\ —A{...Ar npAi...Ar Ar rjrA,... Al — A,...Ar /ЛЧ 
У4А\ J Bj... Bs — ' В,... Bs ) •••) УА'Г 2 В,... Bs — ' Bi ... Bs > G ) 
В£ jiJJ ... B'g rr.Ai-..Ar rj,Ai...Ar 
?4В, 2 в; ... Bs — — ' В,... Bs-y •••> ?4Bs 2
 Bl...B's — — 2 вг... gs 
feltételeket kikötni. Mivel e feltételek az ábrázolásokon valódi altereket jelölnek ki, 
természetesen nem 7/(6, 6)-invariánsak. Az alterekből azok az [/(6, 6) transzfor-
mációk nem vezetnek ki, melyek y4-gyel felcserélhetőek, vagyis amelyeket az 
y O i V í K i A i , k,l = 1 ,2 ,3 ; / = 0 , 1, . . . , 8 
(3) 
| ( 1 ± У 4 ) 7 
operátorok generálnak. Az ilyen transzformációk egy 7/(6)
 + 0 7/(6) _ csoportot 
alkotnak; u(6)07/(6) 7/(6, 6) maximális kompakt alcsoportja. Arról van szó 
tehát, hogy a y4 meghatározott értékeivel jellemzett alterek 7/(6)0 7/(6) szerinti 
kiredukálással adódnak, s a (2) feltételek U(6, 6) irreducibilis ábrázolásain meg-
határozott 7/(6)0 £/(6) ábrázolásokat választanak ki. Ily módon, a (2) feltételeket 
sztatikus feltételeknek tekintve, azt kapjuk, hogy a sztatikus szimmetria 7 / (6 )0 7/(6). 
Az 7/(6)-nál szélesebb sztatikus szimmetria értelme a következőkből derül ki: 
12 és 12* 7/(6)0 7/(6) szerint kiredukálva 
72 = (6, 7)+ © ( / , 6)_, 
/2* = (ó*, 7)+ © ( / , 6*)_ , 
az indexek y4 értékére utalnak. A fentiek szerint az álló kvarkokat (6, 7)-gyel, az 
antikvarkokat pedig (7, 6*)-gal azonosítjuk; a (3)-ban + előjellel vett generátorok 
csak a kvark-, a — előjellel vett generátorok csak az antikvark-állapotokat transz-
formálják, nemrelativisztikusan a két csoport teljesen szétesik. 
A sztatikus 57/(6) 7/(6) 0 7/(6)-nak alcsoportja, generátorai a megfelelő Г + 
és Г_ generátorok összegeként adódnak. Ez egyben azt jelenti, hogy 7 / (6 )0 7/(6) 
egy (Aj , N2) ábrázolása 57/(6) szempontjából Aj0A 2 -ve l izomorf, kiredukálása 
ennek megfelelően történhet. 
A sztatikus állapotokat olyan Lorentz-transzformációkkal vihetjük át p im-
pulzusú állapotokba, melyekre 
,
 r _ j iß 1 a 2 
G,y4V - - — = ~-тРкУр> p = > 
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(„boost"); így tehát 
q\p) = {Lp)UB, (L„)Ab = X(LP)h 
és általában 
TBI.BKP) = (Lp)A\ ••• (Lp)AI TB\'...B's (Lp )B\ •••(Lp )BJ. 
H a t / € C / ( 6 ) ® C / ( 6 ) , Up = L p U L y t [ U { ( > ) ® U ( 6 j \ p 
CS 
uppuy=ß. 
A p impulzusú U(6, 6) ábrázolást [£/(6)® t/(6)]p szerint kiredukálva lesz egy olyan 
altér, mely g ^ O - r a teljesíti a (2) feltételeket. Ezen altér elemeire 
{ip + m ) % , T Í \ : . = 0 , ( i v - m ) B B l Til i l . Bs = 0 ; (4) 
a (4) feltételek az ún. Bargmann—Wigner-egyenletek. 
Egy irreducibilis U(6,6) ábrázolás tehát egy £/(6)® £/(6) multiplettet ír le, 
melyet a Bargmann—Wigner-egyenletek választanak ki. Az állapotok fizikai azo-
nosítása az t/(6, 6)=)S£/(3)® U(2, 2)z>S£/(3)®£ redukción keresztül történhet. 
Az alábbiakban röviden áttekintjük a q, qq és {qqq} típusú ábrázolásokat. 
1. 12 
£ / ( 6 ) ® £ / ( 6 ) : / 2 = (6, / ) © ( / , 6) 
AB—fk-egyenletek a (6, 1) ábrázolást választják ki. Ez SU{6) szempontjából: 
6®1=6 
S£/(3)®£/(2 ,2) : /2 = (3,4); фл = ф", (ip + m) ф" = 0. 
2. 12® 12* = 143® 1 
£/(6)® £/(6): 143 = (6, 6*)®(6*, 6)®(35, /)©(/, 35)®(1,1). 
А В—fk-egyenletek a (6, 6*) ábrázolást választják ki. Ez SU(6) szempontjából: 
6 ® <5* = 3 5 © / . A 35-multiplett és az X° mezon tehát egyetlen £/(6)® £/(6) multip-
lettbe foglalható össze. 
S£/(3)® £/(2, 2): 143 = (8, 15)®(8, /)©(/, 15); 
a (3,15) és ( / , 15) oktetteket (8®1, 15) nonettbe foglalva 
= Ф
а
а
 = Ф°ь:1 = о. 
Az S£/(3)®L szerinti kiredukálás úgy történhet, hogy a 15 spurtalan yR 
szerint kifejtjük: 
1 
Ф + у 5 <t>5 + у„ ф
р
 + у ф
ъ)1 + у <t„v Ф, rBV 
Felhasználva а В—ff-egyenleteket, kapjuk, hogy 
Ф = 0, р„Ф
р
 = 0, РР Ф
Ц5 = ТФ5, РУФЦ, = ТФР, 
Ф„5 = - Ф® ' Ф'"' = ~ Ф> - Pv Ф„), 
vagyis a multiplett S£/(3)®L tartalma egy pszeudoskalár (Ф5) és egy vektor (Ф„) 
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nonett, melyekre a szokásos (р 2 + т2)Ф = 0 és р
ц
Ф
р
=0 egyenletek érvényesek. 
Ф
в
 ezekkel kifejezve: 
Ф
А
в = l Km - ip) (у
в
 Ф
в
 + у, ФМ • 
3. 12®12®12 = 220 ®364®2.572 
220 © 364 e 2.572 
Œ E EP 
A В—JK-egy en letek az (56, / ) ábrázolást választják ki. 
5£7(3)<g> £7(2, 2):364 = (10, 20)® (8, 20')®(1, 4*); 
pABC _ Qabc.xßy ' ^íjbr ßc.lxßl /
 X £>>cr ßa,lßy]t gear ßb.lya]ß^ glbcglaßy] 
Az 5£7(3) ®L szerinti kiredukálást úgy végezhetjük el, hogy 5 - t és ß-t a 
alakban állítjuk eló (C"ß a töltéskonjugáció mátrixa, C, y5C, ySpC antiszimmetrikus, 
у
Д
С, CTpvC szimmetrikus). Figyelembe véve D és В szimmetriatulajdonságait vala-
mint a ß—fF-cgyen leteket : 
(i'р + т)ф
р
 = 0, = 0, = 0, 
* = 0, (ip + m)\l/ = 0, х
д
 = - - Р Л -
JABC tehát egy 1/2 spinű oktettet és egy 3/2 spinű dekuplettet tartalmaz: 
T A B C = — [ ( т - / / 5 ) у
а
С ] : ' Л ? с ' у + 
+ ^ + су, аа) + (су, аа, 6/5)}. 
Az ábrázolások szerkezetének kiderítése után elemezni tudjuk az £7(6,6) 
-invariáns vertexeket. A 364* ® 364® 143 hárompont-függvény egyértelmű, így 
a barionokat 364-Ъе, a mezonokat 143-ba téve a barion-barion-mezon vertex egyet-
len csatolási állandóval jellemezhető. A csatolás visszaadja a 9.2-beli eredményeket; 
a részleteket 1. [56]-ban (508. o.). Az elektromágneses formfaktorokra, feltételezve, 
5 Fizikai Folyóirat XVII /4 
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hogy a kölcsönhatás g és Ф közbenső állapotokon keresztül történik, az alábbi 
összefüggéseket kapjuk (p, n a megfelelő nukleonra, az E és M index formfaktor 
elektromos ell. mágneses jellegére utal): 
g\ = 0 , g>m = g"m:gi=™- = - j 
2 M 
m 
•л; 
itt M a barionok, m a mezonok átlagos tömege. Látjuk, hogy a nevezetes — = — 3 
2 M dp 3 
reláción kívül u„ abszolút értéke is meg van szabva:
 P = 
p m 
További eredmények és megfelelő hivatkozások ugyancsak [56]-ban találhatók. 
Itt most csak az U(6, 6)-„szimmetria" interpretációjával szeretnénk röviden fog-
lalkozni. Kérdés, hogy nem sztatikus esetben mit jelentenek az olyan transzformá-
ciók, melyek csak a spinorindexeket érintik? Akárhogy forgatjuk is a dolgot, lénye-
gében mindenképpen arról van szó, hogy receptet adunk meg vagy egy Lagrange-
függvény vagy az S-mátrix elemek felírására. Szimmetriáról azonban még ebben 
a korlátozott értelemben sem beszélhetünk, a szimmetria kétféleképpen is sérül: 
egyrészt a Bargmann—Wigner egyenletek révén, másrészt azáltal, hogy a kinetikus 
energia semmiképpen sem í/(6, 6)-szimmetrikus. Ha Lagrange-függvényből indu-
lunk ki, az U(6, 6)-recept nem okoz semmiféle bajt, hiszen csak arról van szó, hogy 
egy specifikált St/(3)®>/.-invariáns kölcsönhatást tételezünk fel. Más a helyzet, 
ha a receptet az S-mátrix elemekre alkalmazzuk. Itt az U(6, 6) invariáns kifejezések 
megkövetelése az unitaritással való ellentmondásra vezet. Az ok világos: a közbenső 
állapotokban az 1/(6, 6)-sértő kinetikus energia érezteti hatását, az 
-1</|Г-Г+|0 = Z{f\T\n)5{Pe-Pd(n\T+\i) 
unitaritási egyenlet jobb oldalán olyan szimmetriasértő kifejezések lépnek fel, 
amelyek a bal oldalon nem szerepelnek. Ezek úgy adódnak, hogy a (formálisan) 
U(6,6) invariáns kifejezéseket nemcsak a spinorokból, hanem a 
es 
Pi = W b (5) 
Ы в Ы Е = ы ( у я ) ж (6) 
típusú spurionok felhasználásával építjük fel. Felmerült az az elgondolás, hogy 
vegyük csak az (5)-típusú spurionokat ; ekkor még kapunk megszorítást az S 1/(3) ® L 
invariáns amplitúdóra, s lehetséges, hogy az unitaritás megkövetelése egyszerűen 
további összefüggéseket ad a redukált mátrixelemek között. A kvark-kvark szórás 
példáján megmutatták, hogy csakugyan ez a helyzet, de a kapott amplitúdó nem 
egyeztethető össze a crossing-szimmetria követelményével. Lehetséges, hogy rea-
lisztikusabb esetekben mind az unitaritás, mind a crossing kielégíthető csupán az 
impulzusspurionokkal. 
Az S-mátrix-elemek sértett //(6,6) szimmetriája elegánsan megfogalmazható 
az ún. inhomogén U(6, 6) alapján. Tekintsünk egy 143-dimenziós teret, amelyen 
meg van adva U(6, 6) adjungált ábrázolása. A Poincaré-csoport mintájára 1/(6, 6)-ot 
a 143-dimenziós térben értelmezett eltolásokkal kiterjeszthetjük, a kapott U(6, 6)X 
X TU3 csoportnak a Poincaré-csoport alcsoportja. Ily módon egy Lorentz-invariáns 
CSOPORTELMÉLETI MÓDSZEREK AZ ELEMIRÉSZ-FIZIKÁBAN 3 2 9 
4 
elmélettel teljesen analóg, konzisztens (7(6, 6)X 7j43-invariáns elméletet építhetünk 
fel, invariáns téregyenletekkel és unitér S-mátrixszal. Az elmélet szépséghibája 
természetesen az, hogy a szokásos négy fizikai impulzuskomponens helyett 143 
impulzuskomponenssel kell számolnunk. Mivel a nemfizikai impulzusokkal nem 
tudunk mit kezdeni, a következőképpen járhatunk el: a nemfizikai Hilbert-téren 
definiált I szórásmátrix elemeiben a 143-as impulzusok nemfizikai komponenseit 
0-nak vesszük. Ily módon impulzus-spurionokkal sértett mátrixelemeket kapunk, 
s ismét felmerül az unitaritással és a crossing-szimmetriával való összeegyeztethető-
ség problémája. 
Abban az esetben, ha az S-mátrix-elemben csak egyetlen független impulzus 
van (pl. sztatikus helyzetben), minden yp spurionban ugyanaz a p szerepel, tehát 
a mátrixelem invariáns az [(7(6) <g> (7(6)]p (sztatikus helyzetben az (7(6)® (7(6)) 
csoporttal szemben. Két független impulzus esetén térbeli iránynak a z-tengely vá-
lasztható (kollineáris folyamatok), s ekkor a fennmaradó szimmetriacsoport 
a
 РзУз+Р*Ух (Рз, Px tetszőleges) kifejezéssel felcserélhető (7(6,6) transzformációk 
csoportja. A megfelelő generátorok 
A;, у4отЯг, 74(т2А;, ст3А;, ; '=0, 1, . . . , 8, <7,-= £(лОл, (7) 
s az általuk generált csoport az ún. (7(6)w (A0 elhagyásával: SÍ7(6)w). Ha a füg-
getlen impulzusok száma 3 (koplanáris folyamatok), a spurionokp x У\+Р2У2+РхУх 
alakúak, s a „maradék"-szimmetria (7(3)+® Í7(3)_, az 
(1 ± У 4 ° з ) А г , / = 0 , 1 , . . . , 8 ( 8 ) 
generátorokkal. Végül, ha a független impulzusok száma ë 4 , a yp spurionokkal 
sértett (7(6, 6)-szimmetrikus mátrixelemek valójában csak SÍ7(3)®F-szimmetrikusak. 
(Nyilván, végső soron a Bargmann—Wigner-egyenletek is yp-típusú sértést jelen-
tenek.) Mivel a legutolsó esetben a (6)-típusú spurionok nem adnak újat, azt mond-
hatjuk, hogy a sértett (7(6,6) következményei mindig ekvivalensek a felsorolt 
alcsoportlánc valamelyikének mint szimmetriacsoportnak korlátozásaival. 
Az SL(6, C) elméletek ([27], [59]) célkitűzései és problémái teljesen hasonlóak. 
Az SL(6, C) csoport (7(6, 6)-nak alcsoportja, generátorai (7(6, 6) definiáló ábrázo-
lásán : 
öt/A,-, m ^ A j , /' = 0 , 1 , . . . , 8 
А ; , / ' у 5 А , - , /' = 1 , . . . , 8 . 
Az (7(6, 6) X Fuз-nak megfelelő inhomogén csoport SL(6, С) X T72 • A degenerált 
(tehát a Minkowski-tér valódi altereibe eső) impulzusoknak megfelelő alcsoport-
szimmetriák a következők: a sztatikus szimmetria SÍ7(6) (SI(6, C) tehát az SÍ7(6) 
minimális „relativisztikus" kiterjesztése), a kollineáris alcsoport S[Í7(3)® (7(3)], 
a koplanáris csoport S(7(3). Minthogy az SL(6, C) (7(6, 6)-nak alcsoportja, vár-
ható, hogy az S-mátrix-elemekre az utóbbinál kevesebb megszorítást ad. 
5» 
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10.2. Az SU(6)W (kollineáris) csoport 
A kollineáris csoport generátorai, mint láttuk: 
A„ i = l , . . . , 8, (1) 
74^iA,-, УьвгК, A;, / = 0 , 1 , . . . , 8 . 
A sztatikus S£7(6)-hoz hasonlóan S£7(6)w=> S£7(3)® S£7(2)w, ahol SU(2)W a W-spin-
csoport, 
^ 1 = 7 4 ^ 1 , w 2 = y 4 o - 2 , w 3 = <7 3 . ( 2 ) 
Igen lényeges, hogy a generátorok csak £7(6, 6) definiáló ábrázolásán adhatók meg 
az (1,2) alakban. Valójában у4,<7к,А, külön-külön is generátorok, egy tetszőleges 
N ábrázoláson valamilyen y4(Â), <r,(Á), A,(A) mátrixszal ábrázolódnak, 
y 4 (12)=y 4 , (7,(12) = <7;, A,(12) = A;. 
A /2*-ábrázoláson 
74(12*) = — y4(12)T = — y4 , 74 
-M-
<7,(12*) = - <7;(12)7 = - oj, A,(12*) = - A,(12)7 = - kJ, 
щ(\2*) = -Wl(l2)T = - y 4 < 7 [ = —74(12*) <7x(12*) 
щ ( 12*) = -y 4 (12*)<7 3 (12*) 
w3(12*) = o-3(12*). 
Mivel (nyugvó) kvarkokra y4(12) = y 4 = l , antikvarkokra y4(12*) = — y 4 = l , 
H ' i ( ? ) = ff1, a - 2 ( < / ) = <72, H' ; i(<7) = <7 3 , ( 3 ) 
М ч ) = -<7,(12*), wfiq) = — <72(12*), w3(q) = <73(12*) 
A kvarkokra tehát a fK-spin megegyezik a közönséges spinnel, az antikvarkokra 
már nem. 
A z irányú Lorentz transzformációk generátora <т34=^г[у3, y4], SU(6)W gene-
rátorait éppen az jellemzi, hogy felcserélhetők y3-mal és y4-gyel, vagyis SU(6)W 
elemei és a z irányú Lorentz-transzformációk felcserélhetők, a sztatikus és a z irányba 
mozgó részecskék állapotainak W-spin osztályozása megegyezik. Ily módon — ahogy 
az előző fejezetben is tárgyaltuk — az •S ,£7(6)w-in v aria n c 'a nem-sztatikus esetben is 
összeegyeztethető a Lorentz-invarianciával, ha az impulzusok kollineárisak, s fel-
használható kéttestbomlások, hárompont-függvények előre- és hátraszórási folya-
matok vizsgálatánál, valamint olyan gyenge folyamatoknál, amelyekben a hadronok 
impulzusa egyirányú. 
Az a tény, hogy a részecskeállapotok S ^ ó ^ - o s z t á l y o z á s a nem függ a (z irányú) 
mozgásállapottól, lehetővé teszi, hogy a részecskéket SU(6)W szerint is sztatikus 
multiplettekbe rendezzük. SU(6)W is, a sztatikus S£7(6) is, alcsoportja a sztatikus 
£7(6)® £7(6)-nak, s az £7(6)® £7(6) multiplettek mindkét csoport szerint kiredukál-
hatók. Amint arról már beszéltünk az (A l t V2) £7(6)® £7(6) ábrázolás SU(6)-
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tartalma egyszerűen nx®n2 kiredukálásával adódik, és a t a l - a r tenzor 57/(6)-nak 
tbl...bs típusú tenzora. Az 57/(6)w csoportnál nem ilyen egyszerű a helyzet, 
hiszen generátorai nem a kvark és antikvark generátorok összegei. Vezessük be 
azonban az (7, 6*) ábrázolás qA bázisvektorai helyett a 
nÁ _ nax _ -x naß 
9w — 9w — "3ß 9 
vektorokat. Ezekie 
wi(q )q l* = = ° * w < q a y = - ° l ß < q a y = 
w2(q)qa: = = o3(\2*yaq°f, 
vagyis a IE-spin hatása rájuk ugyanaz, mint a közönséges spin hatása a qA vek-
torokra. Ily módon, ha a TW<AB\\\\вг. tenzor alsó komponensei úgy transzformálódnak, 
mint a 
t— t„ÁqA 
egyenlettel definiált Tw A antikvark-komponensek, SU(6)W szempontjából T^bI'.'.'.bÜ ~ 
~ Т
А 1
-
А г ® Т „
з В 1 < В г , és kiredukálása ennek megfelelően történhet. Innen látszik, 
hogy egy U (fi)® U (6) ábrázolás SU fi)- és 57/(6)w-multiplett szerekezete megegyezik, 
de egyik egy irreducibilis multiplettje a másik különböző irreducibilis multiplettjeiből 
tevődik össze. A kétféle állapotrendszer közötti összefüggést a 
1
 ~,H,ßi-,bsßs — WstÍ! ••• (°3)ßs1b1ß{ bsß's W 
egyenlet adja meg. (Itt és a továbbiakban már A, B= 1, . . . , 6, a, ß= 1, 2 index-
értékekre szorítkozhatunk.) 
A (4) összefüggésből következik, hogy a tisztán kvarkokból felépülő ábrázolá-
sok 57/(6) és 5T/(6)W állapotai megegyeznek. Ez a helyzet pl. az (56, 7)-ben: a bar-
ionoktett, ill. dekuplett egyidejűleg közönséges spin, ill. fE-spin dublett, ill. kvartett . 
Eltérés csak akkor lép fel, ha az ábrázolásban antikvarkok is szerepelnek. Példa-
ként tekintsük a (6, 6*) 7/(6) ® Ufi) ábrázolást : 
(6,6*) = 35® 1 = 35w®lw, 
TB = MB + öi X, Mbß = Vtf + ö'ßPab + ö°bU"ß, 
TU = MU+ôAxw, MUß = Уии+ЪПь+^ии 
V, P és U rendre a vektoroktett, pszeudoskalár oktett és vektorszinglett. (4) szerint 
Max — fax »»TCJ — „У fax /sasa_<? feto 
wbß — 1 wbß ^Г Vb°ß1 wey — "3ßJ by ^0f>°ß°3iü2 св > 
VXß = M"wbß - 1 äaß M°Jby - - 3 КMcfiß = alßV°b?y- l2 MßG<SeVl-l + <f3ßP°b, 
PU = j М-ьу = j alßVVi = \(Vb\\-V°b-X) = Viil, 
v l ß = I M Z ß = <*lß ö-ß o f t ui + olßx, 
*w = \TU = ~ oiJTß = L = j alU°ß = U\. 
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így tehát 
(Kv2 > k l , Kvl) = ( v\, p, Ff) , 
( C 4 2 , u f , u 2 y ) = ( - u l , x , u t ) 
xw=u\. 
( F f , Ff, Ff a vektor +1 ,0 , —1 helicitású komponensei.) Látjuk, hogy a vektor-
oktett 0 fF-spinü komponense a közönséges pszeudoskalár oktett, a vektorszinglett 
0 fF-spinű komponense az SC/(6)-szinglett. Bonyolultabb ábrázolásokban még 
komplikáltabb összefüggések adódnak. 
Hogy a fF-spin-megmaradás nem-sztatikus körülmények között is megállja 
a helyét, szépen látszik az inkriminált F — pp bomlás esetében. Az Aí/(6)lv-invariancia 
szerint 
kv
 0 + pw, pw -*• Kf,0"bÉv,0' 
vagy 5í/(6)-állapotokra átírva 
Vg^Pg+Vg, Vg^P+P. 
(Az első folyamat az impulzusmomentum- és paritásmegmaradás miatt nem mehet 
végbe.) Megengedi a Ш-spin-megmaradás az Л r *-+N+n bomlást is, hiszen a pion 
fF-spinje 1. 
Foglalkozzunk még röviden a paritás és a töltéskonjugáció operátorával az 
U(6)®U(6) csoport keretében. y0(N) nem lehet a paritásoperátor, hiszen a csoport 
generátora lévén, a direkt szorzatokon értékei egyszerűen összeadódnak és meg-
adják a kvarkok és antikvarkok együttes számát. Ugyancsak additív kvantumszámot 
szolgáltat a Q kvarkszám, amely (6, /)-en egyszerűen 1, (1, 6*)-on — 1. A megfelelő 
paritásoperátort a következőképpen definiálhatjuk: 
/э
 = е ; /2я( ) 0-е> 
(6,6*)-ra y0 = 2 , 0 = 0 , p = - 1 , (56, /)-re y0 = 3, 0 = 3, p = + 1 . 
A töltéskonjugáció a részecskét antirészecskébe viszi át és a spin irányát vál-
tozatlanul hagyja. Ennek megfelelően kvarkokra 
(Cqyi> = ^qxß, (Cq)xß = elßq7ß, 
álltaidban pedig 
,r,T\a.xl,...,arXr _ x.x'i ^ x ' =pblßi,...,bsß's 
V )b,ßi, ...,bsßs ••• 6 bßt ß^,,,bßsß's 1 a,aí,...,arx'r 
Mezonábrázolásokra T = 77 
(СРУ ~ (CTyi = C'cyrThaf = n>-pf 
( с п : } = = (fiö*ß.-ö°ß.ö*ß)vbf: = 
vagyis я0 C-paritása +1 , C-paritása —1. 
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Az 5t/(6)w-szimmetria felhasználásával számos folyamatra lehet összefüggé-
seket kapni. Itt csak az ún. Johnson—Treiman relációkat említjük meg: 
(K-p) + 2(n+p) =XK+p) + 2(n-p) 
(K-p) + 2(K°p) = (K+p) + 2(K~°p). 
A zárójelben álló kifejezések teljes hatáskeresztmetszeteket jelentenek ; az össze-
függések széles energiatartományban kb. 1%-os pontossággal teljesülnek. 
Az alcsoportlánc-szimmetriák és alkalmazásaik igen részletes tárgyalása [58]-ban 
található meg. 
10.3. Végtelen multiplettek 
Módszeresen eljárva az 5í/(6)-szimmetria relativisztikus általánosításának 
problémáját a következőképpen fogalmazhatjuk meg: keresünk egy olyan G cso-
portot , melyre 
1. P-<G (P a Poincaré-csoport), 
2. 517(6) < G , SU(6) belső szimmetriacsoport, 
3. SU(6) spincsoportja nyugvó részecskékre egybeesik a homogén Lorentz-
csoport 50(3) alcsoportjával (forgáscsoport). 
A probléma megoldása messze nem egyértelmű. Jelöljük G Lie-algebráját 
©-vei; ha © radikálja SJÍ, Levi tétele alapján (1.4, 1 tétel) 
© = g + 
ahol g félegyszerű. Ennek megfelelően G = F X N (féldirekt szorzat). Mint 1, 4-ben 
említettük, G egy félegyszerű alcsoportja (esetünkben L) mindig belefoglalható 
egy F Levi-faktorba. Mivel 9t és X4 invariáns £-lel szemben (£, ill. ï 4 L, ill. T4  
Lie-algebrája), és £ irreducibilis ábrázolását adja , ha 9 t f f X 4 x 0 , csak az 9Î П T 4 
eset állhat fenn. Az s J l P l ï 4 = 0 lehetőségtől eltekintve tehát vagy 
a) F c F , Y = £ 4 
vagy 
b) F c F , N z x T i . 
Az a) esetben abból, hogy T 4 5 4-dimenziós ábrázolását adja, következik, hogy 
0г=0То©0Гг. F = F 0 ® F r , 
ahol /о komplex kiterjesztése A1®A1 vagy A3 vagy B2, és [Fr, £ 4 ] = 0 . Az L fizikai 
Lorentz-csoportnak mindkét tényezőben lehet komponense (F0-ban F 0 , Fr-ben F r ) , 
ezek izomorfak L-lel. A lehetőségeket szűkíthetjük azáltal, hogy feltesszük: L0 = F 0 ; 
(ekkor F0 komplex kiterjesztése Ax®Aj). Ha F r = 0 , L0 = L, F = L®Fr, 
G = ( F ® F r ) X F 4 = P®Fr, vagyis azzal a triviális esettel állunk szemben, amikor 
a szimmetriacsoport P és egy belső szimmetriacsoport direkt szorzata. Az 1—3 köve-
telmények kielégítése csak úgy lehetséges, ha F r X 0 . Ekkor 5 í / ( 6 ) < F r , L r < F r , 
vagyis olyan csoportot kell keresnünk, melynek van F-lel és SU(6)-tal izomorf 
alcsoportja. Az egyszerűség kedvéért feltételezve, hogy F, egyszerű, a legkisebb 
ilyen csoport 5L(6, C). Egy másik lehetőség az Fr = U(6,6) választás; ennek, mint 
3 3 4 N A G Y T . 
10.2-ben láttuk, maximális kompakt alcsoportja t /(6)®t/(6). A mondottak alapján 
tehát 
G = (L0 ® Fr) X T4 = P0®Fr = (LxFr)xT4 = PXFr, 
ahol P0 = L0XT4. 
A b) esetben tegyük fel, hogy 91 Abel-féle (nem kommutatív 9í-re alapozott 
modellt eddig nem vizsgáltak), és irreducibilis jy-fel szemben; L<F, SU(6)<F, 
F-re a legyegyszerűbb feltevés ismét az F= SL(6, C) vagy F= U(6, 6) választás. 
Ekkor 9t a Т
зв
, ill. a Txi3 transzlációs csoport lehet és az inhomogén SL(6, C), ill. 
U(6, 6) esetére jutunk. (A T72 transzlációs csoport akkor lép fel, ha SL(6, C)-hez 
a paritást is hozzávesszük.) 
Az a) típusú SL(6, C)-modellt először Fronsdal javasolta [24]. A szimmetria-
csoport : 
G = PXSL(6, C) = P0®SL(6, С). (1) 
A fizikai Lorentz-csoport algebrája két vele izomorf algebra összege, fi = fi0 ©fi r , 
L0< P, F r < SL(6, C). A megfelelő generátorok L„v, L0„v és SßV, Lpv = L0/lv + S„v. 
G (l)-beli második felbontása alapján az irreducibilis ábrázolások elvileg egyszerűen 
megadhatók: a fizikai Lorentz-csoporttal izomorf P0 és S'L(6, C) irreducibilis 
ábrázolásainak direkt szorzatai, P0 irreducibilis ábrázolásai (6.1 fejezet) az m tömeg-
gel és az x0 spinnel jellemezhetők, az ábrázolás bázisvektorai az 
l ^ o ; С*о)зp) 
vektorok. SL(6, C) unitér irreducibilis ábrázolásai szintén végtelendimenziósak; 
a Dt ábrázolás az SU(6) maximális kompakt alcsoport véges Dv irreducibilis ábrá-
zolásainak összege. А т SL(6, С) ábrázolás v SL/ój-multiplettjének со komponense 
Itvcu). G egy irreducibilis ábrázolásának bázisvektorai tehát 
\ms0; (s0)3p)<® |tvcü) 
alakúak. Mivel a fizikai Lorentz-csoport generátorai L0 és L generátorainak összegei, 
a fizikai spint a F0-spin és az SL(6, C)-beli spin vektorösszege adja. Ha s0EO, 
a nyugvó részecske spinje is két részből tevődik össze, vagyis a pályamomentum-
gerjesztés hipotézisével analóg elméletet kapunk (9.1 fejezet). Az SU(6) elméletnek 
a 3. követelménnyel egybehangzó általánosítására akkor jutunk, ha az xo = 0 fel-
tevéssel élünk. Ekkor a bázisvektorokat egyszerűen a 
|p)<8> |tvco) 
kifejezésekkel jelölhetjük. Nyugvó részecskére \p, p = 0)=\m), s a v .SL/ój-mul-
tiplett ш tagjának fizikai állapota: 
|vco0) = \m)®\xvco). 
Mint látjuk, G egy irreducibilis ábrázolása végtelen sok S'í/(6)-multiplettet tartal-
maz; ezek tömege egzakt szimmetria esetén megegyezik. 
A p impulzusú részecskeállapot |vcu0)-ból egy Lp Lorentz-transzformációval 
adódik: 
\vcop) = Lp |vco0) 
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Az (1) felbontás alapján 
l p = l«p® ep* 
L0p£L0, IpíSL(b,C), 
vagyis 
\vcop) = L0p\m) ® X p\xvco) = Ip|tvcü). 
Egy £/£ 5(7(6) < SL(6, C) transzformáció csak ugyanazon т, v multiplett külön-
böző со elemeit keveri. SL(6, С) egyéb elemeire (így 5-ra) ez nem áll: egy általános 
SL(6, С) transzformáció \xvco)-t különböző v multiplettek lineáris kombinációjába 
viszi át. Ily módon a \vcap) állapotok már különböző sztatikus 5í7(6)-multiplettek 
keverékei. 
A G szimmetria kihasználása mostmár úgy lehetséges, hogy valamilyen módon 
kiválasztjuk az SL(6, C) csoport fizikailag érdekes ábrázolásait (a választás eléggé 
önkényes), és az invariáns vertexek szerkezetét vizsgáljuk. Az SL(6, C)-ábrázolások 
problematikájának vizsgálatába itt nem bocsátkozhatunk (1. pl . : [28], [60], [25]); 
a Fronsdal [26] által választott barion-, ill. mezonábrázolások legalacsonyabb 
5(7(6)-komponensei 
56++700-+4536+ + .. . , 
ill. 
1 + + 3 5 - + 3 5 + + 1 8 9 - + 1 8 9 + + 4 0 5 " + 4 0 5 + + ... 
(a felső indexek a paritásra utalnak). Ezen ábrázolásokkal a BöM-vertex egyértelmű, 
a 555-csatolásra 
D/F=9/5 
s a 557-csatolás sem tiszta F, 
(D/F)v = 3/25. 
A PXSL(6, C) elméletben az unitaritás követelménye nem vezet ellentmon-
dásokra, de problémák merülnek fel a keresztezési szimmetriával. 
Itt említjük meg a nemkompakt csoportok egy másik fizikai alkalmazását, 
melynek lényegét legegyszerűbben a hidrogénatom példáján érthetjük meg. A nem-
relativisztikus hidrogénatom H Hamilton-operátora invariáns az 50(3) forgás-
csoporttal szemben; az azonos energiájú kötött állapotok azonban az 50(3)-mul-
tipletteknél bővebb multipletteket alkotnak, ami azzal függ össze, hogy H egy, 
az 50(3)-nál bővebb 50(4)-csoporttal szemben is invariáns. A degenerált álla-
potokon 50(4) irreducibilis ábrázolásai valósulnak meg. Megmutatták [5], hogy 
az 50(4) csoport beilleszthető úgy egy nemkompakt 50(4, 1) csoportba, hogy 
50(4, 1) egy végtelendimenziós ábrázolása a kompakt 50(4) csoport szerint ki-
redukálva éppen a hidrogénatom degenerált energia-sajátállapotainak megfelelő 
50(4)-ábrázolásokból áll. H-t az 50(4) generátorok megfelelő skalár függvényeként 
előállítva a szóban forgó 50(4, 1) ábrázoláson megkapjuk a hidrogénatom energia-
sajátértékeit. Ilyen, ún. spektrumgeneráló csoport létezését más, egyszerű kvantum-
mechanikai rendszereknél is megmutatták. A spektrumgeneráló csoport tehát nem 
szimmetriacsoport, de ismerete bizonyos tekintetben a dinamika ismeretével ekvi-
valens. 
E példa alapján felmerült az a gondolat, hogy az elemi részek dinamikájának 
is megfelel egy spektrum-generáló csoport, mely az 50(4, 1 ) з 50 (4 ) reláció min-
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tájára magába foglalja az SU(3), ill. SU(6) (közelítő) szimmetriacsoportokat. 
A nemkompakt csoport (és persze, a megfelelő ábrázolás) ismeretében meg lehetne 
mondani, hogy az elemi részek pontosan milyen 5£7(3)(SU(6)- vagy £7(6) ® £7(6)) 
multipletteket alkotnak, és a dinamikára is lehetne bizonyos mértékig következtetni. 
Dothan, Gell—Mann és Ne'eman [21] ilyen spektrumgeneráló csoportként az 
U(6, 6)-ot javasolta; egy egyszerűen felépíthető ábrázolásban a legalacsonyabb 
barion-, ill. mezon £7(6) ® £7(6) multiplettek: 
(56, i y +(126,6*)~ +(252,21)* + ... 
ill. 
(/, /)+ + (6 ,6)~+(21 , 21*У + (56,56*)- + ... 
Itt is, és általában is, a végtelen multiplettek feltételezésének egyik legnagyobb 
nehézsége, hogy mindeddig nem figyeltek meg olyan részecskéket, melyek egyér-
telműen magasabb SU(3) ábrázolások bevezetését tennék szükségessé; másrészt 
— hacsak a legalacsonyabb £7(6) ® £7(6) multiplettekre szorítkozunk is — minden-
képpen számos meg nem figyelt rezonancia létezésére kell következtetnünk. 
11. Kvarkmodellek 
11.1. A nemrelativisztikus kvarkmodell 
A különböző csoportok ábrázolásait legegyszerűbben a definiáló ábrázolásbó 
kiindulva építhetjük fel, ezért olyan kényelmes „kvarknyelven" beszélni, akár létez-
nek a kvarkok, mint megfigyelhető részecskék, akár nem. Ugyanakkor, az elemi 
részeket a szimmetriacsoport alapján rendszerezve, számos esetben azt tapasztaljuk, 
hogy a kvarkok létezése a jelenségeknek fizikailag egyszerű magyarázatát adná, 
s bizonyos ad hoc hipotézisek kvarknyelven elmondva kézenfekvő fizikai felte-
véseknek látszanak. 
Az SU(6) multiplettek létezését úgy tudnánk legkönnyebben megindokolni, 
ha az elemi részeket az atommagokkal állíthatnánk analógiába, vagyis a részecskék 
kvarkok nemrelativisztikus kötött állapotai lennének. A modell nehézségei — attól 
eltekintve, hogy kvarkokat eddig még nem figyeltek meg — a következők : 
1. Problematikusnak látszik, hogy a nagy tömegdefektust figyelembe véve 
mennyiben lehet nemrelativisztikus kötésről beszélni. E nehézség nem elvi jellegű; 
ha feltesszük, hogy az erők hatótávolsága nagy a reciprok kvarktömeghez képest, 
és a potenciál megfelelő (pl. négyszögalakú völgy vagy ahhoz hasonló), nagy tömeg-
defektus mellett is elképzelhető nemrelativisztikus mozgás. Ha pl. a kölcsönhatást 
vektormezonok közvetítik, a hatótávolság a a kvarkok átlagos 
relatív impulzusa 
így 
y
 = _p = spy 
с M M ' 
ami M s 10 GeV esetén jóval kisebb, mint 1. 
2. Problematikus a kvark-kötés természete, nemcsak olyan értelemben, hogy 
lényegében semmit sem tudunk róla, hanem az elvi lehetőségek szempontjából is. 
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Meg kell tudnunk magyarázni egyrészt, hogy miért nincsenek alacsony tömegű 
2-kvark, 4-kvark stb. állapotok, amikor alacsony tömegű 3-kvark-állapotok léteznek. 
Másrészt, mint láttuk, az 56-multiplett állapota az unitér és közönséges spinválzozók-
ban teljesen szimmetrikus, így — mivel a kvarkokat természetesen fermionoknak 
gondoljuk — az állapotfüggvény térbeli részének teljesen antiszimmetrikusnak 
kell lennie L = 0-val. Az 56-multiplett a tapasztalat szerint a 3-kvark-rendszer 
alapállapota, így azzal a furcsa jelenséggel állnánk szemben, hogy a legalacsonyabb 
energiájú állapot nem a szimmetrikus 5-állapot. Megfelelő típusú erők esetén el-
képzelhető antiszimmetrikus alapállapot, a fő probléma az, hogy erre L — 0-nak 
kell lennie. Felvetődött az az elképzelés, hogy a kvarkokra nem a közönséges sta-
tisztikát, hanem ún. parastatisztikát, kell alkalmazni. Másik lehetőség, hogy nem 
egy, hanem három típusú kvarktriplett létezik. 
A nehézségeket figyelmen kívül hagyva a kvarkmodellel egy sor jelenséget igen 
egyszerűen lehet magyarázni. A részecskék unitér- és közönséges spinfüggvényeit 
az 5(7(6) szimmetriának megfelelően írjuk fel — de ez egyáltalán nem jelenti az 
SU(3) vagy 5t/(6)-szimmetria feltételezését. 
Nézzük meg röviden, hogyan lehet összefüggéseket kapni a kvarkmodellben 
a tömegek, ill. a mágneses momentumok között. A tömegfelhasadást egyszerűen 
azzal értelmezhetjük, hogy a A-kvark tömege nehezebb, mint a p- és и-kvark tömege 
(a továbbiakban p, n és Я a megfelelő kvarkokat, P, N és A a mukleonokat és a 
/1-hiperont jelöli), tehát 
Mn = M„ = M, —A. 
Az effektív tömegoperátor egy irreducibilis multiplettre úgy írható fel, mint egy 
közös tömeg és a A(I)-komponensekből származó tömegjárulék összege: 
m m0 + a 2 p (1) 
ahol Px p- és я-kvarkra zérus, A(I)-kvarkra 1. A mezonok állapotfüggvényei : 
t = í p ? > 8 . к
H 
Я
Р
Я <P8, 
По = у-(Я
Р
Я
р
 + ЯпЯ")- |/ тЯхЯ" (po, 
Yt 
xo = TFE (я
Р
 я"+ЯпЯ"+я>.я') <Pi ; 
(р
а
 az oktett, (p, a szinglett térbeli hullámfüggvénye; a kvarkfüggvények egyszerűen 
úgy adódnak, hogy a kvarkszorzatot az ábrázolásnak megfelelően kiiedukáljuk 
és l-re normálunk. Az (1) operátor mátrixa (a sorok és oszlopok sorrendje л, K, 
по, Af„): 
/ M 8 
ma +a 
(M) = M8 + -3 A 
2 У 2 
2 У 2 
ia 
IA М, + -
Ъ
А 
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itt / = JcpgípxdV (átfedési integrál). M sajátértékeire, tehát a fizikai tömegekre az 
( Y - q0) (q - í/0) - j (K - n) ( Y + q - 2K) = 8 (K - nf ( 1 -12) 
összefüggést kapjuk. Ez 1 = l-re átmegy a Schwinger-formulába. (Lineáris tömegek-
kel; 1. a 8.2 fejezetet.) Vektormezonokra teljesen hasonló a számítás, M mátrixában 
Mg és М
г
 változik, A ugyanaz. Látható, hogy ekkor 
K-n = K*-q = A ^ A = 354 MeV % 123 MeV; (2) 
a értéke nem adódik túlságosan egyértelműen (tudjuk, hogy a (2) összefüggés való-
jában a tömegnégyzetekkel teljesül jól — a szemléletes képben viszont határozottan 
a tömegekre, és nem négyzetükre adódik a reláció). Ami a barionokat illeti, mind 
az l / 2 + , mind a 3/2* multiplett tömegképlete 
m = mg-ay, 
tehát mindkét multiplettre egyenletes tömegtávolságot kapunk; e szerint а Л és 
Г-tömeg degenerált (természetesen a Gell—Mann—Okubo reláció ettől függetlenül 
teljesül). 1/2+ alapján Л = 190 MeV, 3/2+-ben, mint láttuk, Л = 145 MeV; így, 
mindent összevetve, a kép már eléggé konzisztens, annál is inkább, mivel az SU(3)-
sértő potenciál hatásával is számolnunk kell. 
A mágneses momentumokra a legegyszerűbb feltevés az, hogy a kvark mágneses 
momentuma 
egy tetszőleges multipletté pedig 
i í 
Az 56 multiplett spin-unitér spin vektora 
-r _ 1 1
 ABC — ТУ—ЦАЧВЧС, 
ennek 1/2* komponense 
Rb = nFhcáF°'eR ua,a — "ö ö ^aa,cai.de 
(n normálási tényező). Innen a felfelé álló spinű protonállapot 
=
 bl.\ = ^^(2pipin2 + 2pin2p1 + 2n2p1p1-p1p2n1-
-pi'hpi - щр1р2 - "1р2р1-р2р1п1 ~pi"ip2), 
s ebből az N1/2 állapot az «-*/> cserével adódik. Figyelembe véve, hogy 2ep = %p, 
2en = n, a3qai = qai, a3qai = -qa2, 
gp = (pi\ß3\pi) = pq, 
2 
pn = ( н м щ ) = ~ j p q . 
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Kiadódik tehát a pN/pP = — f arány. Figyelemre méltó, hogy pq=pP, vagyis 
a kvark anomális mágneses momentuma rendkívül nagy. E körülményt relativiszti-
kus modellekben lehet indokolni [68]. 
A kvarkok mágneses momentumának ismeretében tárgyalni lehet a F —Py, 
N* Ny folyamatokat (1. pl.: [6], [70], [19]). Ily módon a F— /""/-szélességekre nem-
csak relatív, hanem abszolút összefüggéseket is kapunk, ahol az ellenőrzés lehet-
séges, a tapasztalattal való egyezés igen jó. 
11.2. A kvarkamplitúdók additivitásának hipotézise 
A kvarkmodell egyik legszebb eredményét a nagyenergiájú szórási amplitúdókra 
kapott összefüggések képviselik. Levin és Frankfurt [44], valamint Lipkin és 
Scheck [45] azt a rendkívül egyszerű feltevést tették, hogy a mezon-barion, barion-
barion rugalmas szórási amplitúdók az összetevő kvarkok szórási amplitúdóinak 
összegeként állíthatók elő. Ily módon — töltésszimmetriát feltételezve — a 10 mért 
független MB- és BB-amplitúdó (K+P, K+N, K~P, K~N, я+Р, л~ P, PP, NP, PP, PN) 
a következő 6 kvarkamplitúdóval fejezhető k i : 
( p p ) = (nn)=p' 
(pn) =n 
( /m) = («/.) = A' 
(pp) = (nh)=p' 
(pn)=(np)=fi' 
(pl) = (ni) = 1'. 
A töltésszimmetria miatt feltehetjük, hogy a target mindig P; az MP, ill. BP szórás-
amplitúdóját jelöljük egyszerűen M-mel, ill. /i-vel. Az egyes részecskék kvark-
tartalma 
K*=(pl) P — (ppn) 
K" =(nl) N = (pnn) 
K-=(lp) P=(ppn) 
K° —(lh) N = (phn) 
7l+ = (рй) 
n~ = (np) 
Az additivitási feltevés szerint valamely M, ill. В amplitúdó úgy kapható meg, hogy 
figyelembe vesszük a szóródó részecskék kvarkösszetevőinek összes reakcióit és 
a megfelelő kvarkamplitúdókat összeadjuk. Tekintsük például a K+P-szórást. 
Itt a (pl)-rendszer szóródik a (pp/?)-rendszeren, a lehetséges kvarkreakciók : pp két-
szer, pn egyszer, pl kétszer, nl egyszer, s így 
K + = 2p + r í + 31'. 
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Hasonlóan írhatjuk fel a többi amplitúdót. A mezonokra ily módon a következő 
reláció adódik: 
K~+ л++K° = K++ n~+K°. (1) 
Feltételezve, hogy p' = n', kapjuk, hogy 
(2) 
Lipkin továbbmenve azt a hipotézist tette, hogy az 7 x 0 csatornában teljesül a 
Pomerancsuk-tétel, vagyis a részecske-antirészecske amplitúdók megegyeznek, 
E további feltevéssel 
n' = n', fi — X. 
K ~ + 2 л + = K + + 2 л ~ , 
k~ +2k° = k+ +2 к0. 
(3) 
Az optikai tétel alapján az (1, 2, 3) relációk a teljes hatáskeresztmetszetek közötti 
összefüggésként értelmezhetők. A kísérleti helyzetet kvalitatíve az alábbi ábra mu-
ta t ja : 
mb 
25 
z0 -
А
+
 p 
K + N = К" P 
—— G eV!'c 
A Lipkin—Scheck relációk kvantitatíve is igen jó egyezést adnak a mérésekkel; 
a (2) egyenlőség sokáig megmagyarázhatatlan volt. Ami (3)-at illeti, az egyenletek 
éppen a Johnson—Treiman relációk. 
Figyelemre méltó, hogy (1 ,2 ,3) levezetésénél S'(7(3)-invarianciát egyáltalán 
nem tételeztünk fel, az SÍ7(3)-szimmetriából adódó további 
я - = K ~ 
összefüggések igen rosszak. 
A BP-szórásra vonatkozó eredményekkel kapcsolatban Socolow [l]-beli cikkére 
utalunk. 
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1 SU(3), SU(4), SU(6), SU( 12) ábrázolások dimenziója 6-négyzetes Young-ábrákig bezárólag 
SU(3) SU(4) SU(6) SU(12) 
3 4 6 12 
6 10 21 7 8 
3 6 15 6 6 
10 2 0 5 6 3 6 4 
8 2 0 ' 7 0 5 7 2 
1 4 2 0 2 2 0 
15 3 5 1 2 6 1 3 6 5 
15 4 5 2 1 0 3 0 0 3 
6 2 0 " 1 0 5 1 7 1 6 
3 15 1 0 5 2 1 4 5 
— 1 15 4 9 5 
2 1 5 6 2 5 2 4 3 6 8 
2 4 8 4 5 0 4 12 0 1 2 
15 6 0 4 2 0 1 2 0 1 2 
6 3 6 3 3 6 1 2 0 1 2 
3 2 0 2 1 0 8 5 8 0 
4 8 4 5 1 4 8 
— 6 7 9 2 
2 8 8 4 4 6 2 12 3 7 6 
3 5 1 4 0 1 0 5 0 4 0 0 4 0 
2 7 1 2 6 1 1 3 4 5 4 0 5 4 
10 7 0 8 4 0 5 0 0 5 0 
10 5 0 4 9 0 2 6 0 2 6 
8 6 4 8 9 6 6 4 0 6 4 
1 0 ' 2 8 0 3 0 0 3 0 
1 1 0 * 1 7 5 15 7 3 0 
6 1 8 9 2 3 1 6 6 
— 3 5 8 5 8 0 
— — 
1 9 2 4 
[1] 
[2] 
[1*] 
[3] 
[2 ,1 ] 
[l3] 
[4] 
[3,1] 
• 24 
[2,14 
[14 
[5] 
[4.1] 
[3.2] 
[3,14 
[241] 
[2,14 
[14 
[6] 
[5.1] 
[4.2] 
[4,14 
[34 
[3,2,1] 
[3,14 
[24 
[2M4 
[2,14 
[14 
2. SU(2) Di és D3 ábrázolásainak lenzorai 
4: n'Jk teljesen szimmetrikus 
= „ 3 / 2 , 3 / 2 „ 1 1 2 
— 7T3'2' 1/!, 7Г122 = —— 71 
ii ( 3 
3 / 2 , - 1 / 2 „ 2 2 2 „ 3 / 2 - 3 / 2 
5: t)) teljesen szimmetrikus és spurtalan 
7l\\ = 7t2'2, 7ГЙ = - л Ц = — It2'1, 7t*î = TT2 
[ 3 
Л]] = = nf/з = —п* 
Уз 
„222 _ 2/2, - 2 / 2 
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3. SU(3) Dw és D27 ábrázolásainak tenzorai 
10: Tabc teljesen szimmetrikus 
y Hl _ y i 3/2 3/2 yil2 _ ^ y i 3/21/2 yl22 _ ^ y l 3/2-1/2 
f i ' É3 
1 1 1 
y 113 — yüll yl23 _ У010 y223 _ yOl-1 
/ 3 ' / 3 ' \ъ 
У133 _ ^ У-11/21/2 y233 _ ^ у-11/2 -1/2 уЗЗЗ — у200 у222 — у 13/2 -3/2 
É3 ' уз 
27: T°d teljesen szimmetrikus és spurtalan; az i,j,k,... = 1 ,2 indexek az 5í/(2)-alcsoportra 
vonatkoznak 
fk\ = (4 t f - j + d i 7f1:i+4 7-*01:x+4 (4 4+4 4> 
f f i = - f f (4 r11/a:j'+4 T11/2i), 
ff*) 
ró ' _ , Я т Я . J r 3 3 — с T~21- ' 
'зз —
 8 J
 ' I' 1 Í j — sn 1 > у 
T13 = L yOl. i V'570 4 yOO», yis = _ (3 / in ylVsü 
yT 
г®« = - ÚT,о e„ = f / í . Tn<™ 
4. Néhány SU(6)-ábrázolás direkt szorzatának kiredukálása 
6® 6 = 21® 15, 
6® 6* = 35® 1, 
6® 15 = 70®20, 
6® 2/ = 70 ©55, 
/5®75* = 189®35®1, 
20® 20* = 189® 175® 35® 1, 
21®21* = 405© 35® 1, 
35® 35 = 405© 280 ®280*©789©2-.?5©/, 
56® 56* = 2695 ®405 ®35 ©/, 
70® 70* = .?675 ©405©280©280*©789©2-35©7, 
35®20 = 540© 70© 70* ©20, 
35®56 = 1134® 700® 70® 56, 
35® 70 = 7 754 ©560 ©540 © 270 ©56 ©20 
5. Néhány SU(6)-ábrázolás SU(3) ® SU(2) és SU(4) ® SU(2) ®U(Y) tartalma 
1/1 
(« ! , . . . , m5) Dimenzió SUO)®SU (2) SU(4) ®SU (2) ,®U (4) 
[1] 6 (i, 2) (4,7)1 /3ffi(7,2)"8 /3 
(10000) 
[l8] 15 (6, 7)©(3*,3) (6, 7)8/3©(4, 2)-1 /3©(7, 7)"4 / 3 
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[f] 
[2] 
(20000) 
[2,14] 
((10001) 
[3] 
(30000) 
[2,1] 
(11000) 
[22, l2] 
(01010) 
[3,13] 
(20010) 
[3,22,12] 
(10101) 
[5,14 
(01000) 
[ l3] 
(00100) 
[l4] 
[00010] 
[Is] 
(00001) 
Dimenzió 
21 
35 
56 
70 
189 
280 
20 
15* 
6 * 
(8,2)9(1,4) 
(6*, 1)9(3,3) 
(3\2) 
(6, 2)°®(4,I)~1®(4*, l)1 
540 
700 
SU(3)®SU(2) 
(6,9)9(3* ,1) 
(8,3)9(8,1)9(1,3) 
(10,4)9(8,2) 
(10.2)9(8,4)9(8,2) + (l,2) 
(27,1) ® (10,3) ® (10*,3)9 (8,5) ® 
®2(8,3)®(8,/)®(l,5)®(l,l) 
(27.3)9(10,1)9(10*,5)9 
®(10 *,3)9(10*,1)9(8,5)9 
2(8,3)® (8,1)0(1,3) 
(27.4) 9 2(27,2) ® (10,4) ® 
© (10*, 4) © (10,2) © ( 10*,2) © 
(8,6) 9 3(8,4) © 3 (8,2)9(1,6)9, 
9(1,49(1,2) 
(35,6) © (35,4) © (27,4) © (27,2) + 
© (/0,6) + (10,4) 9(10*, 2)9 
9(10,2)9(8,4)9(8,2) 
(6*, 1 )-"3®(4*,2)1/3®(l, I)*" 
(4*, / )~ 1 / 3 ® (/ , 2) г / 3 
SU(4)<8>SU(2)s®U/Y) 
(10,l)"3 © (4,2) -1/3 © (1,3) -4/3  
( /5 , / ) °©(4* ,2 ) _ 1 ф(4 ,2 ) 1 ф( / ,3 ) ° © ( / , / ) " 
(20,1)1 © (10,2)° ф (4,3)-l © (1,4)-2 
(20', l)1 © (10,2)o
 ф (6>2)° ф -1 ф -1 
9(1,2)-' 
(20",1)9(20',2)-'® (20'*,2)' © (15,3)° © 
(15,1)° 9(6,If® (6*,IE*® (4,2)' © 
®(4*,2)-'®(l,l)° 
(45.1)9 (36,2) © (20',2) © (15,3) © (15,1) 9 
( 10', 1) © (6,3) © (4* ,4) © (4,2) © (4*, 2) © 
®d,3) 
(64.2)0 © (36,1)~'®(36*,1)'® (20',3)' © 
®(20*,3)-'®(20',l)'® 
®(20'*,1)-19(15,2У®(15,2)-'® 
® (10,2)0 © (10*, 2)o ф (6,4)0
 ф
 2(6,2)0
 ф 
®(4*,3)'®(4,3)-'®(4*,1)'®(4,1)-' 
(120,1У® (70,2)0 © (36,3)-'® (35,2)' ® 
© (20,3)1 ф (20,1)19 (15,4) ~г® (10,4)° © 
© ( 10,2)0 © (4*, 5) "3 ® (4,5) ~'(4,3) ~1 © 
®(1,6)-'®(1,4)~* 
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GYENGE KÖLCSÖNHATÁSOK 
NAGY TIBOR 
Eötvös Loránd Tudományegyetem, Elméleti Fizikai Intézet 
I. A gyenge kölcsönhatások elméletének általános kérdései 
Ez az összefoglaló az elemi részek — közelebbről a pszeudoskalár mezonok 
(Я) és az У barionok (В) — gyenge bomlásait tárgyalja, s lényegében csak az 
utóbbi évek fejleményeit kívánja áttekinteni. A gyenge kölcsönhatást perturbációsan, 
elő közelítésben vesszük figyelembe, tehát, ha az összes kölcsöhatást tartalmazó 
Lagrange függvény 
L(x) = L0(x) + LJx) 
alakú, az a— b gyenge átmenet mátrixeleme 
<*|SJa> =if (b\Lw(x)\a)cPx = i(2nyő(pa-pb)(b\Lw(0)\a). 
Lw a gyenge Lagrange-függvény, L0 pedig a kinetikus energiának megfelelő tagot, 
valamint az erős és az elektromágneses kölcsönhatást tartalmazza; az utóbbit álta-
lában elhanyagoljuk, az elektromágneses korrekciókkal nem fogalkozunk. 
Néhány szót a jelölésekről. A négyes vektorokra 
к — к ß к ^  — к к0, 
a spinorok normálása: 
vípYíp) = ~ s * , ï(p)V(p) = 
Po Po 
A Dirac mátrixok hermitikusak, yf=ylt,p = l,...,5. Végig a c = l , A = l egység-
rendszert használjuk. 
1. A gyenge Hamilton-operator szerkezete 
A gyenge kölcsöhatások ma elfogadott elmélete szerint a leptonok bomlásait, 
továbbá a hadronok leptonos (tisztán leptonokra történő) és szemileptonos (had-
ronokra és leptonokra történő) bomlásait az 
AvOO = > [/„(x)j*(x) + Jl(x)jp(x) +j*(x)jp(x)] ( i , i ) 
f/2 
* Előadás a VII. Elméleti Fizikai Nyári Iskolán, Visegrád 1967. 
6* 
346 NAGY T . 
Lagrange-függvénnyel írhatjuk le, ahol a hadronok, jß a leptonok gyenge árama, 
A* = g ß j f , j* = gpJt, g„v = 0, ha ( i / v , 
g\i = g22 = £зз = — #44 = - 1 
és 
Í„ (x) = v (x) ye ( 1 + y 5) e (x) + v„ (x) yc(l +Уа)ц (x), 
j f x ) = ê (x)y c ( l+y 6 )v(x)+/ i (x)y e ( l+y 5 )v M (x) . 
(1.1) általánosításaként (vagy a közbenső vektorbozon hipotézisére hivatkozva) 
kézenfekvőnek látszik az a feltevés, hogy a hadronok nemleptonos (tehát tisztán 
hadronokra való) bomlásait is áram X áram alakú Lagrange-függvény alapján 
számíthatjuk, s hogy a szorzat tényezői éppen a leptonos bomlásokban megfigyel-
hető Jß áramok. E feltevés szerint tulajdonképpen csak egyetlen gyenge áram van, 
Gß = Jß+jß, s ezzel a gyenge kölcsönhatás Lagrange-függvénye, ill. Hamilton-sűrü-
sége egyszerűen : 
L f x ) = - H f x ) = ^ ( J ß + j f ( J u +jf* = j- G f x ) G fx)*. (1,1') 
A tapasztalat szerint Jß egy vektor és egy axiálvektor összege, — Vß + Aß. A bom-
lási amplitúdók kiszámításához /„ (ill. J ß J f hadronállapotok közt vett mátrix-
elemeit kell ismernünk. Ha /„-re meghatározott transzformációs tulajdonságokat 
teszünk fel az erős kölcsönhatások szimmetriatranszformációi szempontjából, 
a szóban forgó szimmetriák a mátrixelemeket invariáns alakfaktorok erejéig meg-
szabják. A transzformációs sajátságokra a különböző kiválasztási szabályokból 
f 
következtethetünk. (Ha a nemleptonos kölcsönhatásra tett Hfi = — J*Jß feltevés 
nem helytálló, Hf tulajdonságainak megadása külön problémát jelent. A CP-sértés 
bonyolítja a helyzetet, úgy,.hogy azzal külön foglalkozunk.) 
A valódi Lorentz-transzformációk szempontjából ,/„ vektor, tértükrözésnél (P) 
PVfx)P-k =
 gpvVfPx), P Afx)P~x = — gßVAfPx). (1,2) 
Az erős kölcsönhatásokban (P mellett) С és R = CPT invarianciát, a gyengében 
CP- és ^-invarianciát feltételezve 
(CP) Ju (x) ( CP) -1 = j;(Px), RJfx)R-1 = -J*(Rx); (1,3) 
itt R antiunitér operátor. (1.2) és (1.3) összevetésével 
CVfx)C~1 = Vfx), CAfx)C~1 =.-A*(x), (1,4) 
TJfx)T~1 = —JfTx) (T antiunitér). 
A téridő-szimmetriák mellett az erős kölcsönhatásoknak szimmetriacsoportja 
az SU(2) [izospin] csoport és az A ritkaság (vagy az Y hipertöltés) által generált 
mértékcsoport. A tapasztalat szerint a gyenge folyamatokban sem az izospin, sem 
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a ritkaság nem marad meg. A leptonos és szemileptonos bomlásokban ./„-re a követ-
kező szabályok érvényesek: 
AS = 0, \A1\ = 1,0 AI3 = + 1 , d ß = + l , 
d S = + l , = zl/3 = + T , AQ = +1. (1,5) 
A ritkaságváltozással járó folyamatoknál a hadron töltés- és ritkaságváltozása 
megegyezik: d ß = d>S. A kísérleti helyzet a szabályok tekintetében nem teljesen 
egyértelmű, a d ß = — AS típusú bomlások néhány százalékos arányban esetleg 
létezhetnek. Egyik ellenőrzési lehetőség a K°(t)л*У v bomlás időfüggésének 
vizsgálata. Ha K°(0) = A° és a AQ = — AS és AQ=AS amplitúdók aránya 
Л
 fU , 71 = x = |x| е'ф (x = 0, ha d ß = dS és Ф = 0 Г-invariancia esetén), A(K" — л г v) ' 
az l± bomlások N±(t) száma a keletkezéstől számított t időpontban: 
N±(t) ~ \l + x\2e-rst + \ l -x\2e~rM±2(\ - \x\2)cos At e~At + 4\x\ sin At sin (pe-At; 
(1.6) 
itt r s , ill. Гь a rövid, ill. hosszú élettartamú K° mezon teljes szélessége, A = ms — mL, 
Л = i(rs + rL). A legújabb két brookhaveni mérés adatai: |x| = 0,26í"'Sí, 
Ф = 50°11?: [1], ill. Re x = 0,17Í»;1!, lm x = 0,0 + 0,25 [2]. 
Másik lehetőség a AQ=AS szabály ellenőrzésére a Z+ -*nl+v vagy 
K + v bomlások keresése. Az utóbbi folyamatot egyáltalán nem figyelték 
meg, az elsőre van néhány indikáció ([3], [4], [5]). Az eddigi méréseket egybevetve 
A(K* - л*л*е-у) A(Z+ - n + e++v) 
A(K* - rc+TT-e+v) <u'uz' A(Z~ -+n + e~ + v) 
Az (1.5) kiválasztási szabályok alapján /„ ritkaságőrző része egy izovektor 
töltött komponense, a ritkaságváltoztató rész pedig izospinor; / * additív kvantum-
számai /„-ével ellentétesek. Ennek megfelelően, ha a nemleptonos kölcsönhatás 
/ „ /* alakú, a következő típusú nemleptonos átmenetek lehetségesek: 
d S = 0 |d/ | = 2, 1,0 d / 3 = 0 
d S = ± l | d / | = T , T 4/ 3 = ± T . 
A kvázistabil részecskék tömegviszonyai olyanok, hogy AS = 0 bomlások nem való-
sulhatnak meg. A | d . S | ^ l szabály jól összhangban van azzal a kísérleti ténnyel, 
hogy eddig nem figyeltek meg E-*Nл bomlást; a szabály érvényességét mutatja 
a KS — KL tömegkülönbség kis értéke is. Nem vág azonban össze a tapasztalattal 
a \AI\ = j és | d / | = | átmenetek egyformán megengedett volta. A kísérletek szerint 
a f-es amplitúdók legfeljebb 10% körüli arányban vannak jelen. E tényt többféle-
képpen értelmezhetjük. Lemondhatunk először is az áram X áram hipotézisről, 
3 4 8 N A G Y T . 
amelynek voltaképpen nincs pozitív tapasztalati alapja, hiszen a mérések közvet-
lenül csak H%L-re adnak felvilágosítást. (Bizonyos mértékig H%L szerkezetéhez 
kapcsolódnak az áramalgebrás eredmények.) A hipotézis fenntartása esetén a leg-
egyszerűbb magyarázat az, hogy a | d / | = + e s amplitúdókat valamilyen dinamikai 
effektus felerősíti. A másik lehetőség új, semleges áramok feltételezése; ezek beveze-
tésével tiszta j izospinű nemleptonos kölcsönhatási kifejezés konstruálható. 
Az utóbbi elképzelésnek az a nehézsége, hogy semleges leptonáramokat nem 
figyeltek meg; az ilyenek KL-»p+p~, KL -*e+e~ stb. típusú folyamatokra vezetnének. 
Az újabban végzett kísérletek szerint 
Г(К
Ь
^ p+p~) Г(К+ - л+р + р-) 
г (к* -* р+ v) [6]' r t e t e t e ' t]-
Fel lehetne persze tenni, hogy a semleges hadronáramok csatolása más a hadron-
és a leptonáramokhoz; ekkor azonban az áramXáram elmélet legszimpatikusabb 
vonása, az egységes gyenge áram ideája menne veszendőbe. 
Az (l.l)-ben szereplő/csatolási állandót — minthogy a hadronáram mátrix-
elemeit nem tudjuk kiszámítani — legközvetelenebbül tiszta leptonos folyamatok-
ban határozhatjuk meg. Ezek közül gyakorlatilag a müon bomlása jön számításba. 
Természetesen, még itt is figyelembe kell vennünk az elektromágneses kölcsönhatás 
jelenlétét. A müon bomlási szélessége 
/ 2 2 
ц
т1 
1
 *
 =
 w 
itt mß a müon tömege, fß pedig az elektromágnesesen korrigált csatolási állandó [8], 
U=f te 4 n 
25 
4 
(а а finomszerkezeti állandó). fß értéke [9] 
f„ = (1,4320 + 0,0011)- I0~49 erg cm3 = (4,530 + 0,003) 10 ~33 cm2, 
s innen 
/ = (1,4350 + 0,0011)-10"49 erg cm3 = (4,539 ±0,003) • lO"33 cm2. (1,7) 
2. A megmaradó vektoráram hipotézise. A Cabibbo-ehnélet 
Ha feltesszük, hogy az elektron és a proton csupasz elektromos töltése (előjel-
től eltekintve) megegyezik, az elektromágneses áram megmaradó voltából követ-
kezik, hogy a renormált — tehát mérhető — töltések is megegyeznek, annak ellenére, 
hogy a proton esetében az erős kölcsönhatásokat is figyelembe kell vennünk. E körül-
mény analógiájára vezette be Gerstein és Zeldovics [10], majd később Feymann és 
Gell—Mann [11] a müon-bomlásban mérhető / csatolási állandó és a /i-bomlásbeli 
Fermi-féle vektor csatolási állandó közeli egyezésének magyarázatára a megmaradó 
vektoráram (CVC — conversed vector current) hipotézisét. A hipotézis lényege az, 
hogy az elektromágneses áram izovektor-része és Jß, valamint / * vektor-kompo-
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nensének ritkaságőrző része egyetlen izovektor-operátort alkot. Az elektromágneses 
kölcsönhatás 
Le(x) = e(Jeß(x)+jeß(x))Aß(x), 
ahol Jeß a hadronok, jeß a leptonok elektromágneses árama. Jeß egy izoskalár és egy 
izovektor harmadik komponensének összege, 
/ д — K ß ® V3fl. 
A hadronok gyenge áramának vektorrésze (és axiálvektorrésze is) egy ritkaságőrző 
és egy ritkaságváltoztató részből áll, az első egy izovektor pozitív töltésű komponense : 
к
 =
 = + iv2ß. 
A CVC-hipotézis szerint Vlß, V2ß (amelyekkel a csupasz gyenge csatolás univer-
zális) és V3/l ugyanazon vektor operátor három komponense, s az SU(2)-szimmetria 
határesetében F3p,-vel együtt Vlfl és V2ß is megmarad, 
ily módon az elektromos töltéssel együtt (SU(2)-sértő effektusoktól eltekintve) 
a ritkaságőrző vektoráram csatolási állandója sem renormálódik. Az axiálvektor-
áramra nem érvényes megmaradási tétel, így nem meglepő, hogy a /J-bomlásban az 
axiálvektor csatolási állandó más, mint a müonbomlásban. 
A pontosabb mérések szerint a /í-bomlás csatolási állandója és a /1-bomlás 
vektor csatolási állandója között kicsiny, de szignifikáns eltérés van. Ez azzal ma-
gyarázható, hogy az elektromágneses árammal egy izomultiplettbe tartozó V+ß  
csupasz csatolási állandója nem egyezik meg/-fel. Az eltérést Cabibbo [12] foglalta 
konzisztens képbe a CVC-hipotézisnek az SU(3)-szimmetriát figyelembe vevő 
kiterjesztésével. Cabibbo általánosítása szerint a gyenge vektoráram (axiálvektor-
áram) komponensei egyazon vektoroktett (axiálvektor-oktett) elemei, s a vektor-
oktettbe az elektromágneses áram mindkét összetevője beletartozik. Az (1.5) ki-
választási szabályok szerint £ J S = 1 úgy transzformálódik, mint egy oktett ( / = i , 
I3 = %, E = 1) komponense. Egzakt SU(3)-szimmetria határesetében VAS=l is meg-
marad, így határozott kijelentéseket tehetünk a ritkaságváltoztató nemleptonos bom-
lások szélességére. Az a feltevés, hogy V+fl és FJ S = 1 csupasz csatolási állandója meg-
egyezik, a bomlási szélességekre a mértnél egy nagyságrenddel nagyobb értéket ad. 
Cabibbo ezért a gyenge áramot Jß=aJi+ß + bJk+ß alakba írta, ahol / + és Jk+ az 
oktett ritkaságőrző, ill. ritkaságváltoztató tagja, s az univerzalitást az a2 + b2 = 1 
feltétellel fejezte ki. Részletesen kiírva tehát 
Jß = cosO(ú+B + j4i+ú + sinO(kí+(1 + ^t+ú, 
K+ц = Kß + iKß, Ч+д = Alß + iA2ß, (2,1) 
K+v = Кц + 'Кц, К* il — A4ß + iASß. 
(l,l)-be ezt az áramot írva a ritkaságőrző vektoráram csatolási állandója sem / , 
hanem/cos в lesz. A fentebb mondottak szerint sin2 ö-nak kb. egy nagyságrendet kell 
kompenzálnia (vagyis sin2 0~O,1), így cos 0 értéke l-hez közel esik. 
A CVC-hipotézissel és a Cabibbo-elmélettel kapcsolatos kísérleti helyzetet 
a különböző bomlások részletes vizsgálatánál tekintjük át. 
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3. Aramalgebrâk és a PC AC 
A hadronok gyenge folyamatainak leírásában az utóbbi évek során a leg-
érdekesebb eredményeket az áramalgebrák és a PCAC-hipotézis (partially conserved 
axial-vector current — parciálisan megmaradó axiálvektor áram) alkalmazása szol-
gáltatta. A vektor és axiálvektor áramok töltés-áram algebráját a kvarkmodell alapján 
írjuk fel : 
V ú = J qy,Ái4> A i p = л-qy^yJ.q, 
a megfelelő töltések (melyek nem megmaradó áram esetén időtől függhetnek) 
Fi = - i f d 3 xVJx), A, = - if d3xAti (x). 
Ha a q kvarktérre a Dirac-tér antikommutátorát tesszük fel, kapjuk, hogy (az ope-
rátorokat egy időben véve) 
[Fi, KJx)] = [At, Akß(x)] = ifiklV,Jx), (3,1) 
[Fi, Akß(x)] = [A,, ykß(x)] = ifikiAlß(x). 
Mint ismeretes az F, és A{ operátorok egy SU(3)xSU(3) algebrát generálnak. 
A Jiß=vm + Aiß áramra 
[Fi, Jkß(xj\ = [Ai, Jkß(x)\ = ifMJlß(x), (3,2) 
vagyis, mivel a gyenge áram 
Jß = cos0y i + í l + s i n 0 7 t + í l , 
áram X áram nemleptonos kölcsönhatás esetén 
[Fi, А Л = [A
 t , HJ]. (3,3) 
Speciálisan, H y L paritásőrző ( H p c ) és paritássértő (Hp v) részére fennáll, hogy 
[Fi, HPCj = [Ai, Hpv], [Fi, Hpv] = [Aj, Hpcl 
Tekintsük az 
= | M ( 0 ) | « > 
\2k0 
amplitúdót, ahol a és b valamilyen hadronokat jelöl, M(t) tetszőleges operátor 
(pl. a gyenge áram vagy HXL). A redukciós formulát alkalmazva (<р{ a pion tér-
operátora) 
A = - if d*xe->k*(U-т1)0(х
о
ЦЬ\Шх), Л/(0)]|а). 
A PCAC hipotézis alapján q>rt arányosnak vesszük a ritkaságőrző axiálvektor-
áram divergenciájával: 
f 
dpAtll(x) = ^m2<p,(x), i=l,2,3; (3;4) 
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az fn tényező a л-*р\ bomlásban mérhető, melynek amplitúdója а (0|Ла |я) mátrix-
elemmel arányos, 
(3,4) felhasználásával 
A =
 fd*xe- i k x(a-mDOixDibWOpA-Xx), M(0)]|e>. (3,5) 
Jnmn J 
A tömeghéjon kívül (A2 = — m2) Л-t (3.5) definiálja; ez esetben 
A =
 b b b Í ^х-<к*в(х0)(Ь\[дМх), M (0)] I a) = J n mn J 
_ . f l A2 + 
ahol 
{ - В Д - Jd*xe-ik~*~(b\[Ai0(x, 0), M(0)] |a>j, 
/ я m l 
T , = - f dfxe-^0(xo)(b\[Aitl{x), M(0)]|a>. 
Ha A — 0, Jd3xe~ikx~Ai0(x, 0) - A'(0) 
es 
lim A = — (b |[Л,(0), M(0)]| a) + l i m ( 3 , 6 ) 
k-0 J я Е - 0 / я 
Amennyiben к
ц
Т
р
-*-0, к —0, kapjuk, hogy 
Шп<я((А)Ь|М(0)|а> = 0). М(0)]|а>. (3,7) 
Л у2А0 
А РСАС hipotézis szerint mátrixelemeiben a pionpóluskörnyezetében is a pólus-
tag dominál, vagyis az amplitúdók simán változnak a A2 = 0-ra való áttérésnél. 
(Mivel a pólusdominancia a lényeges, sokszor inkább PDDAC-pole dominated 
divergence of axial current — hipotézisről beszélnek.) A РСАС azonban nem biz-
tosítja a kp = 0-ra való áttérés sima voltát. Ha Tß szinguláris a Ap = 0 helyen, s a szin-
gularitásra vezető közbenső állapotok járuléka В (Born-tag), csak A — B-re lehet 
sima változást várni. Speciálisan csak А —В közelíthető jól a A=0-nál számított 
kifejezéssel. Ilyenkor tehát (3,6) helyébe a 
lim (A - В) = - {Ц- (b |[А;(0), M(0)]|a) + lim Щ- kp Tß - Я (3,8) 
к - О / я Е - 0 ( / я ) 
összefüggés lép. Ezen összefüggések segítségével kapcsolatot teremthetünk az а—Ь + л 
és az a—A folyamatok mátrixelemei között. 
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II. Hadronok leptonos és szemileptonos bomlásai 
4. A P— h bomlás 
Elsőnek vizsgáljuk a pszeudoskalár mezonok (P) leptonos bomlásait (/ elektron 
vagy miion). A folyamat amplitúdója 
(qiq2\Sw\kx) = 1^(2п)Щк-д1-д2)1уц(1 + у5)у. 
Itt к a mezon, qx, q2a leptonok négyes impulzusa, а а mezon egyéb kvantumszámait 
jelöli. Az erős kölcsönhatások tükrözésinvarianciáját tekintetbe véve 
<0|K„(0)|fex> = 0, 
tehát 
<0|/„(0)|ka) = <0|4,(0)|*a> = ' к „ F fik2 = (4,1) 
у 2 k0 
A bomlás szélessége 
/•2 Г2 ( ,„2)2 j е
а
 « I , '"/ mfma 1 8л I /и: 
Innen a szélességekre vonatkozó legújabb adatok [14] alapján 
да 0,93m,, да 0,071m*. (4,2) 
A Cabibbo-elmélet szerint 
Fx = FTr Py [cos в (Aj + /A2) + sin 0 (A4 + /A5)]. 
Az innen számitható 0 némileg eltér a vektorátmenetekből adódó értéktől. E tényt 
SU(3)-sértéssel magyarázhatjuk, ami egyrészt az axiálvektor-szöget, másrészt 
— a л és К tömeg eltérése miatt — az F( — m2) állandót módosítja. Első közelítés-
ben az Ademollo—Gatto-tétel értelmében a vektoráram szöge nem módosul, Fa-1 
pedig kétféle módon paraméterezhetjük: 
F„ = / , c o s 0 = F cos 0 a , 
FK =A-s in0 = F sin 6A. 
Brene és mások [13] analízise szerint 
sin 0 = 0,21. 
Ezzel (4,2)-ből 
fn 0,95m„, Ж 1,25, 
/ л 
s ugyancsak (4,2) alapján az axiálvektor szög 
sin 6A m 0,26. 
G Y E N G E K Ö L C S Ö N H A T Á S O K 3 5 3 
А Г(Р
Х
 — ev)/F(Px — pv) arányból az Fa tényező kiesik s csupa ismert adatból álló 
kifejezést kapunk: 
2 í , m l Y 
_ Г(Р
а
 - ev) " П ' " F ; j j 1,26 • 10~4, я 
01
 Г(Р
Х
 -+ pv) ( mlY^ l 2 , 5 7 . 1 0 - 6 , К 
A kísérleti értékek: 
RK = (1,24±0,03)-10~ 4 [14], RK = ( 3 ± 1 ) . 10-5[15], 
Rn kitűnő egyezése a mérésekkel egyik támasza a V—A elméletnek és az elektron 
-müon univerzalitásnak. 
5. А Р
х
— P2Iv bomlás 
Az átmeneti mátrixelem: 
(q^; Mal-S^IMi) = qx-qj)lyp(\ Ey&)v-{k^JfiO^k^); \2 
itt 
q = kx-k2 = qx+q2, 
s használni fogjuk még a 
к — k-^ "f- k<£ 
jelölést. Felhasználva, hogy az erős kölcsönhatásokban a paritás megmarad, 
<А:2а2|ЛД0)|Л1а1> = 0, 
s így 
<fc2a2 | 7 , ( 0 ) | M i = < * . « , = [A/ / + (g 2 ) + ga/-(<72)]- (5,1) 
\ 4A 10 A 20 
Az egyes bomlásokban fellépő formfaktorok SU(2), ill. SU(3) szimmetria feltételezé-
sével (az első esetben a CVC-hipotézist és a AI—\, AQ = AS szabályt az utóbbinál 
a Cabibbo-elméletet alkalmazva): 
S [/(2) SU(3) 
n+ v 
Д(а, -а 2 ) 
Í2 0 
Д ( a i — а2) Д = 0 
É2 cos 0 
K+ f* Д —= sin 0 
Í2 
sin 0 
sin 0 
0 
K° — n' I* v 
A+rc t /Tv 
-Í2A 
Í2f+ 
0 
- é 2 / -
П д 
0 
Д 
Д 
-7= Sin 0 Í2 
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T invarianciából következik, hogy az összes / valós, CP-invariancia esetén f ± = f ± . 
A táblázat utolsó két sora a 
Kk = —:(K°- K°) K2, = + K°) 
CP-sajátállapotokra vonatkozik. 
A formfaktorokat állandónak véve, a P — nev bomlásban ([14] adatai alapján) 
л* K+ K2 
f+ (ax a2) 1,35 0,16 0,15 
Mint lát juk,/+(я+ — n°) igen jól egyezik a CVC-hipotézisből adódó \' 2 (vagy / 2 cos 9) 
értékkel. A Cabibbo-szög (amely most a vektoráram szöge) a fenti adatokból 
rendre sin 0 = 0,29; 0,23; 0,22, az első (eléggé pontatlan) értéktől eltekintve össz-
hangban egymással és a mezon-és barionbomlások együttes analíziséből származó 
[13]-beli sin 0 = 0,21 eredménnyel. 
A pontosabb mérések f+(q2) impulzusfüggésére és /_- ra is adnak utalást. Kis 
<72-re sorbafejtve 
/ ± W ) = / ± ( 0 ) [ l - A ± ^ j . 
A legújabb mérésekből а л + és 
= / 4 0 ) 
ç
 /+(0) 
mennyiségekre kapott adatok [15]: 
Mérés módja к* 
\ 
к° Átlag 
0 , 0 2 3 0 , 0 1 3 0 , 0 1 9 
+ 0 , 0 0 8 + 0 , 0 0 9 + 0 , 0 0 6 
í spektrum, Kp3/Ke3 0 , 3 + 0 , 4 0 , 7 + 0 , 3 0 , 6 ± 0 , 3 
5, / / -polarizáció A ^ - b a n - 1 , 2 5 + 0 , 3 2 - 1 , 1 5 + 0 , 3 5 — 1 , 2 ± 0 , 3 
A Áj^-beli müonpolarizációból származó £ értékek éles ellentétben állnak más 
([-mérések eredményeivel. Még ellentmondásosabbak a ([ imaginárius részére vonat-
kozó mérések, melyek a Г-invariancia sérüléséről adnának felvilágosítást. (Mint 
említettük, £-invariancia esetén az összes formfaktor, így é is valós; az eddigi kísér-
letek összeférnek azzal, hogy lm( [=0 . ) 
6. A barionok ß-bomläsa 
A 52/v folyamat amplitúdója: 
(<h<JV P2*2\Sw\Pi<x1) = m=(2nyö(q - qk-qdQy^l +y5)v) 
(p2<X2\Ju(P)\Pl<Xl)l 
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itt q = pi~p2 = qi+q2- A hadron-mátrixelem vektor része 
= ш(//2)(о/„ + b(Tpvqv + icqf)u(pj, 
axiálvektor része pedig 
< p 2 a 2 1 4 ( 0 ) 0 ! aj) = iü (p2) (dyp + ieoß, qv + hqp) уь и ( p j . 
Az a, ..., h formfaktorok q2 függvényei; T invariancia esetén mindegyik valós. 
Ha ún. elsőosztályú áram [16], azaz 
i* — — i i* — — i Ji+ß — Ji~ ß> Jk+ß Jk~ ß> 
ahol / ; + , Jk+ és Jk- ugyanazon oktett elemei, kapjuk, hogy a, b, d, h valós, 
с és e képzetes, vagyis: 
Г invariancia + I. osztályú —с = 0, e = 0. 
A közönséges /i-bomlás (csupasz) vektor és axiálvektor csatolási állandója 
/к=/%(<72 = 0) fA=fdN(q2 = 0) 
(az N index nukleonbomlásra utal). A mért csatolási állandók az elektromágneses 
korrekciót is tartalmazzák, ami itt divergens; megfelelő levágást alkalmazva a kísér-
leti adatból az 
f y = (1,4034 + 0,0016) • l O - ^ e r g c m 3 (6,1) 
érték adódik [17], fA és fv mért aránya 
я = а - 4 4 » - i m . 
ív «,v(0) 
A CVC-hipotézis alapján 
pp-pn 
M O ) = i . М О ) = 2 m p 
ahol /<p, ill. /<„ a proton, ill. a neutron mágneses momentuma (magmagneton egy-
ségekben). Mint látjuk, a 6-vel kapcsolatos tag az elektromágneses áram mágneses 
formfaktorával analóg, ezért szoktak beszélni gyenge mágnességről. A gyenge mág-
nesség az elsőrendben tiltott átmenetek amplitúdójához ad járulékot, s jelenlétének 
kimutatására Gell—Mann a 12ß — 12C + e~ + v és 12A — 12C + e* + v bomlások 
elektronspektrumának vizsgálatát javasolta. A megengedett spektrumtól való elté-
rést leíró faktor (E az elektronenergia) 
C(E) = 1+aE, <x|;; = ± 4 fy- , jœj = 0,55% MeV. 
3 JA 2 mp 
8 f 1 
Gyenge mágnesség nélkül — lenne, tehát mitegy 4,7-szer kisebb. 
3 JA 2 M P 
Lee, Mo és Wu [18] mérései szerint 
a (12 ß) = 0,5 5 ± 0,10, a ( 1 2 A = - 0 , 5 2 + 0,06), 
kitűnő egyezésben а CVC által jósolt értékkel. 
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A Cabibbo-elméletben (gIaai az a , b , d , h formfaktorok valamelyike) 
g w = 2 ' В Tr в ; [ ( c o s Ö + a 2 ) + s in 0 ( Я 4 + a f i ) , в а 1 ] ± . ± z 
A g-vel arányos gyenge mágnesség és indukált pszeudoskalár (~/z) első közelítésben 
elhagyható, a CVC-hipotézisből 
ű + ( 0 ) = 0, ö _ ( 0 ) = 1 ; 
az axiálvektor formfaktorokra vezessük be a 
d+ (0) = D, d_(0) = F 
jelölést. Ekkor 
fv =f cos Qa_ (0) = / c o s 0, 
D + F= À. 
(1,7) és (6,1) összevetésével 
f - f v cos 0 = 2,2 
/ 
és 
sin 0 = 0,21. 
Ez jól összefér a mezonok bomlásából kapott 0,22—0,23 értékkel. F és D meg-
határozásához a neutronbomláson kívül még egy folyamatot (pl: Л-^plv) figyelembe 
kell vennünk. Brene és mások [13] optimálisan illesztették a 0, 9
Л
 (axiálvektor-szög), 
F és D paramétereket az összes mezon- és barionszélességekhez, s a következő ered-
ményeket kapták: 
0 = 0,212 + 0,004, 9Á = 0,268 + 0,001 
a = - ° = 0,665 + 0,018 D + F 
Ezekkel az adatokkal a hiperonok szemileptonos bomlási arányai : 
Számított i Mért 
Л" —pe v (0,87 + 0,03) 10"3 (0,88 + 0,08)-10"3 
л° 
~PM~ v (1,48 + 0,05) 10"4 (1,35 + 0,6)-10~4 
Z~ — ne' v (1,29 + 0,13) 10"3 (1,28 + 0,16)-10"3 
Z~ — пц~ v (0,62 + 0,06) 10"3 (0,62 + 0,12)-10"3 
z- — Ae~ v (0,70 + 0,04) 10"4 (0,75 + 0,28)-10~4 
z + — Ле* v (0,21+0,01) 10"4 (0,13 + 0,13)-10"4 
s~ 
— Ле~ v (0,43+0,03) 10"3 (1,2 + 0,8)-10"3 
77 — 
— Лр~ v (0,12 + 0,01) 10"3 — 
77° 
— 27 + e'v (0,31+0,04) 10"3 — 
77° 
-Z + m'V (0,24 + 0,04) 10"6 — 
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7. К,4 
A /С-^лл/v bomlás vizsgálata számos érdekes probléma tanulmányozását teszi 
lehetővé (kiválasztási szabályok, лл-kölcsönhatás, áramalgebrás összefüggések). 
Az eddigiekhez hasonlóan a leptonok impulzusát qx, q2-ve 1, a mezonok impulzusát 
k-val, egyéb kvantumszámait a-val jelölve 
• r 
(qxq2\kxax,k2a.2, \Sw\ka) = -=(2nfô(k-qx-q2-kx-k2)-
• ü y f 1 +7б)х(к1а1 , k2a2 | /„(0)|ka). 
A vektor, ill. axiálvektor áram járuléka: 
{kx oíx , k2 a21 Vlt (0) I ka) = к v кlt,, k2Q, (7,1) 
I 8k10k20k0 
<kx ax , k2 a21Л „ (0) j ka) = [7+ (kx +к2)ц + F2(kx-k2)ß +F3(k-kx — k2)„]. 
г 8k 1 0 к2oko 
Az Я formfaktorok (kx+k2)2, (k+kx)2, (k + k2)2 függvényei. SU(2)-szim-
metria és a Al = \ szabály fennállása esetén (a formfaktorokat összefoglalóan 
G-vel jelölve) 
G=F„H 
-Gx + G0 
G0 
K°^n-n°e+v -\2. Gx 
K° — л+ л°е~ v i2 Gx 
Gx az / = l - e s , G0 az 1 = 0-s végállapot amplitúdója. CP-invarianciából következik, 
hogy 
= H = — H (CP), 
míg a T-invariancia alapján 
Gx = Gxé\ (T) 
Go~őaeiá°, 
ahol <5X az 7 = 1 (p-hullámú), ő0 az 7 = 0 fa-hullámú) szórási fázis. 
Figyelembe véve, hogy a (7,1) amplitúdóknak szimmetrikusaknak kell lenniük 
az a.xkx-^-0L2k2 cserével szemben, adódik, hogy állandó (esetleg kx és k2-től szimmet-
rikusan — pl. csak (kx + k2)2-től — függő) alakfaktorok esetén Fx és F3 csak az 
7 = 0, F2 és H csak az 7 = 1 csatornában ad járulékot, vagyis 
(Bx)x = (F2)0 = F3)x.= (H)0 = 0. 
Mivel F3 a leptonimpulzusok összegének együtthatója a bomlási valószínűségben 
a leptontömeggel szorzódik, s így csak — az eddig meg nem figyelt — K-*nnpv 
bomlásban lehetne hatékonyan kimutatni. 
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Berends, Donnachie és Oades [19] a K+ -*n + n~e+v bomlás analíziséből — ál-
landó alakfaktorokat feltételezve — a következő eredményeket kapta: 
F , = ( l , 1 9 ± 0 , 1 3 ) m í \ 
F2 = (1,34+ 0,30)/и^ S 
H = (—4,84 ± 1,77)/Их3. 
(7Д) 
ctg ö0 1 2 , ßa0 n 
m 
m 
Ex(l + ß) 
ß= 1 4 m
2
 Y1 2 
x2ml) ' x = 
(к, + к2Г  
m\ 
összefüggéssel definiált a0 szórási hosszra — ugyancsak állandó alakfaktorokat 
véve — ű0 = 1,04 ± 0 , 5 0 érték adódott . (A ö, fázist elhanyagolták.) 
III. Hadronok nemleptonos bomlásai 
8. А К-*лл és К-*ллл bomlás 
А К-*лл bomlásban a kinematikai invariánsok értéke rögzített, s az átmeneti 
mátrixelem egy konstans amplitúdóval jellemezhető: 
(kjka,, k2cc2\Sw\kot) = — i(2n)iS(k — k1 — k2)(k1a1, k2a2\Hw(0)\ka.) = 
(2 лу 
V Sk10kjc0 
A bomlási szélesség: 
6 ( к - / с 1 - / с 2 ) Д . 
Г = Я 1 | д |2 5 (8 ,1) 
8nml m 
ahol n a végállapotbeli azonos részecskék száma (1 vagy 2), és 
1 
q=
 2/% f [/и| - (тП1+тП2)2] [m\ - (mK-mnJ\. 
Mivel a pionok s-állapotban keletkeznek, izospinfüggvényük szimmetrikus, 
vagyis a végállapot izospinje / = 0 vagy 7 = 2, és az izospin-változás az első esetben 
\A1\=\, a második esetben | Д 7 | = | , | . Legyen a \A\ | = i , átmenetek ampli-
túdója A1/2, Аз/2, As/2; ekkor az SU(2) szimmetria alapján 
А(К+~л+л°) = ±
Аз1^у2А>1г, 
А(К°-+л+л~) = - AV2 + A?,,?,® ABf2,  
А(К°—л+л~)= Я1/2 —Л3у2 —Л5/2, (8,2) 
А(К°*л°л0) = -А1/2-2А3/2-2А5/2, 
А(К° — л°л°) = Л 1 / 2 ± 2 Л 3 / 2 ± 2Я6/3. 
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CP-invarianciából következik, hogy mindegyik amplitúdóra 
Ä = A (CP). 
A CP-invariancia és a AI = \ szabály az alábbi összefüggésekre vezet: 
A(K+-n+7t°) = 0, 
A(Kx-n + n-) = -]/2 Avi, Á, = 77= (K° — K°), 
1 
А (К
г
-л°n°) = - 12 А
щ
, K2 = ^(K° + K°). 
А (К2-лп) = 0 
A kísérleti adatok [20]: 
А(К+-л+л°) = (1,32 + 0,10)- 10~7т
я
, 
А(К
г
-л
 +
 л-) = (28,2 + 0,7)- 10 ~7т
к
, 
А(К1-л°л°) = (26,9 + 0,7)-10"7 m,. 
Mint látjuk, a kísérleti helyzet elég jól összefér a Al=\ szabállyal; minden-
esetre néhány százalékos arányban a \A1\=\ vagy f amplitúdó is jelen lehet. (Ha 
feltesszük, hogy a szabály sérülése, így a K+ — к+л° bomlás is, az elektromágneses 
kölcsönhatás következménye, a becslések az A(K+ —л+л°) mátrixelemre a mértnél 
két nagyságrenddel kisebb értéket adnak.) 
А К2—лл bomlás CP-invariancia esetén egzaktul tiltott. Mint ismeretes [21], 
a folyamat, ha igen kis intenzitással is, de végbemegy — éppen ennek megfigyelése 
volt az első indikáció a CP-invariancia sérülésére. A CP-sértés kérdéseivel az V. feje-
zetben foglalkozunk. 
А К — ллл folyamat mátrixeleme 
(kjOíj, k2<x2,k3<x3\Sw\k<x) = - i(2nyö(k - kx - k2-k3) • (k1x1, k2x2, k3a.3 \HK(0)\koi) = 
= - i(2n)lô(k-kx-k2-k3) 1 -- M(sx, s2, s3), 
y\bkwk20k33kQ 
ahol 
3 3 
s, = - ( k - k,)2 = m2K + mf - 2mK Et, Z st = тк + Z m't '•> 
;= i í=i 
E az i — ik pion energiája. Az Ml amplitúdóra lineáris energiafüggést tételezve feh 
az SU(2) szimmetria és a | d / | = ) szabály felhasználásával kapjuk, hogy 
MXl = (el/2 it+ KJ Tr л+ л + (a + bSx) + (e1/2 л + Ky) Tr л + < (а + bS2) + 
+ Oh/2 < Ю Tr п+ л+ (a + bS3) ; 
itt eV2 a H%L;/II=1/2-spurion, 
C/2 = (e\,2, ef/2) = (1,0), (e1/2)a = Eûb(e 1/2)b, 
7 Fizika : Folyóirat XVII/4 
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es 
К = (K+ , Ки), л = 
CP-invarianciáját kikötve és bevezetve az új 
Es 
\2 
7C~ 
n 
m
 k 
<x + ßSj = а + bs{ 
változókat, 
M (К' nj л2+ ni) = - 2a - ß(ex + e2) = - 2a - ß + ße3 
M(K + - л?л^л3+) = — a — ße3, 
M (F, — л,+ n i ni) = a + ßs3, 
M(K2 - л? л ! ! = 3a + jß. 
Az átmeneti mátrixelem négyzetét a következőképp szokták paraméterezni : 
\M\2 = \A\2(\ + 5 F ) , 
(8,3) 
ahol 
Y _ __Т_з Q т3 = Е3-т3, Q = mK — Zmi-
U ;=i 
A (8.3)-beli paraméterekkel \A\ és S (a felső indexek a kaon, az alsók a pionok 
töltésére utalnak): 
1 
— A oó+ — A°+_0 — A mm — oe 11 I _ I, 
1 
3a 
c+ _ _ ' _ _ ' V« Tfí V» — П 
+ - — 2 00+ — 2 + _ 0 — з
а
 r '
 000 — 
' ' t e 
(8,4) 
(Az S-ek közötti egyenlőség értelemszerűen csak a pion-tömegkülönbségek elhanya-
golása esetén áll fenn.) Hara és Nambú [22] analízise alapján a megfelelő mérési 
adatok a következők: 
. Y A î
 + _ = (0,96 + 0,02). 10~6, SX + - = 0,23 + 0,03, 
4 00 + (0,94 + 0,01)- 10"6, Soo+ = - 0 , 7 0 + 0,06, 
A%_0 = (0,89 + 0,03)- 10-6, S°+ _0 = - 0 , 6 7 + 0,06, 
(8,4') 
= (0,92 ±0,05)- 10-®, 9° = О 
°000 = v. 
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A \AI\=\ szabállyal az egyezés ismét igen jó, bár néhány százalékos |Л/| = f , | ampli-
túdó jelenléte itt sincs kizárva. 
Nézzük meg röviden, mit mond а К mezonok nemleptonos bomlásaira az 
SU(3) szimmetria. Áram X áram kölcsönhatást tételezve fel 
Hw L - - 4 = 2 M - W ; 
itt az áramok szimmetrikus szorzatát vettük. Legyen Jß a (2,1) Cabibbo-féle áram. 
A szimmetria miatt H"L-ben a két oktettnek csak szimmetrikus irreducibilis kom-
ponensei — tehát 1,8S és 27 — lépnek fel. A ritkaságváltoztató rész (számunkra 
csak ez érdekes) 
HZL = --^cosOsmO±[{Ji+ß,Jk-ll} + {Jl-ß,Jk.ß)] = Я<?>+Я<?7). (8,5) 
(Kihasználtuk, hogy = — J+kß = — Л-д-) А Я<? oktett-résznek meg-
felelő spurion 
Я<?> - {(Ях + í'A2), (A, - /Я5)} + {(Я4 - /;.2), (л4 + /Я5)} ~ я6, (8,6) 
vagyis Н У úgy transzformálódik, mint egy oktett „6" komponense. 
Könnyű belátni, hogy a CP-invariancia és SU(3)-szimmetria együtt megtiltja 
a P —Pk +... + Pr paritássértő átmenetet, amennyiben a mezonok SU(3) állapota 
szimmetrikus. A mezonoktett mátrixra 
CPC~X = PT, 
másrészt Hw paritásőrző (HP C) és paritássértő (Hpy) részére 
CHpcC~x = +HPC, CHpyC~x = -Hpv. (8,7) 
A folyamat effektív csatolása ~TrkPVP...P típusú, ahol kPV а Яр р-пек megfelelő 
spurion. Fennáll, hogy (az oktett-spurion, pl. mint láttuk, Я6, s erről köz-
vetlenül látható, hogy önmagának transzponáltja), s így 
CTrXpyP ... PC'1 = TrXPVPT ... PT = TrXpyP ... P. 
(8.7)-tel összehasonlítva látjuk, hogy a mezonokat szimmetrikusan kezelve paritás-
sértő csatolás nincs. A K — nn bomlás tisztán paritássértő, az SU(3) állapot szimmet-
rikus, így egzakt SU(3) esetén az amplitúdó zérus. Az áramalgebrák alkalmazásá-
val a K — nnn bomlás mátrixeleme visszavezethető a K — nn amplitúdóra, vagyis 
az egzakt SU(3) a K-mezonok összes nemleptonos bomlását megtiltja. 
9. Hiperonok nemleptonos bomlásai 
A Bk—B2P folyamatban (gyakorlatilag P = n) a mezon impulzusát A-val, a bar-
ionokét pk, p2-\e\ jelölve 
(Aa, p2ct2 |5w|/>1a1) = -/(2л)40(/71-/72-А)<Аа,/>2а2 |Яи.(0)1/>1а1) = 
= - 4 = ( 2 7 r ) 4 á ( A - / v - A ) ü 2 ( F + G y 5 ) W l . (9,1) 
( 2 A 0 
7 * 
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A bomlás í-hullámú végállapotba paritássértéssel, p-hullámú végállapotba 
paritásőrzéssel történik; F a paritássértő ( H p y ) , G a paritásőrző ( H p c ) kölcsönhatás 
járuléka. A bomlási valószínűség 
ahol 
Г= [(т1 + т2у-т1]Г1 
П = |S|2 + |F|2, 
S = F, P = qG, 
\k\ =
 2m fl [(»íj - m2f - т'Шт, + m2f -ml], 
\k\ _
 л
[ ( w j - m 2 f + ml 
_ 1/ 
4
 ( E 2 + m 2 ) Г (fflj + m2)2 — ml 
Ha a végállapotkölcsönhatást elhanyagoljuk, F-invarianciából következik, hogy 
S és P valós. (A végállapotkölcsönhatást figyelembe véve S és P fázisát a Bn szó-
rási fázisok határozzák meg, a mért szögek értéke néhány fok körül van.) A B Q ^ B n Q ' 
(Q, ill. Q' a részecske töltése) folyamat amplitúdóit összefoglalóan Я^.-vel jelölve 
az SU(2)-szimmetria alapján 
- = fli/a + ör - [ d1/2+У2 d3 1/2 ' "3/2 ' —О— У Л /2' 
Ag = - т^а1/2ф)/2аз/2, 5Z- = d1/2 + d3/2, 
X+ = b1i2 — b3/2 — c3/2 
L<> = (t>l/2~ Cl/2 Э3/2 + С3/2) 
X_ = C1/2 + C3/2 • 
Az L ill. f index a ill. |Л/ | = f amplitúdóra utal. На а |Л / | átmenetek 
dominálnak, kapjuk, hogy 
л°_ = - J / 2 Л8, 
X + - X = = j/2X0+, (í-, p-hullám) (9,2) 
£1 = - f 2 Z ° . 
A (9,2) összefüggések mind az s-, mind a p-hullámban érvényesek. 
Az SU(3) szimmetria keretében a \AI\=\ szabálynak az oktett-dominancia 
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felel meg. Feltéve, hogy # J J L ; | a s | _ 1 egy oktett „6" komponense, az F vagy a G 
amplitúdó alakja 
F, G - ATrB+B^T,*: k6 + Tr{(F±[B+, Bf + D±{B+, Bf)[nï, Яв]±} + 
+ B± (TrBif6TrBain: ± TrB* ni TrBX]/f + (B+ - C)TrBÍ2 ni BX1A6 + 
A(B++C)TrBÍ,AeBainÍ. 
CP-invarianciából adódik, hogy 
.s-hullám: A = F+= D+= С = 0 (CP) 
/;-hullám: F_= D_= B_= 0. 
E megszorításokkal kiadódnak a (9,2) összefüggések, ezenkívül az x-hullámban meg-
kapjuk a Lee—Sugawara relációt [23]: 
2SZ — A°_= É3 If fa-hullám). (9,3) 
A bomlási szélesség mellett a következő adatokat szokták mérni: 
_ 2ReS*P _ 2lm S*P _ |5|2-|R|2  
a
 ~ | А | 2 + | Р Г P ~ | S | 2 + | P | 2 ' T _ | A | 2 T | P p ' 
а а bomló barion spinállása és a keletkező barion kirepülési iránya közti korrelációt 
adja meg, wfax^) ~ 1 + (Р2=Рч1\Рг\)', ß a z Al Хя 2 irányú /(.-polarizációra 
jellemző. Ha a végállapot kölcsönhatás elhanyagolható és a Г-invariancia teljesül, 
ß—О és 
|S| = ~ (/Г+löri + sign у ( H a d ) , 
И = ~ ( h T T R - s i g n y ] / T q w ) , 
sign P = sign a sign S. 
Látható, hogy S és P egyértelmű meghatározásához y előjelét is meg kell mérni, 
pl. úgy, hogy meghatározzák a keletkező részecske polarizációját polarizált hiperonok 
bomlásánál. 
A kísérleti helyzet J. P. Berge analízise szerint [24]: 
F ( 1 0 - ' ) G ( 1 0 - ' ) a sign y 
At 
< 
ZÎ 
— о 
Zz 
OO 
— 0 
3 , 3 6 8 + 0 , 0 5 2 
- 2 , 3 1 0 + 0 , 0 5 
- 0 , 0 1 7 + 0 , 0 7 4 
3 , 3 8 3 + 0 , 3 1 
2 , 5 3 6 + 0 , 4 1 
- 4 , 0 4 1 + 0 , 0 3 7 
- 3 , 4 1 6 
4 , 3 9 1 + 0 , 0 6 3 
2 3 , 9 8 + 1 , 0 3 
- 1 8 , 1 7 + 1 
- 4 1 , 4 4 + 0 , 7 5 
- 2 5 , 4 3 + 4 , 0 8 
- 3 3 , 9 0 + 3 , 0 8 
0 , 3 3 0 + 0 , 8 3 8 
9 , 5 8 5 
- 1 4 , 3 9 + 1 , 1 9 
0 , 6 6 3 + 0 , 0 2 3 
0 , 7 3 + 0 , 1 8 
0 , 0 0 8 + 0 , 0 3 6 
- 0 , 9 6 0 + 0 , 0 6 7 
- 0 , 0 1 7 + 0 , 0 4 2 
- 0 , 3 3 + 0 , 1 0 
- 0 , 3 9 1 + 0 , 0 3 2 
+ 
y > 0 
y < 0 
+ 
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F fázisa nem mérhető; előjelét a (9.2) és (9.3) összefüggéseknek megfelelően válasz-
tottuk meg. 20-nál és ZI-nál sign y mérésből nem ismeretes; a (9.2) és (9.3) relációk 
az utóbbinál egyértelműen döntenek, Z3 esetében viszont mindkét előjellel össze-
férnek. Az összefüggések jobb és bal oldala a tapasztalati adatokkal : 
F(s-hul lám) G(p-hullám) 
A4 =-f2A°0 3 , 3 6 8 + 0 , 0 5 2 = 3 , 2 6 6 + 0 , 0 7 
Sz=~y 2 S S 4 , 3 9 1 + 0 , 0 6 3 = 4 , 8 3 0 + 0 , 0 9 
ZÎ-Z-. = Í2Zf 4 , 0 2 4 + 0 , 1 1 = 
2 Sz-Ai = ÍJZj 5 , 4 1 4 + 0 , 1 7 = { J j g + J ? 
Igen érdekes, hogy a Lee—Sugawara reláció nemcsak az s-, hanem a p-hullámra 
is teljesül. (9,3)-hoz hasonlóan ezt csak akkor lehetne levezetni, ha //,jíL; l4S| = 1 egy 
oktett „7" tagja lenne. Mivel a p-hullámban az SU(3)-sértés lényeges szerepet játszik 
(megegyező bariontömegek esetén p-hullámú bomlás nem lehetne), elképzelhető, 
hogy az effektív paritásőrző kölcsönhatás transzformációs jellege a szimmetria-
sértés következtében változik meg. 
2 3 , 9 8 + 1 , 0 3 
1 4 , 3 9 + 1 , 1 9 
4 1 , 1 1 + 1 , 6 = 
5 2 , 7 6 + 3 , 4 = 
= 2 5 , 6 9 + 1 , 5 
= 1 3 , 5 5 + 1 , 5 
( 3 5 , 9 6 + 6 
( 4 7 , 9 3 + 4 , 5 
I 4 4 , 0 4 + 7 
' 1 5 8 , 7 1 + 5 
IV. Az áramalgebra alapján kapott összefüggések 
10. Leptonos bomlások 
Az áramalgebra és a PCAC egyik legszebb sikere a vektor és axiálvektor csa-
tolási állandók arányának elméleti meghatározása volt (Adler [25], Weisberger [26]). 
Az Adler—Weisberger összegszabály A-t a pion-nukleon teljes hatáskeresztmet-
szetekkel köti össze: 
, fA I, , 2M 2 1 f dv 
Itt v a pion energiája a laboratóriumi rendszerben, M a proton tömege, gxflf l pedig 
a pion-nukleon erős csatolási állandó, 
2 
- ^ = 1 4 , 5 + 2 , gnNN = 13,5 + 1. 
A PCAC hipotézis közvetlen kapcsolatot ad A,/„ (1. (3,4)-et) és gnNN között (Gold-
berger—Treiman reláció): 
Л 
r ' 2 M U v ' 
A továbbiakban azokkal az összefüggésekkel foglalkozunk, melyeket a (3,6) 
alacsonyenergiás tétel ad az a— b és a-*b + n típusú gyenge folyamatok között. 
Tekintsük először a Kh és Kh bomlásokat. Itt а к —0 átmenetnél nem lé p fel pólus-
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tag, így az alacsonyenergiás tétel a (3,7) alakban alkalmazható. (5,1) figyelembe 
vételével 
sin в(п°к2|(/4 — iJf)\K* k f ) = 
(A 3. fejezetben mondottak szerint а A —0 batárátmenetnél az energianevező rög-
zítve van.) (3,7), (3,2) és (4,1) alapján 
1
 = M / + + / _ ) = - ' ] f - te- < 0 | Ц „ ( Л - ' / ) ] \ K * k l ) 
J 4ÁT 10^20 J * }' 
Sm0
 <0Kf-iJJlK+kf = . klflFK, 
É 2 / „ i M o ) / 2 /
л
 )/4ÄTÄ2o 
azaz, 
f j _ f _ A 
É2 Л " 
I t t / + é s / _ a g2 = A ? = - , n ? helyen veendők. M i v e l / + ( 0 > ^ , kapjuk, hogy 
(Callan és Treiman [27]) 
Ha / + g2-függésére elfogadjuk az 5. fejezetbeli adatot, £ durván zérusnak adódik. 
Mint láttuk, a vektoralakfaktorokra vonatkozó kísérleti eredmények eléggé hatá-
rozatlanok, így csak annyit mondhatunk, hogy az összefüggés nagyjából teljesül. 
Hasonló módon kapcsolhatjuk össze a Kn és Kl3 bomlások amplitúdóit. (7,1) 
alapján 
sin 0(7Г+ Ax, 7г — к21(74 — X* к) = 
= -,==f=f {Fl(kl + + - к
г
)
ц
 + F3(k — kx — A2)„ + Heßyo>ekvkltok2s] -
1 8А1ПА20А0 
i_ íiT-T-F3)k2ß 4- F3kß, ha Ax - 0, 
" \ßk10k20k01 (Fx + F2 - F3)ku + F3kv, ha A, - 0. 
Ha At —0. (3,7) jobb oldala 0, mivel oktett-áram K+-1 nem viheti át л"-Ьа. k2 -»0-ra 
[(F1 + F2-F3)klß + F3kß] = 
V'8A10A20Ao 
'= ff0 (n+ Aj |[(Л + i f ) , (Л - iJ-M К* A) 
I 2A,0 /„ 
te sine
 < я + k i | ( / < _ / л ) | F - А ) = te 42 <л«Ах |(/4 - //5)| К* к) = 
\ ZK20 JK 1 ZK20 J к 
Д- [/+ (kl + к)
ц
 -+/_ (А - Aj)J. 
1 8А10А20А0 /л 
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Aszerint tehát, hogy melyik piont vesszük lágynak, kétféle eredményt kapunk: 
FX = F2, F3 = 0 ha 0, 
es 
2 V2 
A + A = y f + 
J к 
i/2 
F»= V ( / + + / - ) 
J к 
ha - 0. 
A különböző összefüggések nem jelentenek ellentmondást, mert a két esetben az 
alakfaktorok változóik más értékénél vannak véve. Weinberg [28] úgy járt el, hogy 
V / 
/JT , 
\ ! 
К 
1. ábra 
mindkét pion impulzusával egyidejűleg tartott zérushoz, ekkor határesetben F3-ná\ 
fellép az 1. ábrán látható pólustag, s az F3 alakfaktor jelentős impulzusfüggést 
mutat : 
k(kx -Щ 
k(kx + k2) J 
Mint látjuk, aszerint, hogy kx vagy k2 tart zérushoz, megkapjuk a fenti két össze-
függést. Fx és Fj-nél nincs lényeges impulzusfüggés, így végül is az adódik, hogy 
Fx = F2= X « 0,85m*1, 
J n 
nagyjából összhangban a (7,2) kísérleti adatokkal. (Weinberg [28]-beli FX = F2= 
2 
= — / + » 1,2 m / eredménye, amely kitűnően egyezne a tapasztalattal, hibás.) 
J n 
11. Kn3 és Kn2 összefüggés 
A fentiekben ismertetett módszereket elsőnek Suzuki [29], valamint Hara és 
Nambu [22] alkalmazta a Kn3 bomlásra. Az itt következő levezetés Bélitől szár-
mazik [30]. 
A Kx3 amplitúdó (1. a 8. fejezetet) 
1 
f I6k10k20k30k0 
(п
Хх
п
Хг
п
Хз
\Н
к
\К
а
) = ,
 | , [(e1/2<Kx)Trя+я/ • (a + ßzß) + (231 ) + (312)]; 
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a zárójelben az utolsó két tag az elsőből a pionindexek megfelelő felcserélésével 
adódik, £f = Е/тк, Ej az /-ik pion energiája. Ha 
1 1 
-* 0, £j -»• — , e2 -*• ~2 > ез 0, 
(nxi nX2 n3\HJ А.) — - / = J = = = j[(<?1/2 < KJ Tr и+ + 
így 
/ír ír ír. i И I A' \ , 
1 1 ókjoAoAok, 
+ ( C / 2 < 7 Q 7 > < A ] (* + { /? ] + (е1/2л3+ KJTrn* л / a j . 
(Feltettük, hogy л
аз
 = л°.) (3,7) szerint 
j_n 
/ 2 k ^ Л 
/ 2 
| /2к3 0 Л 
/ 2 1 
NT T/V (е1/2 ^a) TrЛ+ nfA
 1/2 . /16к1 0к2 0к3 0к0 7л / 2 
Az első lépésnél kihasználtuk (3,3)-at, a második lépésnél pedig (8,2)-t és azt a tényt 
hogy F 3 = f ; = Д | г . A amplitúdóban csak a !zl 7| járulékot vettük figyelembe 
2
 / 2 
A kapott kifejezések összehasonlításából következik, hogy 
. + 4 _ o - i — 2 , 
2 a 
a = - Ж 1 / 2 . Ja 
Innen а AT,3 bomlást jellemző (8,4)-beli mennyiségek [22]: 
l
2At + - = A + , + = A°+ _ 0 = -V Л000 = (0,81 ± 0 , 0 1 ) • 1 0 _ e , 
S Î
 + _ = 0,30, S0+0+ = - 0,68, S°+ _0 = - 0,67. 
Az egyezés a tapasztalattal igen jó (1. a (8,4') adatokat). 
A A,3-beli | d / | = f - e s amplitúdót az alacsonyenergiás tétel Кж2 | d / | = f - e s 
amplitúdójával köti össze. így az utóbbi zérus (vagy kicsiny) voltából következik, 
hogy a \AI\=\ szabály a //^-bomlásban is érvényes. Ha a láncot továbbfolytatjuk, 
megkapjuk a szabály áramalgebrai indokolását: а К — Зл-—К— 2л—К — л—К —О 
amplitúdók sorozatának utolsó tagja \A\\=% átmenetet nem tartalmazhat — ily 
módon az áramalgebrából adódó összefüggés miatt a többi sem. 
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12. Nemleptonos hiperonbomlások 
Az alacsonyenergiás tételnek a hiperonbomlásokra való alkalmazásánál figye-
lembe kell vennünk, hogy a kn —0 határesetben a barionpólusok szinguláris járulékot 
adnak a mátrixelemhez, ezért a tételt a (3,8) alakban kell alkalmaznunk. A Born-
I 
I 
t i V 
i i 
ga" l В/ q Bg Ba> Q By' ; Вес p' S q w p P' W T S p 
2. ábra 
tagok járulékát a 2. ábrán látható gráfok írják le, ahol W a (By\Hw\Bx) gyenge 
vertex, S a (nBx.\By) erős vertex. Legyen 
(ßk, ct'p'\Hw\txp) = A(k,p',p), (12,1) 
s jelölje B(k, p', p) a pólustagok járulékát. (3.8) szerint 
А(к,р',р)-В(к,р',р)ъ- ' ~(p'\[F-ß,Hw]\P) + 
у2к 0 Jß 
+ lim [к
ц
Т
ц
-В(к,р',р)1 (12,2) 
k-o 
Т
ц
 = ~ ' ' f e-**0(xo)(p' \(A_ßß(x), H„m\p). 
\2k0 Jß J 
A-ba és ß-be az l / /2k 0 nevezőt is belevettük, 5 az összefüggés úgy értendő, hogy 
а к— 0 határátmenetnél l / / 2 k 0 rögzített. A — ß index a ß kvantumszámok töltés-
konjugáltjára utal. Az összefüggés felírásánál kihasználtuk, hogy Ft és At kommutá-
tora //„,-vel megegyezik. fß értéke: 
/7Г± = f n = Q,95mn, Л» = 4 -
Tß kiszámításánál a kommutátorban csak a barion közbenső állapotokat vesszük 
figyelembe, mivel а к —0 határesetben csak ezek adnak járulékot. Mint látjuk, 
(12,2) jobb oldalának kiszámításához a ( ß ' j A J ß ) , (nB'\Hs\B) és (B'\Aß\B) mátrix-
elemeket kell ismernünk. Mivel az elsőre kísérleti adatok nincsenek, az eddigi szá-
mításokat SU(3)-szimmetria feltételezésével végezték ([31], [32], [33], [34], [35]). 
Az effektív erős csatolást a 
H s = itfX'SX'Xßys фх <pß 
alakban írjuk fel, az axiálvektor áram mátrixelemei (1. a 6. fejezetet) pedig 
(et'Aßß(0)\a) =iuGx.xßyßy5u. 
A Goldberger—Treiman reláció alapján 
_ mx + mx. 
Ot.'ixß — f Gz'zß. 
Jß 
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Az effektív gyenge Hamilton-operátor: 
Hw = $AC«* + Dx.ayb)xl,a, (12,3) 
ahol az első tag a paritásőrző (Hpc), a második a paritássértő ( H p v ) rész. Egzakt 
SU(3) és CP-szimmetria esetén Dx,x = 0, vagyis CP-őrző, SU(3)-szimmetrikus 
paritássértő B'B csatolás nincs, és ekkor (12.2) első tagja csak az s-hullámú, második 
tagja csak a p-hullámú amplitúdóhoz ad járulékot. Az SU(3)-szimmetria keretében 
feltéve, hogy Hw egy oktett „6" tagjaként transzformálódik, 
4 - Cyx = fTrb; [A,BJ + dTr B+ {A6, B,} 
J Ti 
Dyx = 0 (5t/(3), CP), 
ugyanakkor 
Gx,xß = FTr В} [X„ Bx] + DTr В:, [lß, BJ 
F és D a 6. fejezetben bevezetett mennyiségek ( F + D = 1,2, D/F^l). 
A bevezetett jelölésekkel 
kpTp =
 ,.(Cyx + DyxyB)-
\ 2A0 h i I q J l o - P o - k o ) 
- (Cxr + Dx.ryB) ко) Grx_ßky\ uxx, 
ahol у а 2, a és у' а 2, b ábrabeli közbenső állapotra utal. 
q=p' + k, q'=P~k, q0 = yq2 + m2y, q'0 = \'q'2 + m2r. 
A Born-tag 
B(k,p',p) = -
[2A„ 
Sx
'
y
 - "
 75
 q2 + m] + Уз) К + 
+ ux.(Cx,r + Dx.ry 5) ,2 2y Srx. 
s itt 
q + y 
ÍP, ha 
q = p' + k = 
q' = p-k = 
ff', 
A2 = — ml-re 
ha к fizikai, 
ha A —0, 
p' , ha к fizikai, 
p, ha A —0. 
c n ' \ '
 1
 - Л í m,,. + my 
mx . + m y \ ( m r + m x m r + m x | I 
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к — 0-ra pedig 
В {к - 0, p' р) = -j-j/ \Ga.y_ß(mx. + my) 
\ 2 к0 h I 
т
у
 — т
л
, + iíc 
т
2
-т
2
х
. + 2р'к' 
.(С
у я
у5 + Dyx) + (ту + тЖагУ* + АА Д~ 
kßTß limesze 
т
2
х
 — т
2
, + 2рк 
i 1 _ —2p'k + (my + mx.) iíc lim kß Tß = -~=-jru 
ущ fß " \ " m2-mt. + 2p'k 
- 2pk + (mY + mx) ik 
' y a , m \ - m 2 . + 2pk ' ">'*-ß. 
s a különbségre egyértelműen kapjuk, hogy 
M(p',p) = lim (kßTß — B(k, p', p)) = 
k^O 
= - ^ Y p ü x , { G x , y _ ß ( C y x y 5 + D y x ) + ( C x r y 5 + D x . r ) G r x _ ß } u x . (12,4) 
5-re és kßTß-re a limesz külön-külön nem egyértelmű. (12,1), (12,2), és (12,4) egybe-
vetésével 
(ßk, a.'p'\Hw\ap) = B(k,p',p) — —L= (p'\[F_ß, Hw]\p) + M(p',p). 
\ К 
A jobb oldal második tagjában F_ß egy SU(3) generátor, hatása explicite megadható, 
és ekkor ismét egy (12,3)-mal leírható mátrixelem marad vissza. SU(3)-szimmetriát 
és oktett-dominanciát feltételezve az 5-, ill. //-hullámú amplitúdó (F, ill. G, 1. (9,l)-et) 
л°_ -(3f+d) 
Уб 
zz 
- — ( d - f ) 
f i 
d-f 
V6 
W-d) 
- (F+ D) —— (3/+ d) 
/ 6 7 (б ; 
(F+ £>)(</-/) + I - F ( Í / - / ) — - - - 1 + 
t m 2 - m N J [ m s - m N ) 
2D 1 
+ — — (3/+<ü 
( 6 ( 6 
í m с + mN t 
\т
л
 -mN )' 
—— (D+F)(d f f A 
ГПт + пи 2 
m£-mN J Y2 
mx + mN t 2Z> 1 
У 6 У6 
) у 2 \ms-mN ) 
(m^ nty  D 1 ( 
F{d—f) — - 1 + — — ( 3 /+ d) • ms + m 
\т
л
-т 
2D 
— td+f) 
У 6 
ад]. 
(ms + mA \ 1 (т^ + тл \ 
— - + 1 - ( D - F ) _ ( 3 / - d ) — — j 
ms-ms ) i/6 (ш2-отл / 
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Az ó-hullámú adatok önmagukban jól fittelhetők, ami abból is látszik, hogy F fenti 
kifejezései eleget tesznek a (9,2) és (9,3) jól teljesülő összefüggéseknek (a Lee—Suga-
wara reláció 23z + Aj = alakban áll fenn, ami kísérleti szempontból nem 
jelent különbséget). A p-hullámú amplitúdók ak-
kor elégítik ki a L — S relációt, ha M(p', p) járu- J 
lékát elhagyjuk (a ± 1 tagok a tömeghányadosok i 'T 
mellett) és az т
л
 — mN, m1 — mN, mE — m1 tömeg- A w 
különbségeket egyenlőknek vesszük. A kísér- , 
leti G-értékek önmagukban többé-kevésbé szintén | 
visszaadhatok, az s- és /j-hullámú adatok együtt j, • д * 
azonban már nem: az ó-hullámból számított / é s 
cl paraméterekkel a p-hullámú amplitúdók a 3. ábra 
mértnél két-háromszor kisebbnek adódnak. 
Mint a 9. fejezetben említettük, a paritásőrző résznél várhatóan lényeges sze-
repetjátszik az SU(3)-sértés. SU(3)-sértő járulék adódik pl. a 3. ábrán látható A-pólus 
diagramból ([36], [37]), mivel, mint láttuk, а (лп\Нру\К) mátrixelem — és így a 
(n\Hpc\K) amplitúdó is — egzakt SU(3) határesetében eltűnik. A A-pólus figyelembe 
vételével három paraméter áll rendelkezésünkre, ily módon F és G együttes fittelése 
erősen megjavítható [38]. Mindazonáltal még így is adódnak 50?/o-os eltérések a mért 
értékekhez képest. 
Az amplitúdóban az M(p',p) tagot el szokták hagyni, arra hivatkozva, hogy 
AM/2M arányban kisebb a fő járuléknál. Kumar és Páti [39] rámutatott, hogy M(p',p) 
figyelembe vétele lényeges; dolgozatunkban e mellett (12,3) paritássértő (és SU(3)-
sértő) részére (Da.x) is megadtak egy kifejezést egy modell alapján, s így három para-
méterrel (és a D/F arány kis megváltoztatásával) elfogadhatóan (maximálisan 30%-os 
hibával) repiodukálni tudták a kísérleti adatokat. 
V. CP-sértés 
A CP-invariancia sérülésének első (és a legutóbbi időkig egyetlen megfigyelt) 
megnyilvánulása a hosszú élettartamú A-mezonok két pionra való bomlása volt [21]. 
A jelenség konzisztens képbe való foglalására számos elképzelés vetődött fel, de 
egy sor kérdés — köztük az a fontos probléma, hogy a CP-vel együtt a Avagy a CPT-
invariancia (vagy esetleg mindkettő) sérül-e, és hogy milyen típusú a CP-sértő köl-
csönhatás — mindmáig megválaszolatlan maradt. A CP-sértés általános proble-
matikájával kapcsolatban Marx Gy. összefoglalójára [40] utalunk; itt röviden csak 
a K — nn bomlás fenomenológiáját és a legújabban kialakult kísérleti helyzetet tekint-
jük át. 
Mivel a CP-sértő kölcsönhatás természetét nem ismerjük, a A — tin bomlást 
leíró Hamilton-operátorról nem tesszük fel, hogy az egybeesik a gyenge kölcsön-
hatás Hamilton-operátorával. A teljes Hamilton-függvény 
H = tfo + tfj 
alakú előállításánál csak annyit használunk ki, hogy H0 CP-, T-, R = CPT- és SU(2)-
szimmetrikus, és hogy / / -gyei perturbációsan, a legalacsonyabb közelítésben szá-
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molhatunk. А |AT°> és \К°) /70-sajátállapotokra (nyugvó részecskéket tekintve) 
CP\K°) = - |K°>, R\K°) = |K°>, H0\K°) = m0\K°), H0\K°) = m0\K°>. 
A 
/ 8 k10k20k0 
összefüggéssel definiált A amplitúdó SU(2)-szerekezetét (8,2) adja meg. A teljes 
H CP-, T-, ill. /(-invarianciájából a (8,2)-beli amplitúdókra a következő össze-
függések adódnak : 
_ _ 1 3 5 
CP: At = A„ í - 2 > 2 ' 2 > 
T: All2 = \Avt\eiô°, Л1/2 = |Ä 1 / 2 | e f \ 
Л 3/2, 5/2 — |Л3/2, 5/2|e'02, A3/2)5/2 = [ Л3 /2 , B/gl^2» 
D. ~л „2iô0 A* ~Л — „2ióo A* 
JA- /«1/2 — e л1/2> лЗ/2, 5/2 — е Л3/2, 5/2> 
itt £>„, ill. ô2 az v-hullámú лл-szórási fázis az 7 = 0, ill. 7 = 2 csatornában. 
Legyen |/> egy tetszőleges fizikai állapot, s fejtsük sorba H0 sajátállapotai sze-
rint: 
\t) = 2 cr(t)e-iEfir), H0\r) = E,\r). 
r 
Tekintsünk olyan állapotot, amely / = 0-ban a j/f°) és [K°>-sajátállapotok valamilyen 
szuperpozíciójával egyezik meg, vagyis amelyre 
cr(0) = 0, ha г X K°, K°. 
Időtől függő perturbációszámítást alkalmazva a cr(t) együtthatókra elsőrendű 
differenciálegyenlet adódik, melynek megoldásait a 
с
к = н
к
е
ш
, cK = aKe
Ut 
feltevéssel keressük; ekkor az aK és aK együtthatókra a következő homogén egyen-
letet kapjuk [40]: 
2 Л
кк
-а
к
, = —kaK, К, K' = K°, K°. (V.2) 
K' 
Itt 
AKK. = (K\H1\KU + 2(K\H1\r)[p^—-inô(m0-Ef(r\Hl\Ky, (V.3) 
r f '"0 — ) 
m0 definícióját (V.l) adja meg. (V.2) akkor oldható meg, ha 
A = - у (Л
кк
 + Л
кк
) ± jf(AKK-AKKf + 4AKKAKK. (V.4) 
mint látjuk, két megoldás lehetséges, 
ks-*aSK=P, aSR = q, 1 т > | 2 + Ы 2 = 1 , 
Аь-*
а
к = P •> a\=q\ \p'\2+\q'\2 = h 
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s A-t a 
alakba írva 
A = — (w — m0) -F i . Г (V. 5) 
(V.6) 10« = Ks)e-i-<-'i-'+ 2 csr(t)e~iE-t\r), c?(0) = 0, 
\KS) = p\K°) + q\K°), 
\KL) = p'\K°) + q'\K°). 
(V. 6)-ból leolvashatjuk, hogy Á"s, ill. /fL/77s, ill. mL tömegű, T s , ill. Гь valószínű-
séggel bomló állapot. (V. 4) és (V. 5) összevetésével 
ahol 
ms -mL = - Re У(ЛКК - Лкк)2 + 4ЛКК Лкк, 
Г s - Г
ь
 = 2 Im X - A m ) 2 + 4 / 1 k A „ . 
Az (V. 2) egyenlet megoldása: 
ŰR ( + K K + H . 
р=Л/+Лкк, q = N+A + , 
p' = N_AKK, q' = N_ A_, 
vagyis 
ahol 
mL-ms+ -(Гв-Г£) 
N± = (|Лкк|2+|Л±|2)-4. 
A teljes Я Г-, R- és CP-invarianciájából következik, hogy 
T: A K K = AK K 
R - + K 7 C = A K K , 
Л . = - Л _ = Л = — 
1 
mL-ms+ 2 (rs-rL) 
N+ = N_ = ( | Л К К | 2 + | Л | 2 ) - / 
p = p'= NAKK, q=-q' = NA; 
CP: AKK = Л к к , Л к к = ЛЕ К , 
+KK = -
1 
= -
(V.7) 
р =r = -q = q = 
É2 
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Mint látjuk, CP-invariancia esetén (a közös fázisfaktortól eltekintve) 
KS = K^ ~(K°-K°), KL = к2 = -L(AJ + ÄC), 
azaz, a határozott tömegű és élettartamú állapotok a CP-sajátállapotok. 
A mérésekből a következő mennyiségeket szokták megadni : 
„ - I „ - A(KL-*n+it~) _ p'(A0-A2)-q'(Ä0-Ä2) 
~ * A(Ks — n+ л~) - p{A0-A2)-q(Äü-ÄJ) ' ^ Л > 
_ , » _ A(Kl-*k°7i°) _p'(A0 + 2A2)-q'(Ä0+2Ä2) 
4oo — \Чоо\е 00 — 
R+ = 
A ( K s л ° л ° ) p{A0 + 2A2)-q{A0 + 2A2) 
Г(К++ л+п°) _ \А+1  
Г ( А 5 - я + я ~ ) ~ \p(A0-A2)-q(Äо-Л2)|2 ' 
itt 
_
 0 Г(К$-*л°п°) = \р(А0 + 2А2)-д(А_п + 2А2): 
Г(К5^п+п-) \p(A0-A2)-q(A0-A2) |2 R0 = 2 
2 _ 
+ 0 = +1/2, + 2 = +3/2 + + 5 / 2 > + + = ^ ^ +3/2 — У 2 +5/2-
На a CP-invariancia nem sérül, =qoo = 0, s ha fennáll a \Al\=i szabály, 
R+=0, R0 = \, q+_=q00. 
A további analízist azzal a feltevéssel végezzük, hogy az elemi részek minden köl-
csönhatása CPT-invariáns. E feltevés mellett elméletileg is és kísérletileg is nyomós 
érveket lehet felhozni. A térelméletben a CPT-invariancia általános elvekből (loka-
litás, Lorentz-invariancia, spin és statisztika közötti összefüggés) következik [41]. 
Másrészt, ha egy részecske és antirészecskéje között szuperkiválasztás áll fenn, 
a CPT-szimmetria folyományaként tömegük és élettartamuk megegyezik. így 
az ms — mL tömegkülönbség kicsiny voltából az adódik, hogy a CPT-invariancia 
az erős kölcsönhatásokban 10-14, az elektromágneses kölcsönhatásban 10~12, 
a nemleptonos ritkaságőrző gyenge kölcsönhatásban 10~8 pontossággal teljesül. 
А g + - és /("-élettartam mérése mutatja, hogy a tiszta leptonos kölcsönhatás 10~3 
pontossággal CPT-invariáns. 
Mint láttuk, CPT-invariancia esetén 
A0 = e™«At, Ä2 = e2iilA2, 
p'=p, q' =-q. 
A tapasztalat szerint a j A 7| =-j- szabály jó közelítésben érvényes, azaz \A +1, |Л2|<к|Л0|, 
ezért a | z l / | > | - e s amplitúdókat csak a legalacsonyabb közelítésben vesszük figye-
lembe. Az (V. 8)-beli mennyiségek ekkor a következőképp írhatók : 
jg pA2e~iô* + qAîeis* 
f A j ' 
(V.9) 
„ .. pA2e~iÓ!! + qAtei02 
q00 = е + 2е'6?- 2 4 2 
'l+ol 
l + J 2 „ . 6 
R + =
 f l j 2 ' R o = 1 + F n + o l ReeU-r*(PA*e~"'-iAîeUM')' 
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ahol 
(V.9)-ből 
pe'4> JLge-'<P 
£ = ————, Г = pe^-qe-"", (p=argA0-ö0, pe'v — qe - itp 1 
Ô •-- ô2-ô0, 
3e = 2q+_+qno, 
(V.10) 
(V. 11) 
s mivel a tapasztalat szerint mind + mind \q00\ 10 3 nagyságrendű, innen követ-
kezik, hogy |£|<к1. p és q e-nal és r-rel kifejezve 
re 
1 + - , q = - re" 
s a \p\2+\q\2=\ összefüggés miatt |r| « /2 , « 1 . p és q kifejezését (V. 9)-be beírva 
végülis kapjuk : 
»/+_ = £ + £ 2 , 
4oo = £ — 2E 2 , 
1 А
м
 Г 
R, 
Rn 1 + 6w cos d, 
s itt 
A 
A
 0 
- ieid lm - - - , и = R e e -и
21
* 
A 
Az (V.7) és (V.10) relációkat összevetve 
1-е 
T+E - ( l - 2 e ) = 
Ae-2'* 
ahonnan 
Ü k 
(V.12) 
1 Л
кк
е
2
^-Л
гк
е-
21ф 
s = к к
1 (Л« - ЛЫе2'" - i Im (Лкке-2'*) 
mL — ms 4 - — ( f s — Гь) 
(V.3) alapján 
у ( Л я = 
itt az összegben a fő járulékot а 2 л, Зл és a л/v közbenső állapotok adják — a AQ = AS 
szabály teljesülése esetén az utóbbi elesik. Feltéve, hogy а 2л; 1 = 2 és a л/v köz-
benső állapotok figyelmen kívül hagyhatók (ez egzaktul fennáll, ha és 
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AQ = — AS átmenetek nincsenek), és а Зл csatornában a CP-sértés kicsiny, 
i(Akk — Лкк)?2'*1 tiszta képzetes. Ugyanis ekkor 
I(/!«•-Л%
к
) ^-iZ(K\H1\2n-r = 0)nô(w0-Ein)• 
ily módon 
• (2л; Г = O j H t \ K ) ~ -iA*A„ ~ — te ip-'Utp • 
в ~ 
mL-ms+ 2 ( Г s - 4 ) 
A ~ jel mindenütt valós arányossági tényezőre utal. E szerint e fázisát mL — ms 
és r s ~ r L értéke meghatározza: 
arg £ = arc tg 2(mL-ms) 
Г.-Г. 
arc tg 2(w L - i » s ) 
4 
(V.13) 
A mérések szerint 2(mL — ms)^rs, így arg£%45° vagy 225°. 
А А —лл bomlásokra vonatkozó kísérleti adatokat az I. táblázat mutatja, 
és |>700| értéke eléggé bizonytalan. Nagy mértékben tisztázta a helyzetet az a tény, 
hogy nemrég a KL — л/v bomlásban is sikerült CP-sértést kimutatni ([42], [43]) és 
meghatározni в valós részét. Az általánosság kedvéért АО = — AS átmeneteket is 
megengedve 
ahol 
r(KL-*n-l+v) 
A(K°-*n~l+v) = / 
Pf+ j 
pg+q.f I' 
A(K°-*n+v) = - / 
A(K°-~n+l-v) = g 
JAQ = AS 
Л ( К ° - л " / + v) = - f 
CPT-invarianciából / = / * , £ = s az 
x = y = e2'"* 
_ d ß = - d S . 
jelölésekkel, valamint (V.12) alapján 
r ( À i - j r - / + v ) _ 
Г ( 4 - л + / " г ) 
у* _ 
1 - Е 
T + I *  
' —£ 
í í e 
1 + 4 R e £ М т Г  
l - j f 
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Mint az 1. fejezetben láttuk, |y| kicsi (a CP-sértés figyelembe vételével Л+О) (1,6) 
kifejezésében is x helyébe у lép), s mivel értéke egyébként bizonytalan, a kiértékelés-
nél egyszerűen 0-nak vették. A [42] mérés а К
ц3, a [43] mérés a Ke3 bomlásban hatá-
rozta meg Ree értékét. Az eredmények: 
í (2,0 + 0,7)-10"3 [42] 
R C £ =
 1(1,12 + 0,18)-10-3 [43]. 
A közölt hiba tisztán statisztikus; у 0-tól való eltérése megnövelt hibával vehető 
figyelembe. Re e pozitív volta arg e két lehetséges értékéből a 45° körülit választja ki. 
A rendelkezésre álló adatok alapján az |>fool és e mennyiségekből kiin-
dulva és az (V. 11) összefüggést felhasználva a 4. ábrán szemléltetett analízist végez-
hetjük. 9+_-ra két lehetőség adódik, 100° és — 18°; a regenerátorral végzett méré-
sekből [44] 9 + _ =84°, ami az első értéket választja ki. 9 + _ lerögzítésével 900 és e2 
is egyértelműen adott. Aszerint, hogy lm е'0(Л2/Л0)<%, arg e2147° = <5 ± у vagyis 
<5 = <52 — ű0 = 57°, ill. —123°. A nN-~nnN reakciók elemzéséből többé-kevésbé 
egybehangzóan [45] |ó0|(500 MeV) =45° ± 10°, |<Ц600 Mev) = 10° ± 5°; ez, ha <50<0 
és ô2 > 0 jól összhangban van a ô = 57° megoldással. A mérések szerint ô0 és <52 
valószínűleg ellenkező előjelű, az abszolút előjellel kapcsolatban azonban a kísér-
leti helyzet eléggé ellentmondásos és egyelőre inkább a <5„>0 lehetőség mellett szól. 
Amennyiben ű-nak a F-bomlásokban és az erős folyamatokban meghatározott 
értékét nem sikerülne összeegyeztetni, le kellene mondanunk a CPT-invariancia 
hipotéziséről. (Megjegyezzük, hogy ha mL — m s < 0 lenne, a 4. ábrán minden fázis-
8* 
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szög — igy <5 is — jelet váltana, míg az abszolút értékek változatlanok maradnának. 
Az eddigi kísérletek határozottan az mL — m s > 0 verziót támasztják alá.) Minden-
esetre a jelenlegi adatokból még nemigen lehet határozott következtetést levonni, 
mind |t/00| értéke, mind <50 és <52 előjele túlságosan bizonytalan, s kívánatos lenne 
megbízható független meghatározása is. 
Ami a CP-sértő kölcsönhatás izo-tulajdonságait illeti, ha |í/00| nagy értékét 
a további mérések megerősítik, a \A 1\amplitúdó jelentős. Annyi bizonyos, hogy 
a CP-sértés nem lehet maximális egyedül а | Л / | = | vagy а | Л / | = | csatornában. 
Ez esetben ugyanis (A£p = 4 2 p ) 
arg A2 — ô2 = 45°, 
lenne, s ha pl. A2=A3 
arg A0 - <50 = 0 
1+ 3/21 
l + ol 
lm 3/2 j 
e i ( a rg A3/2-Ó2) 
e i ( a r g A o - á o ) ~ y 2 l + o 
9 A 3 / 2 ami ellentmondásban áll azzal, hogy R+ = j 
4 +0 
10-
ugyanilyen nagyságrendű. 
R0 értékét pontosabban ismerve többet lehetne mondani, de itt az elektromágneses 
korrekciók bizonytalansága miatt sokkal jobb adatra nem nagyon számíthatunk. 
1. TABLAZAT 
1. Kísérleti adatok 
I+-1 
[tool 
9+ -
r. 
Л. 
(mb - mJ/Г, 
Ree 
(2,15 + 0,05)-10"3 
0,89 + 0,04 
(1,96 + 0 ,09)-10 - 3 
(4,3ÍS;J)-10-3 
(4,17 + 0,30)-Ю-3  
84° ±17° 
(0,383 + 0,004) cm- 1 
(0,59)±0,03)• 10 - 3 cm" 
0,44 + 0,028 
0,48 + 0,026 
(2,0 + 0,7)-lO"3 
(1,12 + 0,18)-10"3 
2. A KL-bomlás analíziséből kapott értékek (a) 
arg s 
Id 
9+-
$ 0 0 
kai 
41° ± 2 ° (a) 
44° ± 2 ° (b) 
(1,48 + 0,28)-lO"3 
1 0 0 ° 
—9° ± 5 ° 
(1,69 + 0,2)-10~3 
570 + 40 
(a) Felhasznált adatok: [43], [47], [48] 
b) A m / Г , = 0 , 4 8 alapján 
[14] 
[14] 
[43] 
[46] 
[47] 
[44] 
[14] 
[14] 
[48] 
[49] 
[42] 
[43] 
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HADRON-DINAMIKA* 
KUTI GYULA 
Eötvös Loránd Tudományegyetem, Elméleti Fizikai Intézet 
1. POTENCIALSZÓRÁS 
A szórásfolyamat (fizikai kép) 
Parciális hullám-amplitúdók 
A teljes szórásamplitúdó 
Fizikai kép a Regge pólusokról 
2. R E Z O N Á N S ÁLLAPOTOK DINAMIKÁJA 
Potenciálszórás 
Általános elmélet 
3. RELATIVISZTIKUS S-MATRIX ELMÉLET 
Lorentz invariancia, amplitúdók dekompozíciója 
Uniteritás és maximális analicitás 
Részecske-pólus megfeleltetés 
Antirészecskék és crossing 
Normál küszöb elágazási pontok 
A fizikai levél 
Hermitikus analicitás 
Két-részecske szórásamplitúdó 
Impulzusmomentum dekompozíció 
A Froissart limit 
Komplex impulzusmomentum 
Bootstrap dinamika 
Hadron-dinamika 
A hadronok erős, elektromágneses és gyenge kölcsönhatásait ütközésekben 
analizáljuk. A mindig jelenlevő elektromágnesség és gyenge csatolás miatt csak 
nagyon kevés igazán stabil részecskét találunk, legtöbb ütközésben véges élettartamú 
rezonáns állapotot keltünk és tanulmányozunk előre kiválasztott szempontok sze-
rint. Jellegzetes példa a töltött n mezon: proton-proton ütközésben keletkező 
instabil állapot Г = 3,8-10® sec - 1 szélességgel. Г - 1 elegendően hosszú idő, hogy 
stabil részecskékhez hasonlóan, targettel ütköztetve vizsgálhassuk erős kölcsön-
hatásait. A produkció mechanizmusától független gyenge bomlásokat viszont olyan 
feltételek között észleljük, ahol a n mezon élettartamával összemérhető ideig repül 
a kísérleti berendezésben. 
* Bevezetés az Eötvös Loránd Fizikai Társulat által rendezett VII. Elméleti Fizikai Nyári 
Iskola anyagához M. Froissart és G. F. Chew összefoglaló előadásai alapján (Les Houches, 1965). 
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A kölcsönhatások hierarchikus rendjének a következő elképzelés ad pontosabb 
tartalmat: először modell-világot definiálunk, ahol csak erős kölcsönhatások ala-
kítják a hadron-anyagot és minden olyan részecske stabil, aminek a véges élettar-
tamáért az elektromágnesség vagy gyenge bomlások felelősek. Ez a világ csak a teo-
retikusok fejében létezik, de újabb input már az elektromágneses és gyenge folyama-
tokról is számot ad: a lokális áramok mint az elektromágneses tér és a W mezon 
forrásai (utóbbi lehet csak matematikai kifejezés a kontakt áram-áram alakú gyenge 
csatolásban) teljessé teszik az elméletet. Az erős kölcsönhatások ismeretében a had-
ronok lokális áramai meghatározhatók és kialakul a koherens kép arról, amit jelenleg 
részecske-fizikának neveznek. Nem szabad elfelejteni, hogy ez a séma a világ modelli-
zálása, ami végül is visszaadja a megfigyelt jelenségek finom részleteit. 
Mindenképpen érezhető, hogy elsődleges feladat megérteni a hadronok erős 
kölcsönhatásait. Az analitikus S-mátrix elmélet egy lehetséges út a hadron-fizikához, 
hogy hova (de hova?) vezet, arra választ csak az idő hozhat, mégis induljunk el 
rajta. 
1. Potenciálszórás 
Az ütközéselmélet legegyszerűbb példája, amikor nemrelativisztikus, zérus 
spinű részecske véges hatótávolságú merev erőtéren szóródik. Ez olyan K(r) poten-
ciált jelent, amelyik véges térrészen kívül gyakorlatilag nem változtatja a részecske 
szabad mozgását. A lényeges pont az, hogy a relativisztikus fizika komplikációi 
nélkül kerül elénk dinamika és analicitás kapcsolata a szórásamplitúdók komplex 
változóiban. 
A i/ffr, t) állapotfüggvényt a Schrödinger egyenletből számítjuk: 
a 
г
(
д
-ф(г,0 = Нф(г, 0 , ( M ) 
ahol H=—A + V(r) a h=c = 2m = \ egységrendszerben. Kísérletileg realisztikus 
Yukawa típusú potenciált választunk: 
V(r)= f dpo(n) — , (1.2) 
J у 
до 
ahol 
J dp \a(p)\ = С <oo és /!„ > 0 . 
до 
Az analízis szélesebb osztályra is elvégezhető kissé komplikáltabb matematikával, 
de már a Yukawa potenciálok által meghatározott szórásamplitúdók is elegendő 
fizikai érzést adnak a relativisztikus S-matrix elmélethez. 
A szórásfolyamat (fizikai kép) 
Először az időtől független Schrödinger egyenletet oldjuk meg minden к vek-
torhoz speciális határfeltétellel: 
H j + \k,r) = £i/ó + )(k,r) (1.3) 
E = k 2 
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A határfeltétel nagy r értékekre: 
i/Л+> (k, r) -* eik" + — А (к', к), k' = к —. (1.4) 
r r 
Az (1.4) határfeltétel is teljesül, ha (1.3) helyett a megfelelő integrálegyenletet 
oldjuk meg: 
i/d+) (k, r) = eikt — —F J d3r' CXPffJrr~r1) V( т')ф^(к,т'). (1.5) 
Az A(k', k) szórásamplitúdó forgásszimmetrikus potenciál esetén csak к '—к 
függvénye. 
А (к', k) = — — I d3 r exp ( - i k ' • r) • V(t) fi+>(k, r). (1.6) 
Időtől függő elméletben a fi + \k, r) függvényekből hullámcsomagot készítünk 
/ ( k ) amplitúdóval 
ф (r, f) = f d3 kf (k) • е~ш fi+)(k,r), (1.7) 
/ (k ) - t éles csúcs jellemzi egy adott k0 érték körül. A t — — °° határértékben 
il/(r,t)=>\liin(r,t), 
Фг„(г, t) = /rf«k/(k)e-«t»-to), 
vagyis a messzi múltban a részecske szabadon mozog k0 átlagos impulzussal. ф(г, t) 
kiértékelhető a távoli jövőben is (/ — + ° ° ) : 
ф(г, t) =>i//out(r, ?), 
ф
ом
(т, t) = f d3 k / ( k ) exp [ / ( k - r - E t ) ] + f dk f(k) • r ~1 exp [i (kr - Et )J А (к', k) . 
(1.9) 
Az (1.9) egyenlet közvetlenül mutatja i/«(+)(k, r) fizikai jelentését idő-függő szem-
pontból. A fi+) függvény az origótól távol csak egy kifutó gömbhullámban külön-
bözik a il/0 = eik l szabad hullámfüggvénytől, ami a kollimált és jól kontrollált befutó 
nyalábot írja le. A kifutó gömbhullámot a targettől (origó) távol figyeljük meg, 
ahol „lokálisan sík" és (1.4) mutatja a szórt részecske-fluxust a befutó fluxushoz 
viszonyítva: 
%=\A(k>,k)\\ (1.10) 
Parciális hullám-amplitúdók 
(rOcp) polárkoordinátákat és az Y|"(0, cp) gömbharmonikusokat bevezetve 
< K r ) = 2 ( 2 / + l ) Y r ( ö , . 
l,m I 
Közvetlenül az időtől független radiális Schrödinger egyenletet kapjuk: 
d2u,(r) 
dr2 + ufr) — 0. (1.11) 
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/ 
ко 
V(L) 
rQ(oo-z0) 
Y 
l.la ábra. A messzi múltban k0 impulzusú lokalizált felhő 
z о 
szabadon fut a target irányában, t = (v0 a felhő cent-v0 
rális sebessége). A kölcsönhatás csak t=0 körül kezdődik 
te 
Il II 
!<o 
4 
m 
X-
A-
1.1b ábra. A távoli jövőben a kölcsönhatás kö-
vetkeztében egy szórt gömbhullám is megjelenik 
a targettől r^v0t távolságban, A(k', k0) amplitú-
dóval a beeső k0 irány körül 
(1.11) megoldásait vizsgáljuk a jól ismert « , (0)=0 határfeltétellel. A szórásampli-
túdó értelmezéséhez szükségünk van az щ(г) megoldás és a szabad /(Ar) hullám 
összehasonlítására : 
d'jfikr) 
dr2 + A
2
-
/ ( / + 1 ) j,(kr) = 0. (1.12) 
A szabad megoldásokat kifutó és befutó részre bontjuk: 
j,(kr)=~[hf(kr)-hr(kr)]. 
Aszimptotikusan / ( A r ) ~ sin |аг— ' 2 | , hf (kr) ~ exp 
Nagy r értékekre 
±i\kr-
ln 
ui (kr) =
 2. [ f f (A) • К ( A r ) - f f (A) • hf (Ar)]. (1.13) 
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Az S-matrix elem az / impulzusmomentumú parciális hullámban : 
S i ( k )
= P m = e2iá'- ( 1 Л 4 ) 
2<5,(A) a fázisváltozás a befutó és kifutó hullám között, /Г(А) a befutó hullám 
amplitúdója, / / ( A ) a teljes kifutó hullám amplitúdója. A szórt hullám amplitúdója 
/ / ( A ) —/,~(A). A szórásamplitúdó 
1 szórt hullám 1 f + — f ~ . . . 
ű<(*> = 2í befutó hullám = W = в ш * ' в " ' ( U 5 > 
A Jost függvények analitikus tulajdonságai. A lényeges pont a Poincaré tétel : ha egy 
differenciálegyenletben koefficiensként egy változó paraméter szerepel, a paraméter-
től független határfeltételnek eleget tevő megoldás a paraméter analitikus függvénye. 
Az ufir) megoldáshoz r = 0-nál w,(r)/r ,+1 —1 határfeltételt választunk. Ez 
explicit módon nem tartalmazza A-t, tehát n,(r) A2 analitikus függvénye. Következő 
lépésként az / i±(A) Jost függvények analitikus tulajdonságait vizsgáljuk. 
fr(k) = (2/+-V!! + j J V(r) hj(Ar)ut(r)dr. (1.16) 
0 
Az ( 1.16) formula viszonylag könnyen ellenőrizhető, most nem töltjük az időt levezeté-
sével. (1.16)-ban minden analitikus a komplex A-változóban. Ahol az integrál egyenlete-
sen konvergens, ott fr(k) is analitikus. (1.2)-ből nyilvánvaló, hogy az integrál jói kon-
vergál valós A-ra. Komplex A értékeknél vigyázni kell, mert A,+ (Ar)«exp y j j 
exponenciálisan nőhet és az integrál felrobbanhat. Aszimptotikusan: 
I V(r) • hj (Ar )m , ( r ) \<e- p ° r e- l m k r { \ f+ \e - l m k r + \f-\e+lmkr}. 
Ebből látható, hogy az integrál biztosan konvergens amíg I m A > - y , / f ( A ) így 
analitikus az lm A = — y tartományban a A = 0 pont kivételével, ahol pólus lehet. 
A V(r) potenciál analitikus a komplex r változóban. w,(r) reguláris differenciál-
egyenlet megoldása (az r = 0 pont kivételével) ezért szintén analitikus. A jobb 
konvergencia érdekében (1.16)-ban az integrálás kontúrja megváltoztatható az /"-síkon. 
A valós tengellyel a szöget bezáró sugár mentén integrálunk 
R =z Q. e'", Q valós. 
Az integrandusban aszimptotikusan 
exp [ — p0 cos a — 2 cos a lm A — 2 sin a Re A] • q . 
л 
Re A előjelétől függően ± y - h e z elég közeli a-val az exponens mindig negatívvá 
tehető. ReA=0-nál ez lehetetlen, ezért pillanatnyilag csak az I m A > — g0/2 tar-
tományban tudjuk az analicitást bizonyítani (1.2 ábra). 
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Valós k-ra f+{k) = [ff{kj\*. Az [ff(к*)]* függvény analitikus k-ban és a valós 
k-tengelyen megegyezik az [ff(k)Y függvénnyel. Ezért 
f,4k) = [fr(k*)\* (1.17) 
mindenütt, hiszen a valós tengelyen egyenlők. 
© 
Mp 
2 
1.2 ábra. f j f j c ) analitikus a — -tői 
k = — /«-ig felvágott komplex síkon, a 
k = 0 pontban pólus szingularitással 
> 
< f 
( 
1 v 
© 
1.3 ábra. Az /,+(k) függvény 
analitikus tulajdonságai 
A szórásamplitúdó analitikus tulajdonságait (1.15)-ből olvassuk le. Nyilván-
való, hogy meromorf függvény (analitikus, pólushelyek kivételével) a ázipj2 
ponttól ±/°°-ig felvágott k-síkban. A pólusok lokációját meghatározzák f f (k) 
zérushelyei. Könnyen belátható, hogy f f ( k ) zé-
rushelyei az alsó félsíkon és a pozitív imaginá-
rius tengelyen fekszenek. 
A pólusok fizikai interpretációja. A legkönnyebb 
értelmezni a pozitív imaginárius tengelyen fek-
vő pólusokat. Ebben az esetben (1.13) szerint 
if с 
1.4 ábra. Az ajk) amplitúdó analitikus 
tulajdonságai, ajk) meromorf a felvá-
gott komplex k-síkon 
«« (r)~ f f , + { k ) h { k r ) ~ r ' ~ l f , + W e~ l k ] r-
(1.18) 
Ez kötött állapot-megoldás. Megfordítva, min-
den kötött állapotnál f f ( k ) = 0, ami pólushoz 
vezet a szórásamplitúdóban. 
A valós tengelyhez közel fekvő pólusok in-
terpretációja szintén világos: kötött állapotok 
komplex energiával, tehát instabil rezonanciák. 
Az alsó félsík imaginárius tengelyén ülő pólusok „virtuális állapotok". Érdemes 
megfigyelni, hogy a rezonancia-pólusok mindig párosával lépnek fel, míg a kötött 
és virtuális állapotokat egyetlen pólus reprezentálja. 
Nem túl széles rezonancia esetén f f ( k ) közelíthető: 
/ f ( k ) ~ C ( k - a ) ( k + a*). 
Ezért 
a*) (k 4- a) — (k — a) (k + a*) _ 2 k l m a ^ 1 (k-
Ж
 fii ( k - a ) (k + a*) k2— la!2 —2iklma ' 
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к változását elhanyagolva — 4 к 1 т а = Г, 
ami a jól ismert Breit—Wigner formulához 
vezet. 
A dinamikai állapotokról teljesebb fizi-
kai képet a 2. fejezetben fogunk kialakítani. 
Tanulságos dolog k2 függvényében is 
megvizsgálni a parciális hullámok analitikus 
tulajdonságait. A négyzetgyökvonás kétértel-
műsége miatt a következő konvenciót 
fogadjuk el: a „fizikai" négyzetgyökre 
lm к > 0 , lm к = 0 esetén pedig Re к > 0 defi- l-5 ábra. Az ajk2) amplitúdó 
niálja a k2-hez tartozó „fizikai" négyzetgyö- k é t R i c m a n n l e v e l e 
köt. Ezzel mindent definiáltunk a k2-síkon. 
A másik к értéket „nem-fizikainak" fogjuk nevezni. 
Szemléletes lehetőség úgy tekinteni a k2-síkot, mint két Riemann levél, amelyek 
a pozitív valós tengely mentén közlekednek egymással (1.5. ábra). 
Az (1.4) ábrán mutatott eredményeket könnyen áttehetjük az új változó Riemann 
felületére (1.6. ábra): 
Á2) ^f) virtuális állapot 
kötött
 x / 
bat váqás atlaPot 0 bal vágás Г 0 % rezonancia 
í x о X о  
x 
X 
1.6 ábra. Az amplitúdó analitikus tulajdonságai a k2 változóban 
a) fizikai levél b) nem-fizikai levél 
A kötött állapot-pólusok a fizikai levélen, a virtuális állapotok és rezonanciák 
a nem-fizikai levélen jelennek meg. 
A teljes szórásamplitúdó 
Az (1.4) egyenlettel definiált A(к, k') amplitúdó gömbszimmetrikus potenciálra 
csak k2 és cos 0 függvénye (0 a к és k' vektorok közötti szög). 
A(k\ cos 0) = Z (21+1) a, (k2)P, (cos в). (1.20) 
к i = 0 
Amíg az (1.20) sor konvergens, a,(k2) analitikus tulajdonságai k2-ben átöröklődnek 
az A(k2, cos 0) amplitúdóra is. A konvergencia meglehetősen gyenge és hatékonyabb-
nak bizonyult visszanyúlni a Schrödinger egyenlethez, cos 0 helyett kényelmesebb 
második független változóként a t negatív impulzusátadást bevezetni: 
t = 2k2(cos 0 — 1). 
Ekkor A(k2, cos 0) —A(k2, t), a második függvényalakot tulajdonképpen más betű-
vel kellene megkülönböztetni. 
/ 
fizikai leve/ 
nem-fizikai levét 
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1.7 ábra. A diszperziós reláció származtatásában 
а С kontúrra integrálunk 
Fix negatív t-re a Schrödinger 
egyenlet vizsgálatából megmutatha-
tó, hogy A(k2, t) analitikus &2-ben 
a zérustól + °°-hez futó jobb vágás-
sal és esetleges pólusokkal a negatív 
valós tengelyen. Másik eredmény, 
hogy nagy k2 értékekre az amplitúdó 
a Born közelítéshez tart, ami a po-
tenciál háromdimenziós Fourier 
transzformáltja az impulzusátadás 
vektorban. 
AB(k2,-u2) = ~jnJe~ "Tv(r)d3r. 
Behelyettesítve v(r) (1.2) kifejezését: 
f g (ß) dp  
J f — t A
B(k2,t) AB(t). 
(1.21) 
A Cauchy tételt alkalmazzuk az A(k2, t) — AB(t) függvényre az 1.7. ábrán jelölt 
С kontúrral. 
А С kontúron belül fekvő к2 értékekre: 
Л (Л
 + Л/^<*" + Л Г ~ 0 0-22) 
Ri а —В, pontban megjelenő pólus reziduuma (ß = kötési energia). A kontúr járu-
léka a végtelenhez tartó körre eltűnik mivel A(k2, t) — AB(t) elegendően gyorsan 
zérushoz tart. Valós t-re 
A(k2,t) = A* (k*2, t), 
így az (1.22) diszperziós reláció ismertebb alakra hozható: 
lm A(k'2 + io, t) 
k'2-k2 dk'
2
 + AB(t). (1.23) 
Az (1.24) formulával összehasonlítva kapjuk, hogy Rjt) arányos 7>,.[1 — (í/25,)]-vel 
(az i indexű pólus az parciális hullámban jelenik meg). 
(1.23)-ban az lm A(k'2 + Ю, t) = As(k'2,t) abszorptív rész kifejthető: 
As(k2, 0 = 4 2 (2 / + D \aÁkYpi (cos 0). 
К i
 = Q 
(1.24) 
Itt felhasználtuk, hogy 
lm a,(k2) = sin2 <5,(k2) = \a,(k2 
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A í-függést a Pi polinomok hordozzák, amik nyilvánvalóan analitikusak. így külön-
böző k2 értékekre (1.24) minden konvergenciatartománya egyúttal analicitási tar-
tományt is jelent a f-változóban. Az ajk2) amplitúdókra adódó korlátokból az 
1.8 ábrán látható konvergenciatartományokat kapjuk az (1.20) és (1.23) sorokra: 
A cos 0 síkban az (1.20) sor biztosan konvergens az F j ellipszis ^fókuszpontok : 
± 1, nagy tengely: 2 ( l határolt tartományban. Az (1.24) sor a nagyobb 
F2 ellipszisen belül konvergál | j lm 0| < 2 arc cos h ( l • 
Most megpróbálunk nagyobb analicitási tartományt találni az abszorptív 
részre. Az előző tartományt úgy kap-
tuk, hogy csak a sor egyes tagjai-
nak abszolút értékére kerestünk 
felső korlátot. Azonban komplex 
cos 0-ra PJcos 0) fázisa gyorsan vál-
tozik / Re 0 körül, míg ajk2) való-
színűleg sima, nem oszcilláló függ-
vény /-ben. Végeredményben gyor-
sabb konvergenciát kapunk és a 
sor analitikusan folytatható az ellip-
szis által határolt tartományból. 
Technikailag mindez távolról 
sem ilyen egyszerű. Pillanatnyilag a, 
csak egész /-re definiált, de ha értel-
mezzük is minden valós /-re, mit je-
lent a függvény „sima" viselkedése? 
A sin л/ függvény jól szemlélteti a 
nehézséget. Egész / értékekre zérus 
és sima viselkedést mutat, célunknak azonban biztos nem felelne meg, mivel kerülünk 
minden problematikus oszcillációt: sin л/ nagyon rosszul viselkedik a ±/°° irá-
nyokban. Az a,(<5) függvényt simának mondjuk, ha van egy analitikus függvény 
ami interpolál egész / értékek között és a végtelenben sin л/mél jobban viselkedik. 
Ebben az esetben a Carlson tétel miatt egyértelmű az interpoláció. 
Carlson tétel: ha f(z) analitikus R e Z > 0 - r a , teljesül 
(cÓ7 
iC* X 1 +/ J 
У 
1.8 ábra. A parciális hullám-kifejtések konvergencia-
tartományai az Ek és E2 ellipszisen belül fekvő pon-
tok a cos 0 síkon 
| / (z) | < C - e a l I m Z l + " R e Z , a < л 
és а függvény eltűnik minden egész Z-nél, akkor azonosan eltűnik. 
A tételt úgy használjuk ki, hogy az (1.24) sort kontúr-integrállá alakítjuk és 
a kontúrt a végtelenben célunknak megfelelően változtatjuk. Első lépésként a Schrö-
dinger egyenletbe komplex /-változót írunk és a Jost függvényekből megállapítjuk, 
hogy ajk2) imaginárius irányban hatvány-viselkedést mutat /-ben, megtartva ex-
ponenciális esését valós irányban. Mivel ajk2) két Jost függvény hányadosa, pólu-
sok (Regge pólusok) megjelenhetnek, de minden valós к2 értékre az /-sík első negye-
dének véges tartományában. 
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Az (1.24) sor kontúr-integrál alakjában írható (1.9. ábra): 
1 í ajk2) [ajjk2)]' F /J -cos ö) 
2/ J sin л/ 
а, (к2) «,*(£*)]* P, ( 0 (2/ +1)7 / . (1.25) 
C l 
(sin л/) 1 reziduuma (—l) ' /n. A váltakozó előjelet F, negatív argumentuma kom-
penzálja. A (sin л / ) - 1 konvergencia-faktor miatt Cj átvihető a C2 kontúrba. A lénye-
ges pont az, hogy /-hatványokat elhanyagolva F((— cos 0) a végtelenben mint 
exp [lm/(л — 0)] viselkedik. így az (1.25) integrál a C2 kontúrra véve jól konvergál 
a Re 0 = 0 pont esetleges kivételével, tehát pozitív valós /-re. A Re 0 = 0 pontban 
(1.25) konvergenciája részletesebben függ ajk2) viselkedésétől a ±/°° irányokban. 
Megmutatható, hogy elegendően reguláris cr(g)-ve 1 az integrál még mindig egyen-
letesen konvergens. 
Mindez indikálja, hogy az Ajk2, t) abszorptív rész mindenhol analitikus, kivéve 
esetleg a valós pozitív /-tengelyt, ahol a F,( — cos 0) függvény vágása fut. Az előbbiek-
ből már tudjuk, hogy Ajk.2, / ) analitikus a valós tengely E2 ellipszisen belülre eső 
szakaszán (1.8. ábra). Végső konklúzió: a függvény analitikus a /-sikban /0 = 4/<0 + 
„ 4 
+ -tői + °°-ig futó vágással. 
К 
Szeretnénk Ajk2, t) analitikus tulajdonságait integrál-relációban kifejezni. 
Ehhez szükségünk van Ajk2, t) aszimptotikus viselkedésére a /-síkban. Tudjuk, 
hogy aszimptotikusan |F,(cos 0)| s e | l m í e | másfelől a C2 kontúr csak valami-
lyen /V-nél kisebb Re I értékeket kever az integrálásba. Az integrandusban sze-
replő F, így legfeljebb exp [л|1т /| + A|Im 0|] nagyságrendű. Az egész integrál 
exp(/VjIm0|) rendű (ami / N. hatványa az impulzusátadásban). 
Diszperziós relációt írhatunk levonással. Tekintsük az 1 /tN+1-Ajk2, / ) függ-
vényt, aminek pólusa van az origóban és vágása a valós tengely mentén. Cauchy 
formulát írunk a szingularitásokat kikerülő kontúrra (1.10. ábra). 
A járulék a végtelenben eltűnik (a kontúrt egyre jobban „felfújjuk"): 
1.9 ábra. 
A C\ és C2 kontúrok 
1.10 ábra. 
A Cauchy formulában szereplő kontúr 
с 
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A pólus és a vágás járulékát szeparálva 
^ (A2 t) — У — A (A2 í)l + — í tete
 ( 1 2 6 ) 
Л
 Á p \ dtp Á ,П,=о n J ( t ' - t ) t ' N + 1 Ц ) 
ahol 
lm As(k2, t') = p(A2, t'). 
A levonáshoz természetesen bármilyen más, legalább Я + l fokú polinomot hasz-
nálhattunk volna. A diszperziós reláció egyszerűen változik, mert 
J Q(k\0 R(t) = о д -
R(t) dt' 
t'N + 1 R(t')\ 
konvergál és egy polinom. A diszperziós reláció: 
5 ( 0 
a ft* *\ , j 
Mk,0 = S ( t ) + - j r J ( t , _ t ) R ( t , y 
S(t) polinom kisebb fokszámmal, mint R(t). 
Kettős diszperziós relációk (Mandelstam reprezentáció). 
(1.26) behelyettesíthető az (1.23) diszperziós relációba: 
AtMty-y I ГЛ , /N+1 f f Q(k'\t')dk'2dt' 
N
 tP Г 
+
 Д np'-J < 
JF 
dtp Afik'2,t) dk'
2 
(1.27) 
,=o A'2 — A2 ' 
A(k2, t) tehát A2 és t analitikus függvénye valós pozitív A2 és gő-nél nagyobb valós 
t kivételével. 
Az (1.27) egyenlethez tartozó szótár: 
g (A2, t) = kettős spektrálfüggvény 
1 d p 
p\ dtp A fik
2
, t) = g fik2) = egyszerű spektrálfüggvények. 
Másik egyszerű spektrálfüggvény — na(p)/2p: 
тмт(р) dp2 
2 r í i , ' - l l • 
A kétszeres integrál a kettős spektrál-tartomány felett veendő. A tartományt a 
t = t0(k2) = 4pl+po/k2 Landau görbe határolja. Az 1.11. ábra szemlélteti a viszo-
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nyokat. Berajzoltuk a szórásamplitúdó fizikai tartományát is valós pozitív A2-re 
és abszolút értékben egynél kisebb cos 0 - r a : 
Mandelstam program: 
1. Feledkezzen el a Schrödinger egyenletről. 
2. AB(t) ismeretében (potenciál!) az uniteritás kihasználásával számítsa a 
É?(A2, t) kettős spektrálfüggvényt. 
3. A Mandelstam reprezentációban fellépő í-levonásokat analitikus folytatás-
sal (a A2 vagy / változóban) meghatározzuk. Ez a probléma az l ^ N par-
ciális hullámok kinyomozásával azonos. 
4. (1.27)-ből meghatározza a teljes A(k2, t) amplitúdót. 
5. Vegye észre, hogy a potenciálszórás S-matrix elméletét kapta. 
Fizikai kép a Regge pólusokról 
a,(A2) interpolációja pólusokat eredményez az /-sík bizonyos tartományában 
(1.9. ábra). 
Kötött állapot trajektóriák. f{~(k) = 0 jelzi a pólusok megjelenését, lm к > 0 
és valós / mellett f f ( k ) csak a pozitív imaginárius tengelyen tűnhet el, a hullám-
függvény aszimptotikusan 
ami kötött állapotra jellemző. így egyértelmű a megfelelés Regge pólusok és kötött 
állapotok között. 
Az energiát változtatva (A2 valós és negatív) követhetjük a pólust az /-sík po-
zitív valós tengelye mentén. A pólus kötött állapotot generál valahányszor egész / érté-
ken halad keresztül. Mindegyik pólus az állapotok egész sorozatát generálja változó 
energiával és impulzusmomentummal. 
1.11 ábra. Analicitás két változóban 
Щ (r) = . г [/ ,+ (A) hj (Ar) - f r (A) hp (Ar)] - - f f (А) •
 е
Н«Ф 2/ 
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A klasszikus fizikában & = - f = a „trajektóriák" mentén ( 0 a tehetetlenségi 
db, 
nyomaték). A radiális Schrödinger egyenlet megoldásaiból a kvantummechanikában 
is hasonló egyenletet kapunk: 
dk2 2 < r - 2 ) ' [m 2} 
ahol átlagértéket jelöl. 
A kötött állapot trajektóriák érdekes tulajdonsága : azonos trajektórián a külön-
böző kötött állapotok hullámfüggvényeinek azonos struktúrája van (a radiális 
hullámfüggvény csomópontjainak száma állandó). 
Regge pólus rezonanciák. Ha a valós к tengelyen tovább haladunk a pozitív 
tartományba, a valós /-tengelyhez közel fekvő pólusok rezonanciákat generálnak, 
amikor egész értékek mellett haladnak el. így megtörténhet, hogy a mozgó Regge 
pólus negatív energiákra kötött állapot-sorozatot generált, míg pozitív energiákon 
rezonáns dinamikai állapotok formájában jelentkezik. Szokatlan dolog a rezonan-
ciákat valós energia és komplex impulzusmomentum szerint vizsgálni. Ez persze 
csak ízlés dolga, mert a valóságos helyzetet mindenképpen a komplex / és k2 változók 
négydimenziós terében kell vizsgálni. Ebben a négydimenziós térben a pólusok 
kétdimenziós felületek. Egy ilyen felület a (valós k2, komplex /) 3 dimenziós „alteret" 
az (A) görbe mentén, a (komplex k2, valós /) „alteret" а В görbe mentén metszi. 
Legyen l = a(k2) a pólus egyenlete. Valós k2-re az (A) görbét kapjuk a komplex 
/-síkban (1.12 ábra). 
A trajektóriát valós /-re a (B) görbe reprezentálja a komplex k2-síkban. A (ő) 
görbén minden egész / értéknek pólus felel meg a k2-síkon a megfelelő parciális 
hullámban. Negatív k2 értékekre az (A) és (В) vonalak egybeesnek (kötött állapot 
pólusok). k2 = 0-nál a két vonal szétválik. A (В) görbe a k2-változó nem-fizikai 
íevelén fut tovább és az egész /-hez tartozó pólusok rezonanciák. Egész /; értékre 
/; = / у ) , ahol Et a pólus valós része és — у az imaginárius rész. Legyen 
Г; kicsi. A megfelelő pont (A)-n 
» - . « - - и f ^ 
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nagyon közel van / rhez és szintén a rezonanciát reprezentálja. A komplex / érték 
egyik fizikai interpretációja: instabil forgó rendszer bomlásával kapcsolatos, hiszen 
dot 
I valahogyan forgásszöghöz konjugált változó. A —
 2 differenciálhányadost az 
Cl К 
œ = körfrekvenciával azonosítva a forgásszög átlagértékének inverze 
о I I r d a 1 
2 lm / sí Г ; - j r j э= — . 
dk сох 
x a metastabil állapot élettartama. 
A rezonancia konzisztens leírását kapjuk úgy is mint időben bomló állapot 
(valós /, komplex k2), és úgy is mint növekvő forgásszöggel elbomló rendszer 
(komplex /, valós k2). Ezt tükrözi az a tény is, hogy valós / és komplex k2-re a hullám-
függvény szinguláris (exponenciális) a radiális változóban, míg valós k2 és komplex 
/-re a hullámfüggvény a szög-változóban szinguláris, de reguláris és tiszta kifutó 
hullám a radiális változóban. 
2. Rezonáns állapotok dinamikája 
Rövid ideig még a potenciálszórásnál időzünk, mivel itt minden szemléletes 
és könnyen áttekinthető. Az első fejezetből ismerjük a hullámcsomag alakját szórás 
után a targettől nagy távolságra (1.9): 
f ds kf (k ) exp [ / (kr -£ / ) ] + Jd3kf(k)r-1exp[i(kr-Et)]A(k',k). (2.1) 
Az / függvényt éles csúcs jellemzi а к = k0 vektornál és így a hullámcsomag cent-
rális impulzusa A0. 
Egy pillanatra feltételezve, hogy A(к', k) fázisa zérus, a második integrál nagy 
/-re csak annál az r távolságnál nem elhanyagolható, amelyiknél az exponens fázisa 
stacionárius* k, körül: 
k0  
m 
ahol v0 a centrális sebesség. Most figyelembe kell vennünk az A szórásamplitúdó 
q> fázisát is. így a kifutó gömbhullám a targettől 
r ^ v g t - f - (2.2) 
"A \k = k„ 
távolságra észlelhető / időpillanatban. 
Ha az amplitúdó fázisa élesen nő к függvényében, a szórt részecskék jelentős 
késéssel bukkannak fel í-f- nagy érték]. Ha viszont növekvő energiával 
s dk
 k=k0 ) 
cp csökken, „sietést" tapasztalunk a kifutó részecskéknél. A kauzalitás alapján 
várjuk, hogy a szórócentrum mérete korlátozza ezt a „sietést". 
* A stacionárius fázis módszere minden kvantummechanika kézikönyvben megtalálható 
(pl. Messiah: Quantum Mechanics). 
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D targetméret mellett (esetünkben ez durván a potenciál hatótávolságát jelenti) 
t 0 > — „sietés" azt jelentené, hogv a szórt hullám még a befutó részecske megérke-
ző 
zése előtt elhagyta a targetet. Ez kauzálisan lehetetlen. Következésképpen megkövetel-
jük, hogy 
mindig teljesüljön. A hatáskeresztmetszetben egy éles csúcs környezetében (2.3) 
miatt a megfelelő fáziseltolás deriváltját szintén D korlátozza 
Valódi rezonanciajelenségnél a lövedék részecske hosszú időre befogódik a szó-
rási tartományba. Hullámmechanikai nyelven : speciális hullámhossznál közelítőleg 
állóhullám jöhet létre a target-tartományban, ezért a szórt hullám késése a jelenség 
lényeges része. Kísérletileg rendszerint csak a csúcsot figyelik meg, de a „késés" 
ugyanolyan fontos, mint a nagy hatáskeresztmetszet. 
Praktikus okokból mégsem mérik a szórt hullám késését és a hatáskereszt-
metszetekben fellépő éles csúcsokat már evidenciának tekintik hosszú élettartamú 
rezonáns állapotokra. Ez a feltevés csak akkor jogos, ha a csúcs keskenyebb, mint 
kauzalitási alapon várni lehetne csökkenő fázis esetében. 
A rezonanciacsúcs Г szélessége megegyezik azzal az energiatartománnyal, 
amiben a fáziseltolás я-t változik. 
(2.5) 
\d6JdE |£=£o-
Ha a csúcsot csökkenő fáziseltolás okozta, (2.4) alapján a minimális szélesség 
<"» 
Ismert D mellett sokkal keskenyebb rezonanciacsúcs kísérleti megfigyeléséből az 
időfüggés mérése nélkül is arra következtethetünk, hogy a fáziseltolás növekvő 
és a csúcs valódi rezonancia. 
Mindenképpen érdemes megjegyezni: csak abban az esetben beszélhetünk 
rezonanciáról, ha a fáziseltolás élesen nő az 1 /2я értéken keresztül (modulo я). 
Hasznos dolog megvizsgálni az S-matrix elem viselkedését rezonanciánál. 
A fáziseltolás energiafüggéséről a 
F 
tan őt 1 , A j > 0 
KQ — к 
függvény ad számot a k=k0 pont környezetében. 
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Az 5-matrix elemben pólust kapunk a k = k0 — ik1 pontban a komplex sík alsó 
felében, közel a valós tengelyhez. k = k 0 közelében: 
(E-Egf + Or-
kl 
E
° - 2m ' 
Г = 
4 k%k\ 
rrr 
Általános elmélet. (Két-részecske szórás) 
Az általánosság megszorítása nélkül meghatározott kvantummechanikai 
állapotot választhatunk (impulzusmomentum, paritás stb. jól definiált értékek). 
Az 5-matrix különböző csatornák között reakciókat ír le, az E energia és а С csatorna-
változó függvényében. 
Olyan (£, E ) reprezentációra térünk át, ahol az S-matrix diagonális. E a teljes 
energia, jelöli az összes többi kvantumszámokat. Mivel 5 uniter, könnyen diago-
nalizálható : 
SCÁ.E) = ZUc,(SfE)Urc\ 
í 
vagy 
Ô fSSt(E)= ZU A SC.JE)UC(, 
с, e 
ahol Í/Cí uniter matrix. 
A szórásfolyamat leírásához hullámcsomagot képezünk a 
Д.-У = h.E-St(E)OitE (2.7) 
függvényekből A(E — E0) amplitúdóval. f E befutó hullámot, O^ E kifutó hullámot 
reprezentál. A ф ^ függvény minden dinamikai rendszerre jól definiált és nem kap-
csolódik a Schrödinger egyenlethez. Az A(E — E0) amplitúdó maximális az E„ cent-
rális energiánál és csak szűk energiatartományban különbözik zérustól. 
Az időfüggő hullámfüggvény 
Ш = ZA(E-Eg) ф&е->Е'. 
E 
Az aszimptotikus, kifutó hullám (2.7) alapján: 
<Aout(0 = -2ME-Eg)S(E)Os>Ee-iEt 
(2.8) 
(2.9) 
(a Ç változót nem mindig írjuk ki). 
Feltételeztük, hogy a hullámcsomag elég éles, ezért írhatjuk 
S(E) = é _ J n S ( £ ) _ exp \n S (E0) + AE~ In S (E) 
dE E — Eo 
= S (Eg) exp AE-7— In 5 (Eg) 
dEg 
(2.10) 
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ahol 
AE = E-E0. 
(2.9) új alakja 
•AoutíO = — S(E0)e-E°' Z A(AE) Oí,£0+Zi£exp |—/ t + i^\nS(E0) J AE. (2.11) 
Ebből láthatjuk, hogy a részecskék kölcsönhatása ( S = l nem kölcsönható rend-
szerre) Q időkéséshez vezet az aszimptotikus hullámcsomag megjelenésében: 
Q = -i~\nS(E). (2.12) 
Most megvizsgáljuk, hogy milyen következménnyel jár a nagy Q maximum 
valamilyen fi, E) sajátállapotban E = E0 energiánál, ha erős szórás csak az E0 energia 
környezetében tapasztalható. 
Feltételezzük, hogy Q(E) nagy és pozitív E = E0 közelében, de £0-tól távolodva 
visszaesik a „szabad repülési idő" nagyságrendjébe. Q nagy értéke E ^ E 0 - r a termé-
szetesen azt jelenti, hogy a részecskék hosszú időre összeragadnak. 
g - 1 (E) Taylor-sorba fejthető E0 környezetében: 
~ = <x + ß(E-E0)* + y(E-E0f+..., (2.13) 
ahol a, ß, y konstansok és a, ß > 0 . 
A hosszú élettartamot az E0 energia környezetében 
a « E l ß (2.14a) 
és 
y = o [ L ) (2.140) 
definiálja matematikai formában. (A meggondolás ugyanúgy történik, ha nem E0, 
de valamilyen más energia jellemzi a magasabb rendű tagokat a (2.13) kifejtésben). 
(2.14a) és (2.140) miatt 
~ ^ a + ß(E-E0)2 (2.15) 
az \E — Е0\<кО(Е0) energiatartományban. 
Visszatérve a (2.13) sorhoz, (2.12) felhasználásával 
h = i ^ s = « + ß z 2 + F ( Z ) ( 2 Л 6 ) 
F(Z) = yZ3 + ..., Z = E—E0. 
F(Z) kicsiny a vizsgált Z intervallumban, ezért (2.16) integrálásával 
F(Z)dZ 
, n 5 =
 ' f a + ßZ+Аг F(Z) = ' / ^ " ' i (a + ßZ2)[a + ßZ2 + F(Z)] 
(2.17) 
2 Fizikai Folyóirat XVII/5 
3 9 8 KUTI GY. 
Itt 
E-Eo 
2 v(F) = - J 
Két új paraméter bevezetve 
F(Z)dZ 
(a + ßZ2) [a + ßZ2 + F(Z)] ' 
S = exp [2n ' t an~ 1 | J ' 2 | + 2/v(F) 
, F 0 — F 0 
(2.18) 
(2.19) 
r = y (aßyi és Г = 2 У xjß . Г/Е0<к 1, így a tan 1 [F/2 F0 — F)] kifejezést tartalmazó 
rész elhanyagolható (hacsak r nem nagyon nagy) az F = F 0 energiák kivételével. 
Tájékozódás céljából r = 1 behelyettesítésével F —F0 = Г/2-nél a (2.13) sor 
J. _ r Г Г  
"ß ~ T + T + 4 2F„ + . - «= у > ß = - (2.20) 
A sor harmadik és magasabb rendű tagjai adják v(F)-t, ami így tényleg kicsi. 
Mi mondható r értékéről? Felhasználjuk, hogy 5(F) analitikus a valós F-tengely 
Г 
felett. Az E = E0 + i— pont ebben az analicitási tartományban fekszik. A 2.1 ábrán 
látható zárt hurok mentén megkerüljük az F 0 + iE(2 pontot és visszatérünk a valós 
tengelyre. 
4 
2.1 ábra. Zárt kontúr az E0 + i— pont körül a komplex £-síkban 
Az utazás során 
tan" i í Г/2 
F 0 - F J 
In E-E0 + i - - - I n E—E0 — i 
. Г 
nem fordul vissza eredeti értékéhez, hanem 
tan" 
ezért 
Eo-E F 0 - F 
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S(E) analicitásából következtetjük, hogy r = 0 , 1 , 2 , . . . . Az r = 0 eset triviális 
és érdektelen, r ê 2 típusú rezonanciát szóráskísérletben nem figyeltek meg. 
Г / 
/• = 1 a Breit—Wigner formulához vezet, tan ü = - / ( F q — £ ) jelöléssel 
Г 
E0 — E+i— 
S(E) = e2iä(£> • e2iv(£) = + / t a n ; e2" = 1 + —
 F + - % (e2™- 1). 
1 — i tan о „ „ . Г „ „ . Г 
Е0 E i 2 E0 E i 2 
(2.21) 
A második tag a „rezonanciaszórás" a harmadik pedig a „potenciálszórás" elne-
vezést kapta. 
Jelölje azt az állapotot, amiben S (2.21) alakú. Egyszerűség kedvéért a többi 
állapotban elhanyagoljuk a szórást és a £0 állapotban sem törődünk a potenciál-
szórással : 
=
 r -E0-E-iy 
A csatornaváltozók reprezentációjában: 
E 0 - E - i -
A szórási hatáskeresztmetszet 
я 2 / + 1 Г
С
,Г
С 
A:2 (25 x +1) (25 , 2 +1) ÍT? ^ , Я 
4 
(2.22) 
ahol A2 az impulzus négyzete C.M. rendszerben а С csatornában, ő j és 52 a részecs-
kék spinje а С csatornában. 
Г с = | ú e í 0 | 2 r , 
r c , = | C / c . J 2 r 
E/c4 uniteritásából következik, hogy 
2г
с
 = г . 
с 
Amikor a potenciálszórás (2.21)-ben nem elhanyagolható, (2.22) könnyen áttekint-
hető módon változik. ac-c akkor is kiértékelhető, ha más £ állapotokban is figyelembe 
vesszük a szórást. 
2» 
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3. Relativisztikus S-matrix elmélet 
Ebben a fejezetben néhány fontos kérdéssel nem foglalkozunk, minden figyel-
münket az S-matrix amplitúdók analitikus tulajdonságaira koncentráljuk a részecs-
kék energia-impulzus változóinak a függvényében. Az egyik ilyen fontos kérdés 
kinematikai jellegű: részecskék leírása spinnel. Az analitikusság szempontjából 
ez csak lényegtelen, persze a gyakorlati alkalmazásokban nem elhanyagolható 
technikai komplikációt jelent. A másik elvi érdekességű kérdés az S-matrix és a 
makroszkopikus tér-idő kapcsolata. Mi megelégszünk annyival, hogy az S-matrix 
energia-impulzus reprezentációban kielégítő tükre a megfigyeléseknek és más 
történet szigorú értelmet adni egy részecske pozíciójának vagy folyamatok után 
nyomozni kis tér-idő tartományokban. 
Az analitikus S-matrix elmélet még nincs abban a fegyelmezett matematikai 
formában, mint az axiomatikus térelmélet, azonban már kialakult egy logikai 
rend, amit a következő vázlaton tekintünk át. 
Alapvető feltevések : 
(AI) Uniter S-matrix írja le a szórásfolyamatokat stabil részecskék között. 
(A2) Lorentz invariancia és energia-impulzus megmaradás. 
(A3) Matrixelemek dekompozíciója. 
(A4) Maximális analicitás és is előírás a szingularitások megkerülésére. 
Szigorú következmények az S-matrix amplitúdók szingularitás-struktúrájához: 
(51) részecske-pólus megfeleltetés, 
(52) normál küszöbök és a kapcsolatos diszkontinuitások, 
(53) diszkontinuitási formulák a magasabb Landau szingularitásokra. 
Tételek: 
(TI) Hermitikus analicitás. 
(T2) Kiterjesztett uniteritás. 
(T3) Antirészecskék létezése. 
(T4) Crossing. 
(T5) TCP tétel. 
(T6) Spin és statisztika közötti összefüggés. 
Ezeknek a tételeknek a bizonyítása kevésbé szigorú, elsősorban technikai 
nehézségek miatt. 
Nem célunk a vázlat minden részletét analizálni, csupán fizikai képet szeretnénk 
kialakítani az analitikus S-matrixról, ami majd a gyakorlatban jól hasznosítható. 
Lorentz invariancia, amplitúdók dekompozíciója 
A szórásmatrix minden S(K' \ K") eleme a befutó és kifutó részecskék energia-
impulzus változóinak és spin orientációinak a függvénye. K" és K ' jelöli a kezdő és 
végállapotban a megfigyelhető részecske-változókat: 
R" = {p'í, PÍ, a"}, 
R' = {PUPU<*Í}-
MAGYAR v^ 
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A részecske típusát (neutron, pozitív n mezon stb.) az af kvantumszámok mutatják. 
Pi az / indexű részecske fizikai energia-impulzus változója a tömeghéjon: 
R? = (R?)2-(p i)2 = m 2 ( a i ) > 0 . 
J(oti) spin mellett a p t spinváltozó 2J + 1 értéket vehet fel. 
Különböző Lorentz rendszerekben a részecske-változók helyébe más és más 
értékeket helyettesítünk, a mátrixelemek azonban változatlanok maradnak. Homo-
gén Lorentz transzformációnál az energia és impulzus négyesvektorként transzformá-
lódik, a spin transzformáció azonban már kissé komplikáltabb. Kovariáns spinor 
amplitúdók vagy a Jacob—Wick-féle helicitás amplitúdók használhatók a különböző 
problémákban. Bármi a leírás módja, a homogén Lorentz csoport irreducibilis 
ábrázolásai egyértelművé teszik a feladatot. 
Mit jelent az invariancia inhomogén Lorentz transzformációkkal szemben, ha 
nincs világos képünk a szubatomi tér-idő kontinuumról? Két alternatíva is adódik. 
Egyszerűen posztulálhatjuk a teljes energia és impulzus megmaradását és nem fesze-
getjük a tér-idő kontinuummal kapcsolatos kérdéseket. Másik lehetőség, hogy a 
részecskéket preparáló és detektáló makroszkopikus rendszerek tér-időbeli infini-
tezimális elmozdulásait fizikainak tekintjük (tér és idő makroszkopikus értelemben 
mindenképpen fontos fogalmak, ha impulzust és energiát akarunk definiálni). 
Az operáló elv: nem történhet semmiféle változás a kísérleti eredményben, ha a ré-
szecskéket preparáló és detektáló összes makroszkopikus berendezést azonos módon 
eltoljuk a tér-időben. A makroszkopikus tér-időbeli eltolások és az energia-impulzus 
közötti kapcsolat Fourier transzformáció, ami ismert módon vezet a megmaradási 
tételekhez. 
A makroszkopikus tér-idő jellegzetes vonása, hogy különféle jól szeparált, 
egymást elhanyagolhatóan befolyásoló események színpada. Minden S-matrix 
elem egy összegre bontható, amelynek minden tagja „összefüggő részek" szorzata. 
Minden összefüggő rész tartalmazza a megfelelő energia-impulzus delta függvényt, 
így például az a + b + c-*a + b + d reakciót leíró matrixelem három szorzat összege: 
a j » a a a b b " i i - a 
i l i r 5Ж=í + Г Ш Г r i l b 
Az első szorzat két összefüggő részt tartalmaz, az egyik faktor ő(p{ —pla) delta 
függvénnyel az (a) részecske zavartalan mozgását reprezentálja, a másik faktor 
a b + c-*b+d reakció 0(р{+р
а
—р),—р
с
) delta függvénnyel. A második szorzat 
az elsőhöz hasonló, a harmadik azonban egyetlen összefüggő rész. Ez olyan ütkö-
zést reprezentál, amiben minden részecske kölcsönhat és egyetlen ö(p{+p{+pd — 
—Pa~Рь—Pc) delta függvény szerepel. 
Lényeges dolog a különböző energia-impulzus delta függvények azonosítása, 
mielőtt megpróbálkozunk az amplitúdók analitikus folytatásával. Egy összefüggő 
rész N vonallal csak N—l független energia-impulzus vektort tartalmaz és ez a függ-
vény a jelölt analitikus folytatásra. 
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Uniteritás és maximális analicitás 
Az S(K'; K") szórásamplitúdók uniteritási egyenleteknek tesznek eleget: 
ZS(K';K)S*{K";K) = Ô(K';K") (3.1) 
к 
és 
ZS(K; K,r)S*(K;K') = <5(К'; К"). (3.2) 
к 
(3.1) és (3.2) az S- S+ = S+ • S = I operátoregyenletek matrix reprezentációja. 
2 összegezést jelöl spin és egyéb diszkrét kvantumszámok felett és integrálást 
к 
(pozitív súlyfüggvénnyel) az energia-impulzus vektorokra. A q(K) súlyfüggvény 
bármilyen pozitív függvény lehet és csak a kvantummechanikai részecskeállapotok 
normálásától függ. Különböző S függvényeket kapunk, de a megfigyelhető mennyisé-
geket mindig f i feletti integrálással kapjuk és így függetlenek g(A)-tóI. 
A matrixelemek az energia-impulzus vektorok analitikus függvényei, a szin-
gularitások helye és a függvények diszkontinuitásai az uniteritási egyenletekből 
egyértelműen meghatározhatók. 
A Hall—Wightman tétel szerint az energia-impulzus négyesvektorok Lorentz 
invariáns analitikus függvénye csak a vektorokból képezhető invariánsoktól függ, 
ami a gyakorlatban hasznos egyszerűsítést jelent. Adott fizikai folyamat amplitúdó-
jában a külső vonalak egy kombinációját csatornának nevezzük. Két csatorna 
reakciót képez, ha nincs közös vonaluk és mindegyik vonal a két csatorna valamelyi-
kéhez tartozik. Jelenleg jól definiált fizikai állapotot csak olyan csatornához társít-
hatunk, ami csupa befutó vagy kifutó vonalból áll. Ennek megfelelően csak azok 
a reakciók írnak le fizikai folyamatot, amelyek egy „bemenő" és egy „kimenő" 
csatornából állnak. Később látni fogjuk, hogy minden reakció fizikai folyamathoz 
kapcsolható, egyelőre a szavakat meglehetősen laza értelemben használjuk, ahogy 
az S-matrix elméletben szokásossá vált. 
Egy amplitúdóhoz n külső vonallal 2"_1— n — 1 különböző reakció tartozik, 
ha az egy-részecske csatornás reakciókat kizárjuk és nem különböztetjük meg a reak-
ciók irányát. A csatorna-invariáns változó adott С csatornában az energia négyzete 
sc = 2 ( ± p , f , (3.3) 
i£C 
ahol ±р, а befutó és kifutó vonalak négyesvektorai. Energia-impulzus megmaradás 
miatt Sc azonos egy reakció mindkét csatornájában. Bár a csatorna-invariánsok 
nem függetlenek, nagy előnyük, hogy ezekben a változókban a legegyszerűbb 
a szingularitások analizálása. Adott folyamatban négyfajta csatorna-invariáns 
fordulhat elő: 
(1) teljes energia, 
(2) szubenergia (csupa befutó vagy kifutó vonalból áll), 
(3) energia-impulzus transzfer (egy befutó és egy kifutó vonal), 
(4) Cross-energia (befutó és kifutó vonalakból áll, de nem (3). 
A szórásamplitúdók szingularitás-struktúrája az évek során fokozatosan rea-
lizálódott. Uniteritás és a matrixelemek dekompozíciója elegendőek a szingularitá-
sok feltérképezéséhez, lényegében a perturbációszámítással azonos eredményt 
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kapunk. Visszaemlékezve a nemrelativisztikus potenciálszórásra és az iskolában 
tanult Feynman gráfokra, nem lesz idegen, ha a hosszadalmas levezetéseket mellőzve 
áttekintjük a legfontosabb analitikus tulajdonságokat. 
Mindenekelőtt a részecskék és pólusok kapcsolata. Tanulság kedvéért itt még 
bevetjük a teljes apparátust. 
Dekompozíció. m tömegű részecskék szóródásánál: 
И = * • 
(3.4) 
[+] = -'(•ï*U(Pi-Pf)A% 
ahol A^t
 (a szokásos két-részecske „összefüggő amplitúdó", ami jelölt az analitikus 
folytatásra. A hermitikus konjugáltat képezve 
ED - - • 
(3.5) 
m = fi* -(fiú * 
Három-részecske szórásnál: 
0 s + 0 (3-6) 
Ismét j + J~ tartalmazza az összefüggő amplitúdót, amit analitikusan folytatunk. 
Uniteritási egyenletek: 
0 B > 0 0 = : ( з-7) 
(3.7) ebben az egyszerű formában csak a három-részecske küszöb alatt érvényes. 
(3.4) és (3.5) behelyettesítésével: 
(2m)2< S<(3m)2 
Az összefüggő amplitúdók bilineáris szorzataiban integrálni kell a közbenső csator-
nákra. Minden közbenső részecske energiája pozitív és a tömeghéjon van. A px 
négyesvektorral jellemzett belső vonalhoz integráláskor egy fázistér-faktor tartozik 
fpi = Щ з / d * P i 0 № - 9 (PO • (3-9) 
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Ezzel a konvencióval (3.8): 
AV (PiPlPiPÙ-(plplPiPÙ = / / d*pld*plô(p'l2-m2)X 
] J J
 (3.10) 
X ô (pl2 - m2) 9 (pl0) в (pia) A(22 > (pl pl pl Pl) A&) (plplpip2), 
ahol (Pi, p2) a befutó, (pl, pl) a közbülső és (p[, p'2) a kifutó energia-impulzus 
vektorok : 
P1+P2 = P1+P2 = Pi+P'í-
A (3.10) uniteritási formula egyszerűbb alakra hozható. Az amplitúdóban 
két független invariáns szerepel: s = (pi+p2)2 a teljes energia négyzete tömeg-
középponti rendszerben, másik változónak zs választható, ami a szórási szög koszi-
nusza a C.M. rendszerben. Rövid számolás után kapjuk 
A}Y(S,Zs)-A&(S,Zs) = 1 6 'д 2 JdQinlAly>(s, Z()AU>(S, Z's), (3.10a) 
ahol Z's a kezdő és közbenső irányok közötti szög koszinusza, míg Z"s ugyanaz 
a közbenső és végállapot által definiált irányok között. Az integrálás a közbenső 
állapotoktól függő térszögekre történik. q(s) és Zs a (3.18) kinematikai formulában 
szerepelnek. (3.6) felhasználásával 
(3m)2<S<(4m)í, „ _ , ,
 v 
а - е - ш - и u -
да^нВ m Q 
(3 .11) 
Az utolsó tag arányos az AlJ\ + 2ni)ő(q2 — т2)АУ) kifejezéssel, ahol q a kicserélt 
részecske energia-impulzus vektora. 
A következőkben bebizonyítjuk, hogy ez a tag az A f 3 ) amplitúdó szingularitá-
sához vezet és a diszkontinuitás 
disc+j3+> = AiV(-2ni)ö(q2-m2)Ait\ (3.12) 
ami (q2 — m2 + ie)~1 pólus A^A^ faktorizált reziduummal. Megfordítva, egy pólus 
jelenlétéből részecske kicserélése következik. 
A pólus szingularitás: 
И 
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Ha q a kicserélt momentum és q = q2 — m2, a két uniteritási egyenlet: 
7 < o = H . 0 - 0 : 0 0 : 0 0 
00 H: 
7 > 0 з п - Ы - 0 0 + 0 0 0 0 0 
0 3 Z E F + 0 0 е 
© sik 
+ 
L Re7 
3.1 ábra. Az extra tag (3.14)-ben lehetséges szin-
gularitást jelez az r/ = 0 értéknél, ahova egy vá-
gást rajzolunk 
Folytassuk a (3.13) egyenletet az t ;>0 tartományba negatív imaginárius kitérővel 
az q = 0 pontban. Ekkor 
JEL - _ E t 
es 
- i i ^ -
Az ty>0 tartományba folytatott egyenlet: 
. д а - Б - Б В > • В Б ш Б 
E E E Î F 
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Kivonva (3.14)-ből: 
0 - 0 - И - ш 
0 iE - Л - :sa 
Q
 * ш
в 
l e h á l
 L . n i f - Р Г " _ И (3 .15 ) 
А (3.15) egyenlet mindkét oldalát а - -f- • Ш kifejezéssel szorozzuk és a 
két-részecske uniteritási egyenletet használjuk: 
d/sc 0 - И 
И 
ami a várt eredmény. 
Egyszerű példa szemlélteti az egész machinéria tartalmát: alapvető követel-
mény, hogy az S-matrix leírhasson két (vagy több) egymás után történő ütközést 
makroszkopikus tér-idő szeparációval. A n~ +p-+ n° + n reakcióból kifutó neutron 
a részecskével ütközhet, miközben H 3 és deuterium keletkezik. A teljes л~ + p + a — 
— n°+d + H3 folyamat, amit az összefüggő amplitúdó ír le 6 külső vonallal, 
d 
H3 • 
nagyon valószínűtlen a kifutó momentumok legtöbb értékénél. Ha azonban azt a tar-
tományt vizsgáljuk, ahol az s = (pn- +pd— рл0)2 = (Pd+Pn3 — p j cross-energia 
változó a neutrontömeg négyzetének a közelében van, éles csúcsot várunk, ami a ki-
cserélt neutron r/s—ml pólus-járuléka 
E T 
a két szeparált reakciónak megfelelően. Láttuk, hogy a pólus reziduuma a gráf 
által sugallt módon faktorizálódik. Ez fizikailag lényeges a két egymást követő 
reakció függetlenségéhez. Az is szemléletes, hogy mindkét faktor a reziduumban 
a megfelelő két-részecske összefüggő amplitúdó. 
Antirészecskék és crossing 
Induljunk ki abból, hogy sok-részecske uniteritási reláció egy pólushoz vezet, 
ami a típusú, m tömegű, valódi részecske kicserélésének felel meg: 
"t 
1 0 
0 - p. 
>6 - (3.16) 
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a és a ' a megjelölt energia-impulzus vektorok összegének a négyzete, и a két eredő 
vektor különbségének a négyzete. Rögzített a ' mellett a teljes folyamat fizikai tarto-
mányát az и és a változókban a 3.2. ábra bevonalkázott tartománya jelöli. 
A teljes amplitúdó szingularitásai a perturbációszámításból is lokalizálhatok, ezért 
rögtön sejtjük, hogy ВС szintén pólus. így szükségképpen kell léteznie egy új részecs-
kének ugyanazzal az m tömeggel (u = m2 még mindig!), de ellentétes additív kvantum-
számokkal (mivel az új egyenlőtlenség fordított energiaáramot jelez). Az a anti-
részecskét kapjuk 
(3.16) mutatja, hogy pozitív időszerű px esetén ( [p a 0 >m) az Rk reakció megelőzi 
az R2 reakciót. (3.17)-ből leolvasható, hogy a teljes folyamat fizikai tartományának 
abban a részében, ahol px negatív időszerű, —m) az Rk reakció az R2 reakció 
után következik. 
A (3.16) és (3.17) pólusok reziduumai egymás analitikus folytatásai. A fakto-
rizáció miatt az egyes faktoroknak kell analitikus folytatásoknak lenni (egy szor-
zótényező határozatlanságáig). 
3.2 ábra. Az a részecske-pólusnál и = тг és 
У a > Уа' + т (pa0 =- m). A pólus így a A) 
vonalon fekszik. Megfelelő er' értéknél az и = т г  
vonal а ВС szakaszon ismét belép a fizikai tar-
tományba, ahol most У a' > Уa + m (p%„ — ni). 
R. 
""«к, « (-Pa) (3.17) 
cc 
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Tekintve az a részecske összes lehetséges faktorizációit, látjuk, hogy csak 
a részecske típusától függő szám. Megmutatható, hogy valójában csak egy eltün-
tethető fázisszorzó. Felbukkan az általános crossing elv: egyetlen analitikus függvény, 
amit energia-impulzus változóinak pozitív vagy negatív időszerű tartományaiban 
helyettesítünk be, több reakció összefüggő amplitúdóit reprezentálja. A reakciókat 
egymásból úgy kapjuk, hogy befutó részecskéket kifutó antirészecskékkel helyette-
sítünk. 
Az S-matrix pólusainak száma valószínűleg végtelen. A keresztezési elv miatt 
pólusok mindenfajta csatorna-invariánsban megjelenhetnek. Eddig csak stabil 
részecskék pólusait vizsgáltuk fizikai tartományokban. Az uniteritási egyenletek 
és crossing valóságos „propagátorként" hatnak ezekre a szingularitásokra. így 
értjük meg a stabil részecske-pólusokat az energiaváltozó „nem-fizikai" értékeinél. 
Az összefüggő amplitúdók egymással közlekedő csatornák között (csatornák azonos 
kvantumszámokkal) írnak le reakciókat. Egy részecske-pólus általában megjelenik 
a részecskével közlekedő összes csatorna invariánsaiban. A pólus reziduumában 
szereplő két faktor jellemzi a részecske „csatolását" az ábrán sugallt módon 
£ E h E E ' - * E b a E l J 
Az első faktor csak a kimenő csatorna energia-impulzus vektoraitól és spinváltozói-
tól függ, hasonlóan I
 +
 I a bemenő csatorna függvénye. 
Két-részecske reakcióban az — | + [ és , j + | faktorok a gxab és 
gxa'b- csatolási állandók. 
Instabil részecskék rezonancia pólusai nem a valós tengelyen fekszenek, a pólus 
imaginárius része a fél-szélességgel egyenlő. A reziduumfaktorok a rezonancia 
parciális szélességeit adják a megfelelő csatornába bomláshoz. 
Már nehezebb dolog a szokásos részecske-koncepcióhoz kapcsolni egy szórás-
amplitúdó pólusát, ha az imaginárius rész nagy érték, vagy más ok miatt fekszik 
messze a fizikai tartománytól. Semmiféle éles határ nem húzható „közeli" és „távoli" 
pólusok között. Az összes egyszerű pólust csatornainvariánsokban egyenrangúan 
kezeljük az analitikus struktúra vizsgálatánál és megkülönböztetés nélkül részecske 
pólusnak nevezzük. A ( 0 + / = l ) nukleon-nukleon csatorna pólusa (a deuíeron 
virtuális állapota) jól szemlélteti, hogy ez a szingularitás-típus nem szükségképpen 
stabil részecskét vagy rezonanciaállapotot jelez. Az S-matrix elméletben a nukleon-
nukleon virtuális állapothoz tartozó pólus státusza ugyanaz, mint a stabil deuteroné, 
ezért mindkettőt részecskének tekintjük. 
Gyakorlat: amplitúdó négy külső vonallal (я mezon-neuklon szórás). Két-részecske 
szórásban az A(px, p2, p3, p4) analitikus függvény három különböző reakciópárt 
ír le. Energia-impulzus megmaradás és p\ = m\ miatt csak két független invariáns 
képezhető px ... p4-ből. Általában az s, t, и Mandelstam változókat használják 
s+t+u = m\ + m\+ml + m\ s = (p1+p2)2 = (Ps+PtY 
t = (Pi+P3)2 = (P2+PÙ2  
и = (R1+R4)2 = (Рз+Рз)2 
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Pozitív időszerű px befutó részecskének felel meg. Két komplex változós analitikus 
függvénnyel van dolgunk, például A(s, t) írható, de teljesen szimmetrikus módon 
bármelyik két változót használhatjuk. Az A(s, t) függvény változatlan а px——рл  
transzformációval szemben (minden vektort transzformálunk). Az eredeti reakció 
fizikai tartományából a TCP transzformációval elérhető folyamatot kapjuk. A TCP 
szimmetria esetünkben a Lorentz invariancia és a keresztezési elv triviális következ-
ménye. (A tétel általánosan is bizonyítható az S-matrix elméletben.) 
^-csatorna 
. -P, 
Рл 
л 
p -1—4 « p 
Р'*Рг*Рз*Р*-о 
л1р—л\р „ -Pi. 
ш
/-csatorna Л
++Л — р+р 
р + р~* Л~ +Я + 
н-csatorna 
7Г + +р — Л+ +р 
л~ — Л~ +р 
teljes energia négyzete: 
s = (.P1+P2Y = (Рз+Pif 
Pi és p2 pozitív időszerű, p3 és pt 
negatív időszerű (— p1 és — p4 a ki-
futó részecskék fizikai energia-im-
pulzus változói). 
teljes energia négyzete 
t = (Pl+РзУ = (P2+Pif 
Pi és p2 pozitív időszerű, 
p2 és Pi negatív időszerű 
teljes energia négyzete 
и = (Pi+Pi)2 = (Р2+Р3У 
Pi és Pi pozitív időszerű, 
p2 és p3 negatív időszerű 
A három reakció három szeparált tartományt jelent az s, t és и változókban (Mandel-
stam diagram). 
Kinematikai formula: ha tömegközépponti koordinátarendszerben az 
(1, 2)-<-(3, 4) reakcióban az 1. és a 3. részecske által meghatározott irányok kö-
zötti szög koszinuszát Zs jelöli, 
4<7l2?34 Zs = t - u + 
{ml — ml) (ml — m2) (3.18) 
<7i2 és q3i impulzusvektorok abszolút értékei az (1, 2) és (3, 4) csatornákban. 
4Î1 
= Ú - ('», + m j f ] [•? - 0",- - mf,2] 
4 5 
Normál küszöb elágazási pontok 
A részecske pólusok fix szingularitások a csatorna-invariáns változókban. 
Az uniteritási feltétel újabb rögzített szingularitásokat követel a csatorna-invarián-
sokban. Ezek elágazási pontok a csatorna-küszöböknél. 
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Az egymással közlekedő csatornák között történnek a reakciók. А С csatorná-
hoz tartozó küszöb a csatornát alkotó részecskék nyugalmi tömeg-összegének 
a négyzete: 
sc(K) = 
Valós sc értékeknél sjK) felett a csatorna „nyitott", míg alatta „zárt". Az AccJsc) 
összefüggő amplitúdó reprezentálja az átmenetet а С és С ' csatornák között az 
sc invariáns függvényében. (Acc, más invariánsoktól is függhet, de feltételezzük, 
hogy azok analitikus tartományban „ tar thatók" miközben sc függvényében vizs-
gáljuk az amplitúdót a csatorna-küszöbök közelében.) Л
сс
<(у
с
) fizikai tartománya: 
valós sc értékek a két küszöb közül a magasabban fekvő felett [jc(/Q és sc,(K) 
különböző lehet]. 
Az állítás: minden Acc• amplitúdónak elágazási pontja van sc-ben az összes 
közlekedő csatorna küszöbénél. A pólusokon kívül így elágazási pontok is megjelen-
nek nem-fizikai tartományokban. Mindezért az uniteritási egyenletek és a matrix-
elemek dekompozíciója felelős. 
Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy az 5-matrix dimenziószáma megváltozik, 
valahányszor új csatorna nyílik ki. Valami hirtelen dolog történik ezekben a pontok-
ban és ha analitikus függvényekkel dolgozunk ez a hirtelen változás pont-szin-
gularitásban jelentkezik. Az uniteritási feltétel diktálja, hogy a szingularitás éppen 
elágazási pont. Ugyancsak az uniteritási feltétel miatt jelenik meg elágazási pont 
minden amplitúdóban az összes közlekedő csatorna küszöbénél. 
Reális szórásfolyamatoknál hullámcsomagokat kell képezni, emiatt integrálás 
történik az sc változóra. Ha az integrációs tartományba elágazási pont esik, nem mind-
egy, hogyan kerüljük meg. Az is előírás: ha a valós sc tengelyen egy fizikai tarto-
mányban haladunk és elágazási ponthoz érünk, ezt infinitezimálisan felülről kerül-
jük meg a komplex sc síkon, majd visszatérve a valós tengelyre a szomszédos fizikai 
tartományba jutunk : 
Ut a fizikai tartományban 
Etagazósi pont (a hozzátartozó vágássá!) 
Az is előírás eredetét a makroszkopikus kauzalitásban látjuk. Hullámcsomagok 
a tér-időben makroszkopikusan lokalizálják a részecskéket. Az X-matrix csak akkor 
jósolhat ütközést, ha a hullámcsomagok egymás felé tartanak és ütközés után szét-
futó, szeparált állapotokat kapunk. Röviden, az S-matrix befutó állapotokat kifutó 
állapotokba visz át. 
A részecske pólusokhoz hasonlóan a keresztezési elv elágazási pontokat okoz 
az összes csatorna-invariáns változókban, amikor nincs közvetlen interpretációnk 
fizikai küszöbökkel kapcsolatban. Az összefüggő amplitúdó analitikus folytatásában 
a keresztezési elv alkalmazásával elérhető összes reakciót figyelembe kell venni, 
a különféle reakciók energiaváltozóiban megjelenő csatorna-küszöbök elágazási 
pontjaival. 
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A fizikai levél 
Mi legyen az analitikus folytatás útja a crossing gyakorlati alkalmazásában, 
amikor az A amplitúdóban az egyik reakció fizikai tartományából a másikba aka-
runk átmenni? Fontos dolog tudni, hogy van egy levél (a fizikai levél) a komplex 
energia-változókban, amelyiken a különféle fizikai tartományok a pozitív valós 
tengelyen felülről, a negatív valós tengelyen alulról érhetők el. A fizikai levélen 
a vágásokat minden normál küszöb elágazási ponttól (a megfelelő csatorna-invariáns-
ban) a pozitív valós tengely mentén + °° felé vezetjük. 
A 3.3. ábra a n mezon-nukleon szórásamplitúdón illusztrálja a fizikai levél 
vágásait. 
ImS 
S= (Мр+т
л
)2 
Л + P -+JT +p 
p — 7Т+гр 
fizikai tartománya 
и = (Мр+3т
л
)2 
Я + р -+-ТГ+Р 
fizikai tartománya 
ReS-
3.3 ábra. A fizikai levél az í komplex változóban / = 0 értéknél. A vastag vonalak vágások, amiket kis 
szögben rajzoltunk, hogy ne zavarják egymást. t=0 miatt и = 2M*+2m% — s. s-szingularitások : 
neutron pólus s=M3-nél és az elágazási pontok a közlekedő csatornák küszöbeinél ((Mp 
(Mp + 2»i„)2, ...). Az и csatornával stabil részecske nem közlekedik, így a fizikai levélen н-ban csak 
elágazási pontok vannak 
A megfelelő vágásokat az ábrán balra rajzoltuk, mivel + °° az и változóban 
— t» y-ben. 
Hermitikus analicitás 
Ha ragaszkodunk az T ( - ) ( s ) = (Л( + ))* összefüggéshez a (3.10a) uniteritási 
formula csak a valós tengely egyetlen fizikai szektorában érvényes, mivel egy 
funkcionál-reláció komplex konjugálással nem alkalmas analitikus folytatásra. 
A( + >(s) megfelelő analitikus folytatásával új függvényt kapunk, ami az A(~> 
amplitúdóval azonosítható. Az analitikus folytatás a hermitikus analicitás görbéjén 
történik s + és kezdő- és végpontokkal: a kérdéses fizikai szektortól balra fekvő 
összes S-csatorna elágazási pontot megkerüljük a fizikai levélen és az s_ nem-fizikai 
ponthoz érkezünk (3.4. ábra). 
Д(-)(у+) = A( + >(s_) (3.19) 
A stabil részecskék valós tömege és az ie előírás lényeges pontok a hermitikus 
analicitás (3.19) egyenletének leszármaztatásában. A hosszadalmas levezetés helyett 
megpróbáljuk az egyenletet plauzibilissé tenni. Az S-csatornákkal közlekedő 
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t 
lm S 
S+ 
* 
ReS 
stabil részecske pólust jelent az s komplex vál-
tozó fizikai levelének valós tengelyén, a legala-
csonyabb 5-csatorna küszöb elágazási pontja 
alatt (3.4. ábra). A pólus valósága garantál-
ható, ha A*- + )(s, z) valós függvény az 5-sík va-
lós tengelyén a legalacsonyabb küszöb alatt. 
Ebből rögtön adódik, hogy Л( + )(у, z) „valós 
analitikus" fizikai z értékekre az S komplex sík 
valós tengelyének két oldalán a szóban forgó 
intervallumban : 
ЗА ábra. Az s komplex változó fizikai 
levelén berajzoltuk a hermitikus anali-
citás görbéjét. X részecske pólust jelöl, 
a fekete körök az elágazási pontok. s+ 
a kiindulási pont a fizikai szektorban, 
nem-fizikai tartományban fekszik 
A( + )(s*,z) = (Ai+fis,z))* 
így (,4( + )(у+))*=Л ( + >(у_), ami (3.19) speciális 
esete. Látjuk tehát, hogy hermitikus analicitás 
elegendő feltétel a stabil részecske-pólus valóssá-
gához, a szükséges feltétel bizonyítása hosszadal-
masabb. 
Az uniteritási egyenletek A (+)(s) = A(s+ ) és A (~'(s) =A(s_) jelöléssel disz-
kontinuitási formulákat jelentenek, megadva az összefüggő amplitúdó változását 
miközben a fizikai ponttól balra fekvő összes elágazási pontot megkerüljük. Egy 
ilyen formula elfolytatható a fizikai tartományból, így jutunk a nem-fizikai tartomá-
nyokban operáló uniteritási egyenletekhez. 
Könnyen belátható, hogy egyetlen két-részecske küszöb elágazási pontot meg-
kerülve az amplitúdó diszkontinuitása: 
Abate) ~ Aba(s„) 16 л2 
[ 
YJ J 
d(2nAbn(s„) A „fis) (3.20) 
Itt s„ közvetlenül у alatt fekszik azon a levélen, amit az n elágazási pont balcsavar 
irányú megkerülésével érünk el, míg q„(s) az impulzusvektor abszolút értéke az (n) 
csatornában. Aba és Abn az a ->-b, n -*b reakciók amplitúdói. 
A hermitikus analicitás diszkussziójánál feltételeztük, hogy a fizikai levél szin-
gularitásai részecske-pólusok és normál küszöb elágazási pontok. Speciális körül-
mények között egy harmadik típusú szingularitás jelenhet meg a fizikai levélen 
(Landau-féle elágazási pontok), de a hermitikus analicitás görbéjével az új elágazási 
pontok elkerülhetők. Az uniteritással generált Landau szingularitások a konkrét 
alkalmazásokban ritkán okoznak komplikációt, éppen mert csak szerencsétlen esetek-
ben kerülnek a fizikai levélre. 
Két-részecske szórásamplitúdó 
Az analicitási elvek a gyakorlatban élvezettel alkalmazhatók. A két-részecske 
szórásamplitúdó kinematikáját már vizsgáltuk, következő lépésként a fizikai levél 
analitikus tulajdonságait fogjuk tanulmányozni. Lix invariánsnak az y = (p i+p 2 ) 2 
energiaváltozó választható. Az amplitúdó egyetlen komplex változó függvénye marad, 
ami szimmetrikus választással 
(ml-mfi2(m\-mt) t — u 
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JmR 
u- V(io) t + 
U + l>(Uo) A ÇJ""iiiiiin>mrrT t -
ReV 
Az Í + / + H = m\ + ml + ml + m\ 
megszorítás miatt 
v = t + ( ä függvénye), (3.22) 
v = — и + (s függvénye). 
(3.22) mutatja, hogy a / és и szin-
gularitások leképezése a v síkra 
lineáris, de ellenkező előjelű. 
A fizikai levelet vizsgáljuk 
és az s változót valós értéknél 
rögzítjük, ezért a komplex v sí-
kon az összes szingularitás a va-
lós tengelyen fekszik. A t reak-
ció pólusai és normál küszöb elá-
gazási pontjai a pozitív valós ten-
gelyen + oo irányában sorakoznak, az и reakció szingularitásai pedig ellenkező 
irányban. A négy részecske stabilitása miatt mindig létezik egy valós ^-intervallum 
a legalacsonyabb S csatorna küszöb alatt, ahol s rögzítése után a legalacsonyabb 
/ és и küszöbök nem fedik át egymást a v síkon. Válasszuk az s változót ebből 
az intervallumból és rajzoljuk a t küszöbök vágásait jobbra a valós tengely men-
tén, míg az и vágásokat balra rajzoljuk (3.5. ábra). 
A t reakció fizikai tartománya a jobb vágás felső partja, az и reakcióé pedig a bal 
vágás alsó partja. Stabil részecske t vagy и pólusok a valós tengelyen a két vágás 
között jelennek meg. 
Diszperziós relációk. A vágások előbb említett megválasztásával a Cauchy formula 
diszperziós relációt jelent az A(v) amplitúdóra. Először két diszkontinuitási függ-
vényt vezetünk be: 
3.5 ábra. A komplex v változó fizikai levele éppen a leg-
alacsonyabb s küszöb alatt rögzített valós s értékre. t„ 
és «о a legalacsonyabb t és и küszöbök. Az X jelek lehet-
séges stabil részecske-pólusokat jelölnek 
A (Re v) = ±[A(t+)-A(t.)l Re v > v(í0) 
A, (Rev) = tjt [А(и+) — А (и_)], Re v < v(m0). 
(3.23) 
Ezek a diszkontinuitások nem analitikus függvények v-ben, mivel különböző valós 
intervallumokban különböző elágazási pontot kell megkerülni, hogy (+-ból /_-ba 
(vagy M+-ból n_-ba) jussunk. 
t Most tekintsük a következő 
kontúr integrált 
/ (v) _ L f dV 
2ni J V — t 
A(v') 
(3.24) 
A végtelen С kontúrt a 3.6. áb-
ra mutatja, v bármelyik nem-
szinguláris pont lehet a fizikai 
levélen. 
f 
Ж 
— X -
ImV (C) 
0 
V(t0) 
Rei> 
3.6 ábra. A (3.24) formulában szereplő С kontúr 
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Ha A(v) elegendően gyorsan zérushoz tart a v - ® határértékben, akkor a felső és 
alsó félkörök nem adnak járulékot. 
n ч 1 í dx _ , . 1 Г dx _ . . 7(v) = - / + - / D„(x). 
Л J X — V Л J X — V 
V (to) V (uo) 
(3.24) a reziduum tétellel is kiértékelhető 
/(v) = Z ~ ~ + A(v) 
i "i 1 
V; jelöli a fizikai levél pólusainak helyét, yt a reziduumot. A két egyenlet összehason-
lításából a diszperziós relációt kapjuk : 
-j- OO — OO 
+ - í — A W + - í —Du(x) (3.25) J V — V, л J x — v n j x — v 
V (to) V (uo) 
Másodfokú maximális analicitás: az összefüggő amplitúdók bármelyik változó-
ban „elég gyorsan" eltűnnek a végtelenben, ha a többi változó alkalmas tartományba 
esik. Ez a feltevés fontos szerepet játszik a diszperziós integrálok értelmezésében és 
a bootstrap dinamika egyik megfogalmazási formája. 
A (3.25) formula k'sérletileg fontos alkalmazása a 2 = 1, 4 = 3 eset, amikor 
a t reakció ( 1 + 3 — 1 + 3 ) és az и reakció ( 1 + 3 — 1 + 3 ) rugalmas szórás. Ebben 
az esetben az s = 0 értéknél a Dt és Du diszkontinuitások közvetlenül mérhetők 
a fizikai tartományokban, ahol a teljes hatáskeresztmetszetekkel arányosak. Az első 
lényeges megfigyelés, hogy A(v*) = A*(v) a fizikai levélen, ezért 
£>t(v) = lm A(t+) 
és 
D„(v) = lm A(u+). 
Az s = 0 pontban az amplitúdó előre szórást ír le a t és и csatornában. így alkalmaz-
ható az optikai tétel 
lm A (t+) = 2 f t <7i3 (Г) сгм (t), t > (тк + w3)2, 
\mA(u+) = 2\'u q13 (и) ff« (м), и > (mx + m3j2. 
A teljes diszkontinuitás-tartomány mérhető,ha t0 = («Зх + тз)2 és м0 = («îi + «î3)2. 
A (3.25) diszperziós reláció kísérletekben alaposan kipróbálható, mivel az A(v) 
amplitúdó mérhető a fizikai tartományokban. 
Analicitás a szögben fix energiánál. Az s változót a fizikai vágás felső partján 
( j + ) rögzítjük, ahol éppen az 1 + 2 — 3 + 4 reakció energianégyzetével egyenlő. 
A V változó most az 5 reakció szórásszögének koszinuszával arányos: 
V = 2q13(s)q3i(s)-Zs, 
ahol 
_ [•; - (mi + mjf] [s - (пд - nij)2] 
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A Zs komplex változó fizikai levelén a 3.7. ábráról leolvasható a szingularitás-
struktúra: 
f 
!m Zs 
= e — x — ( -
- / +1 
Re z, 
J.7 ábra. A Zs komplex változó fizikai levele. 
î a fizikai vágáson ( í+ értéknél) rögzített 
A fizikai tartomány ([—1, +1] intervallum a valós tengelyen) minden pontjajana-
litikus. A lehetséges pólusok helyzetét X jelöli. A(ZS) a jobb és bal oldali szingula-
ritások szerint két részre bontható: 
A(ZS) = Ar(Zs) + Al(Zs), 
,(y) (3.26) AR(ZS) = 2 y n ^ + f i í 
t pólusolc 9 ^ri n J У ^s 
Zs (r0) 
^ = / 3 ^ 
и polusok s Pi a s s 
z s («о) 
Két új függvény definiálható 
A ± (ZJ = Ar(Zs) ± Al ( - Z s) (3.28) 
a következő tulajdonságokkal: 
1. mindkettőnek csak jobb oldali szingularitása van Zs-ben, 
2. A+(ZS) páros része megegyezik A(ZJ páros részével, A~(ZS) páratlan része 
megegyezik A(ZS) páratlan részével. 
A 
D±(y) = Dt(y)±Du(-y) 
definícióval 
A±(ZS) = p ó l u s o k + 1 J -J^D^ti) (3.29) 
Zo 
ahol Z 0 a Zs(t0) és — Zs(w0) értékek közül a kisebbet jelöli. Ez a felbontás a parciális 
hullámok analizálásánál lesz hasznos. 
2» 
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Impulzusmomentum dekompozíció 
A részecskék meghatározott teljes impulzusmomentuma miatt a pólusok csak 
a megfelelő impulzusmomentumú parciális hullám-amplitúdókban jelennek meg. 
Ez leegyszerűsíti a matrixelemek analitikus tulajdonságait. Az uniteritási és disz-
kontinuitási formulák részben diagonalizálhatók impulzusmomentum projekcióval, 
s mindezen túl megnyílik az út a Regge trajektóriák elméletéhez, ami jelenleg az 
egyedüli dinamika nagy energiákon. 
A két-részecske szórásamplitúdó projekciójával folytatjuk eddigi vizsgálatainkat 
(a részecskék spinje továbbra is zérus): 
+ i 
Af{s) = — J dZsPj(Zs)Aah(s,Z) (3.30) 
- í 
A (3.30) formula minden i-re definiálja az Aj(s) amplitúdót, a (3.31) parciális hullám-
kifejtés konvergenciájától függetlenül. 
Aab(s,z) = - jS(2J+l)A?(s)Pj(z). (3.31) 
fi j=o 
A (3.31) kifejtés olyan ellipszisen belül konvergál, aminek fókuszai Z = ± 1 és 
keresztülfut Z legközelebbi szingularitásán. A 3.7. ábra jól illusztrálja a Z szin-
gularitásokat fizikai s értékekre. Tetszőleges i-re a szingularitások lokációját anali-
tikus folytatással kapjuk. 
А С konstans konvenció dolga. Af(s) normálását a (3.32) egyenlet rögzíti, 
s f { s ) = 1 + 2 i \Qb(s)Qa(s) Af(s), Qais) = 2 q f â - (3.32) 
f i 
ahol Sfis) az S-mátrix elem / impulzusmomentumú projekciója. Ekkor С = (16я) -1. 
Az A±(s, z) függvények projekcióját + j ( s ) jelöli (az a,b indexeket sokszor 
elhagyjuk). (3.29)-ből pólusok nélkül: 
+ 1 OO oo 
AHs) = j f AzPj(z)^J dyQjiy)D^iy,s), (3.33) 
—
 1 Zo Zo 
+ 1 
Qj(y) = j j j z t z p j & - í l 3 4 ) 
- 1 
A Qfy) másodfajú Legendre függvény valós-analitikus a komplex Z síkban 
logaritmikus elágazási pontokkal z = ± l - n é l . Érdemes megjegyezni, hogy páros 
У értékeknél Aj =Aj, míg páratlanokra Aj =Aj. 
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A kölcsönhatás hatótávolsága 
Az első megjegyzés Qj(z) aszimptotikus viselkedése nagy J értékekre 
i - ) l o g [ z + 7 z 2 - l ] } e x p j - 7 + 
Qj (z) - konstans У ' L. (3.34a) 
\ J 
oo 
Feltételezzük, hogy a (3.33) integrál valamilyen véges J érték felett egyenletesen 
konvergens 7-ben. Amikor s a fizikai tartományban (Z0 valós és nagyobb mint 1), 
az y feletti integrálásban a legalacsonyabb y értékek dominálják Aj(s) viselkedését 
nagy 7 értékekre. Másként kifejezve: a Z komplex síkon a fizikai tartományhoz leg-
közelebb fekvő szingularitások kontrollálják a nagy impulzusmomentum értékeket. 
(Pólusok esetében a z = l ponthoz legközelebbi dominál 7 —oo esetén.) 
A Z síkban a pozitív valós tengelyen z=y -ná l lokalizált szingularitás járuléka 
az amplitúdóhoz nagy 7értékekre mint exp [— JJy)] csökken, £(y) = log (у+Уу г — l ) . 
Impakt paraméter nyelven qs-Ç(y) úgy interpretálható, mint a kölcsönhatás inverz 
hatótávolsága. Az impakt paraméter forgalma elveszti értelmét, ha a qf1 hullám-
hossz nagyobb, mint a hatótávolság, ezért Ç(y)<s:l esetén reális qs-Ç(y) előbb említett 
fizikai interpretációja. Ebben a tartományban Ç(y) jól közelíthető а / 2 ( у — 1) 
kifejezéssel, amiből egyszerű formula adódik a hatótávolságra: 
г ~ Ч у ) ^ У 2 д
а
д
ь
( у - 1 ) (3.35) 
Rugalmas szórásban qa = qb = q és z = l + — E g y pólus í = m2-nél г 1 = яг 
t 
2q2 
inverz hatótávolságnak felel meg, ami a jól ismert Yukawa formula. Általában igaz, 
hogy a Z sík távoli szingularitásai rövid hatótávolságú kölcsönhatásokkal kapcsola-
tosak, míg a közeli szingularitások hosszú hatótávolságú kölcsönhatások. 
A parciális amplitúdók szingularitás-struktúrája 
Az Aj(s) amplitúdók projekciójával kezdjük: 
Afs) = ~ J dz Qj(z)A±(s,z) 
С vagy С 
(3.36) CJ 
pum 
Z0(S) ahol fizikai s értékekre а С és С kontúrok - / a 3.8. ábrán láthatók. 
(3.36)-ból közvetlenül kiolvasható, 
hogy a teljes amplitúdó minden s nor-
mál küszöb elágazási pontja megjelenik a 
parciális hullámok amplitúdóiban is. Jobb 3 8 á b m \ A [7, ' ' 4 i n t e r v a l i u m Á á g á s a ? j ( z ) 
, , ,. i i i - i , . logaritmikus elagazasi pontjaival kapcsolatos, 
oldali szingulantasoknak nevezzük ezeket
 a j o b b o l d a l i vág
6
ás v é g t e l e n
J
b e f u t é s A ± u z ) 
az elágazási pontokat, mivel + °° felé okozza 
© 
Я 
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futnak a pozitív y-tengely mentén. Az A(s, z) függvény z pólusai és elágazási pontjai 
y függvényében mozognak. Ezért újabb y szingularitásokat kapunk, ha egy ilyen 
z pólus vagy elágazási pont balra vándorol és a Qfiz) függvény valamelyik elágazási 
pontjához ér. Az Af (y) amplitúdó elágazási pontjainak ezt az új családját „bal oldali" 
szingularitásoknak nevezzük, mivel az y-síkon — °° irányában futnak és a t vagy и 
reakciók pólusait és normál küszöb elágazási pontjait reprezentálják. 
(3.21) és v = 2q12(s)-q3i(s)-z szerint egy keresztezett reakció szingularitása 
a t (vagy и) helyen elágazási ponthoz vezet a következő egyenletet kielégítő s pon-
tokban: 
±2qu(s)qM (y) = —-—| — (3.37) 
Illusztráció: rugalmas n—p szórás. A t reakció n + n -*p + p, míg az и reakció 
p + n — p + n. m{ = m2-= m\ : -m. 2 _ „ . 2 mi, leegyszerűsíti a (3.37) formulát 
+ 2g (y) = . t + 2 - 4 m% 
я
2
 СО = j te- Am%). 
Az egyik elágazási pont így az у = 4m% — t helyen, a másik pedig a végtelenben van-
Példánkban a vezető t szingularitás a n mezon pólus t = m\-nél, a következő a két-
pion elágazási pont t = 4/»|-nél és így tovább. A vágásokat a valós y-tengely mentén 
— °o irányában rajzoljuk, jelezve a fizikai levelet, amelyen a parciális amplitúdó 
hermitikusan analitikus (3.9. ábra). 
t S-ími
 Ж 
deuteron 
e/só inelasztikus 
^ \ elágazási pont nr28m\ 
к  
3.9 ábra. Кгп — p rugalmas szórás parciális hullám amplitúdója. 
A deuteron pólus csak a 7=1 parciális hullámban jelenik meg 
Általánosabb esetben a tömegek nem egyenlők és mindegyik t (vagy u) szin-
gularitás négy elágazási pontot produkál az у változóban, amelyek negyedfokú 
egyenletből számíthatók: 
[y — (wj + m2f] [y - (nh + m2f] [y - (m3 + w4)2] [y - (m3 — m fi .21 -
= [s(l-u) + (m\-mt)(inl-m2fif, s + t + u= 2mh 
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5 = 0 és 5 = °° mindig elágazási pontok, így csak másodfokú egyenletet kell meg-
oldani. 
A parciális hullámok projekciója olyan operáció, ahol a reakció teljes energiája 
rögzített érték. Emiatt a parciális hullámok elágazási pontjaira vonatkozó disz-
kontinuitási előírások ugyanolyan jellegűek, mint a teljes amplitúdó esetében. Gyakor-
lati alkalmazásokban ezek az előírások minden nehézség nélkül kidolgozhatók, 
általánosan nem foglalkozunk a feladattal. 
A Froissart limit 
Rendkívül fontos szempont az S-matrix elméletben az összefüggő amplitúdók 
viselkedése, amikor egy vagy több csatornainvariáns nagyon nagy. Még nem világos, 
hogy az aszimptotikus struktúra külön határfeltételt követel vagy már következik 
az eddig áttekintett analitikus tulajdonságokból. 
Az A(s, v) függvény aszimptotikáját vizsgáljuk. Feltételezés szerint v— °° 
esetén fix 5-re 
A(s,v) < konstans- vN(s), A ( . s ) < ° ° . (3.38) 
A kísérletek támogatják ezt a véges hatványkorlátot, másrészt a feltevés nincs 
ellentmondásban az eddig megismert S-matrix elvekkel. 
Az ütközésekben működő erők hatótávolságát vizsgálva feltételeztük az 
Aj = J dz Qj(z)A±(s, z) = J dyQ} (y) D* (y, s) (3.39) 
С vagy С' Zo(s) 
integrálok egyenletes konvergenciáját valamilyen véges /max(í) feletti impulzus-
momentum értékekre. Visszaemlékezve Qj(z) aszimptotikus viselkedésére, közvetve 
feltételeztük az 
A± (5, z) < kostans • zJm°x(s), (3.40) 
korlátot. Mivel rögzített s mellett z^v, a (3.38) formulában szereplő N(s) azonosít-
ható a /max(s) függvénnyel. 
Froissart érvelése mutatja, hogy 5 ^ 0 esetén a Jmm(s) hatványkorlát egynek 
választható. Az eddig is szereplő formulákat akarjuk használni, ezért az s —°° 
esetet vizsgáljuk rögzített / ^ 0 értékre. A keresztezési elv miatt ez a határérték 
ekvivalens a v — °° (vagy fix 5 ^ 0 aszimptotikával. A (3.40) egyenletből ki-
indulva és alkalmas /-korláttal 
Aj (5) < С (5) • J-+ oo 
ami a parciális hullám-kifejtés effektív levágását eredményezi • r(s) • log C(s) 
impulzusmomentumnál 
A±(s, zs) = 1 2 (2++ 1) Aj (5) Pj(zs) (3.41) 
G J =0 
fs 
(3.35) figyelembevételével r(s)-*konstans és q,-—^- amikor s — A hatványkor-
lát miatt log C(i) < kontans • log 5. 
A fizikai i-tartományban minden parciális hullám szórásamplitúdójának ab-
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szolút értéke kisebb egynél. Ez korlátot jelent az Af(s) amplitúdókra. Az összes 
korlátot felhasználva (3.41)-ből kapjuk 
konst- У s log s 
(s, z = 1)1 < konstans- 2 ( 2 / + 1 ) 
J= 0 
vagy 
|Л±(5',zs = 1)| < konstans-slog2s, s — ( 3 . 4 2 ) 
A (3.42) alakú korlát érvényes marad bármilyen fix negatív t vagy и értékre: 
IA (s, t, n)| < konstans • s log2 s, (3.43) 
fixísO 
vagy fixa s 0. 
A lényeges pont itt az, hogy a - l S z s S l fizikai intervallum belsejében a 
Legendre függvények abszolút értéke egynél kisebb. Sőt, jól ismert dolog, hogy a 
7j(zs) polinomok oszcillálnak és z X l-re a (3.41) kifejtésben a különböző J értékek 
erősen kioltják egymást. A kísérleti viselkedés \A(s, z)| <konstans•e~a(z)/ú(T_>.oo 
z X ± 1 és a(z) pozitív). Ennek a jelenségnek még nincs kielégítő magyarázata. 
Érdemes megjegyezni, hogy az előre-szórásban megfigyelt amplitúdók csaknem 
kimerítik a Froissart korlátot. Egyedül a gyenge log2 s faktor hiányzik. 
Komplex impulzusmomentum 
Froissart—Gribov módszer. A (3.39)-ben Qj(z) két integrál alatt jelenik meg. 
A Qj(z) függvény analitikus a jobb oldali J félsíkban és nagy z értékekre a Qj(z) — 
— konstans-z~ ( J + 1) aszimptotikus viselkedés komplex J mellett is érvényes. 
(3.39) integráljai egyenletesen konvergálnak R e 7 > 7 m a x értékekre, s ebben 
a tartományban analitikus Aj(s) függvényt definiálnak a komplex J síkon. A (3.34a) 
aszimptotikus viselkedés nagy У-ге komplex impulzusmomentum mellett is érvényes 
marad és (3.39a) miatt garantálja Af(s) exponenciális zérushoz tartását amint 
Re J — oo-Im У — ±°o Re У fix határértékben korlátos oszcilláló viselkedés jellemzi 
a függvényt. 
Carlson tétele miatt a Froissart—Gribov-féle analitikus folytatás az egyetlen 
olyan analitikus interpoláció egész У értékek között, ami 0(e^ J ' ) alakú Я < к, |У| — °° 
esetén a R e f ä O tartományban. 
A Froissart korlát és s ^ O garantálják az analitikusságot a komplex У sík 
R e y > l tartományában. Bármilyen szingularitás jelenik meg ebben a tartomány-
ban pozitív s értékekre, az szükségképpen mozgó szingularitás, vagyis lokációja 
az x változó függvénye. 
A (3.39) formulából: a D±(s, y) függvény nem tartalmaz s pólust, ilyen 
szingularitás csak úgy fejlődhet ki, hogy az y változóra vett integrál „felrobban", 
ami a R e y > y m n ï tartományban nem történhet meg. 
Másodfokú maximális analicitás: feltételezzük, hogy a Froissart—Gribov 
amplitúdó (3.39) minden fizikai У értékhez folytatható valahogy (а У
тах
 alattiak-
hoz is) és az analitikus folytatással a tényleges fizikai amplitúdókat kapjuk, még 
akkor is, ha azok pólusokat tartalmaznak s-ben. 
A másodfokú maximális analicitás fontos következménye, hogy minden pólus 
Regge-pólus, vagyis ha Aj (s) az s és У komplex változók analitikus függvénye, 
az s pólusok helye és reziduuma analitikusan függ У-től. 
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A Sommerfeld—Watson transzfor-
máció közvetlenül mutatja a komplex 
impulzusmomentum és az aszimptotikus 
viselkedés kapcsolatát. Valamilyen s 
érték mellett a komplex J síkot vizs-
gáljuk. 
Az A+(s, J) függvény a Re / = 
= /max(s) egyenestől jobbra minden 
szingularitástól mentes. A fizikai s tar-
tományban A +(s, /)-nek nincsenek / -
szingularitásai a pozitív valós tengely 
infinitezimális környezetében. Ebből a 
tartományból az uniteritási egyenletek 
analitikus folytatása zárja ki a póluso-
kat: a parciális hullámok amplitúdói végesek (valós J, fizikai 5) pontokban. 
Ilyen körülmények között az A±(s, z) függvényt kontúr-integrállal reprezentál-
hatjuk (3.10. ábra). 
Red 
3.10 ábra. С kontúr definiálja a komplex J síkon 
a Sommerfeld—Watson transzformációt 
A±(s,zs) 2 icf ^ / ( 2 / + l ) A H s , J ) ^ T d J (3.44) 
A reziduum-tétellel rögtön ellenőrizhető, hogy (3.44) a szokásos parciális hullám-
kifejtéssel ekvivalens (potenciálszórás). Most kihasználjuk A±(s,J) viselkedését 
nagy J értékekre és а С kontúrt átvisszük C'-be, ami még éppen jobbra halad el 
A±(s, J) legnagyobb valós /-vei jellemzett szingularitása mellett (3.11. ábra). 
А С' jkontúrra vett integrál 
egyenletesen konvergál zs-ben és mi- c ' 
vei 
Pj(— zs) — kontans-zj , zs-+°°, 
R e l -
következik, hogy 
A± (s, zs) < konstans • ZsReaim»^s). 
OTrr (S) 
1 Re J 
3.11 ábra. А С'és C" kontúrok a komplex / síkon. 
A legnagyobb valós /-vei jellemzett szingularitást 
a m a / 0 jelöli 
így azonosítható a JmM(s) hatvány-
korlát a komplex / sík legjobbra fek-
vő szingularitásának valós részével. 
Ha A +(s, / ) /-szingularitásai pólusok és elágazási pontok, az egyes szingulari-
tások járuléka az aszimptotikus viselkedéshez explicit módon kiértékelhető pólus 
reziduumok és vágások diszkontinuitásainak formájában. Tegyük fel például, hogy 
a vezető szingularitás Regge pólus a J=xjs) helyen ßjs) reziduummal (a többi 
szingularitás véges távolsággal balra helyezkedik el az а;(х) pólustól). Ekkor (3.44) 
új alakban írható 
PA-zj л „ _ P»,(-zs) A (s, zs) =
 ~2dcf t / / ( 2 / + 1 ) ^ ( 5 , / ) 
(3.45) 
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A C" kontúr minden szingularitástól jobbra fut, kivéve a vezető pólust. Elegendően 
nagy zs értékekre (3.45) második tagja dominál az amplitúdóban. Elágazási pont 
esetében (a vágás balra fut) a megfelelő számolás a diszkontinuitás feletti integrálhoz 
vezet. 
Bootstrap dinamika 
A megismert elvek azt sugallják, hogy a pólusok ismeretében az amplitúdók 
összes szingularitásán kívül az aszimptotikus viselkedés is meghatározható, ami 
egyet jelent a teljes S-matrix ismeretével. 
Hátramarad egy elvi kérdés: van-e valami megszorítás a pólusokra? Valószínű-
leg a másodfokú maximális analicitás adja a kielégítő választ, mivel rendkívül kor-
látozó a hatása. Könnyen lehetséges, hogy a természetben megfigyelt erősen kölcsön-
ható részecskék az egyetlen pólus-kollekció ami összeférhet ezzel a feltevéssel. 
(Hogy egyetlen ilyen konzisztens póluscsoport is létezik-e, az messze nem nyilvánvaló). 
Először is analitikus impulzusmomentum mellett egyetlen (vagy véges számú) 
részecske-pólust önkényesen nem vezethetünk be: a Regge pólusok trajektóriákon 
fekszenek, pólus-családok a legszorosabban összetartoznak. 
A keresztezési elv, uniteritás és másodfokú analicitás „bootstrap" mechanizmust 
generálnak, amiben minden pólus hozzájárul a keresztezett reakciók szingularitá-
saihoz, ezek pedig az eredeti pólust produkálják. 
A bootstrap mechanizmus leegyszerűsített modelljei indikálják: ha léteznek is 
megoldások a konzisztencia követelményekhez, ezek nem tartalmaznak folytonosan 
változó paramétereket. Modellektől független általános példa: tegyük fel, van az 
erős kölcsönhatás „erősségét" jellemző paraméter, ami tetszőleges kicsivé tehető 
anélkül, hogy az elmélet értelmét vesztené. Ekkor a pólus-reziduumok és vágás-
diszkontinuitások mind zérushoz tartanának, az amplitúdók energiafüggése (és 
magnitúdója) egyre gyengébb és gyengébb lenne. Feltételeztük, hogy bizonyos ener-
gia-tartományban bármelyik Regge pólus a bal oldali J félsíkban fekszik, ezért a 
pólus-pozíciók energiafüggését elég gyengévé téve egyetlen pólus sem juthatna a jobb 
oldali félsíkra. Ha nincsenek pólusok fizikai J értékekre, akkor nincsenek részecs-
kék. Ezért nem tűrhetünk tetszőlegesen gyenge kölcsönhatási paramétert. 
Modell-számításokból kitűnik, hogy a kölcsönhatási paraméternek az a kritikus 
értéke, ami biztosítja bizonyos részecskék létezését, nem sokkal kisebb, mint amit 
a természetben a valódi nukleáris részecskékre megfigyelünk. Másfelől az uniteritás 
felső korlátot ad a szingularitások erősségére és ez a korlát nagyon kevéssel van 
(ha egyáltalán) a megfigyelt erősség felett. 
Bármely energiánál az erők természetes mértéke az az impulzusmomentum, 
ami még összetartható, tehát a J síkban jobbra a legmesszebb fekvő Regge pólus 
pozíciója. Az uniteritáson alapuló Froissart limit miatt zérus energiánál egyetlen 
pólus impulzusmomentuma sem lehet egynél nagyobb. A kísérletek szerint a Pomeran-
chuk pólus pozíciója zérus energián éppen 7 = 1 . Erre a jelenségre általában úgy 
hivatkoznak, hogy az erős kölcsönhatások „maximálisan erősek". 
A bootstrap dinamika alapvető problémája, hogyan lehet technikát találni 
a (3.39) Froissart—Gribov formula analitikus folytatásához egészen olyan impul-
zusmomentum értékekig, ahol már pólusok is megjelennek. Ez még nem megol-
dott kérdés és csak modelleken összegyűjtött tapasztalatokból van valami elképzelé-
sünk a teljes program kidolgozásáról. 
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B E V E Z E T É S 
Az elemi részecske kölcsönhatások között különleges helyet foglal el a nukleon-nukleon 
kölcsönhatás: a kisenergiájú NN-szórási kísérletek a magerők megismeréséhez a legtöbb informá-
ciót adják. Az egyéb szóráskísérletekhez hasonlóan a parciális hullám analízis rendkívül fontos az 
elméleti, elsősorban diszperziós elméleti eredmények ellenőrzéséhez is. 
Ezen a helyen csak a második alkalmazással foglalkozunk, ehhez azonban részletesen ismer-
tetjük azt is, hogy hogyan jutunk el a mérésektől a fáziseltolások numerikus értékeihez. Részletezzük 
a fázisok definícióját, a meghatározásukhoz szükséges méréseket, illetve a legújabb mérési adatokat. 
Ez után vázoljuk a fázisok elméleti kiszámításhoz szükséges diszperziós technikai segédeszközöket, 
majd röviden megemlítjük a legújabb és legsikeresebbnek mondható számolásokat. 
Legalapvetőbb segédeszközként Goldberger, Grisaru, Mac Dowell és Wong munkáját [1] hasz-
náltuk, sok helyen nem is hivatkozva rá. 
A témakör iránt részletesebben érdeklődőknek felhívjuk a figyelmét a Review of Modern 
Physics 1967 júliusi számára, amely az 1967 márciusi floridai nemzetközi konferencia előadásait 
tartalmazza. Á konferencia témája a nukleon-nukleon kölcsönhatás volt. A kötet az eddig rendelke-
zésre álló kísérleti adatok legteljesebb összefoglalását tartalmazza. 
I./1. Első feladatunk a szórási amplitúdó megkonstruálása. Itt és a továbbiak-
ban fel fogjuk tételezni, hogy az erős kölcsönhatás az idő és tértükrözésre invariáns, 
valamint, hogy a proton és neutron egy izodublettbe tartozik; nem fogunk foglal-
kozni a nukleonok elektromágneses kölcsönhatásából eredő korrekciókkal. Az 
amplitúdót természetesen Lorentz-invariáns alakban fogjuk felírni. 
A továbbiakban az 1. ábra jelöléseit használjuk, px és p2 a bejövő, p\ és p2 a szórt 
nukleonok négyesimpulzusa, 
I. Nukleon-nukleon fázisanalízis 
Adott izospin állapot mellett (mely a két-nuk-
leon rendszer esetén 0 vagy 1 lehet) 5 független 
amplitúdó szükséges a szórás jellemzésére. Ezt 
elég a teljes impulzusmomentum adott J érté-
kére belátni. A két-nukleon rendszer lehet spin 
szingulett vagy spin triplett állapotban. Mint 
s = (Pi+Pè2, t = ( p 1 - p ' í f , 
и = (Pi-Pif-
1. ábra 
* Előadás а VII. Elméleti Fizikai Nyári Iskolán 1967. 
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majd látni fogjuk a szingulett állapot paritása — 1, a három triplett állapot paritása 
( _ i y = 4 ( _ 1)1 = ^ 1 . 
Miután a paritás megmaradó kvantumszám, különböző paritású állapotok 
között nem lehet átmenet. Nincs átmenet a szingulett és triplett állapot között sem, 
hiszen adott paritás és izospin érték mellett a Pauli-elv kívánalmainak csak az egyik 
állapot tehet eleget. Megjegyezzük még, hogy T invariancia miatt ugyanaz az ampli-
túdó írja le a J E 1 -У— 1 és У— 1 - * / + 1 paritású átmeneteket. 
Az 5 független amplitúdó megválasztásában teljes szabadságunk van. Előnyös, 
ha az amplitúdó könnyen kezelhetően viselkedik két részecske felcserélésekor, mert 
így a Pauli-elv és a keresztezési szimmetria következményei egyszerűen megfogal-
mazhatóak. Úgy tűnik, nincs olyan választás, amely mindkét esetben jól működik. 
Mi a Pauli-elvet részesítjük előnyben. A szórási amplitúdó tehát: 
T = (S-S) E F* {TE T) + F$(A -À)E P4° tУ EV)E 
+ P° ( P - P)] 0>o E[F}(S-S)E. 
ahol az P-ek komplex függvények, melyek csak az s, t, и invariánsoktól függnek; 
SPg és SPX projekciós operátorok az 1=0, ill. / = 1 állapotokban: 
= (1 - Ti T2)/4 = (3 + Ti T2)/4 
Tj és т2 a szokásos izospin operátorok, melyek az 1 ill. 2 részecske alterében hat-
nak т = (т}, r j , rj), 
rp 1 — 
+ = üiygyßuüiy6yßu (2) 
V = йу
ц
 ийу
ц
 и 
F = йу5 ийуъ и. 
S, T stb. a végállapot spinorjainak, П(р'2) és felcserélésével kaptuk. Az u{p) 
pozitívenergiás spinorokat Пи = l-re normáltuk. 
A fent bevezetett „kígyós" mennyiségek kifejezhetőek a „kígyótlanok" lineár-
kombinációjaként : 
S 
V 
1 
— A f 
Ä A 
p 
1 1 1 1 1 S 
4 - 2 0 2 - 4 V 
6 0 - 2 0 6 T 
4 2 0 - 2 - 4 A 
1 - 1 1 - 1 1 P 
(3) 
Külön kiírjuk az alábbi két könnyen ellenőrizhető hasznos relációt 
VEV = SES-P-P, TE T = SESEPEP. (4) 
Megjegyezzük, hogy (l)-ben adott s és t érték mellett valamely izospin csatornában 
látszólag 10 paraméter van, hiszen P-ek komplex mennyiségek. Megköveteljük 
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azonban, hogy T kielégítse az uniteritást, ez öt megszorítást ad (nem-relativisztikus 
esetre 1. pl. [2]) így adott s, t mellett öt mérés elegendő az amplitúdó meghatározására. 
E kérdéssel a későbbiekben még foglalkozunk. 
A Pauli-elv megköveteli, hogy a szórási amplitúdó jelet váltson, ha a végállapot-
beli két nukleon kvantumszámait (impulzust, spint, izospint) felcseréljük. Az izo-
spin projektorok közül jelet vált, SPX nem, amint ez látható, ha alkalmazzuk rájuk a 
= ( 1 + T i T 2 ) / 2 
izospin felcserélő operátort. A felcserélés nyomán S átmegy £-ba, stb., hasonlóan 
t—u. Az £ függvényeknek tehát az alábbi relációt kell kielégíteni: 
Ff(s, t,u) = (—l)i+IF[(s,u, t). (5) 
Az £ függvények több fontos tulajdonságával a IIL részben foglalkozunk és ott 
fogjuk tárgyalni a keresztezett csatorna szórási amplitúdójának tulajdonságait. 
I./2. A szórási folyamatot a tömegközépponti rendszerben vizsgáljuk. Cél-
szerű a spin kvantálási tengelyt az impulzussal párhuzamos irányba választani, 
mert a spin impulzus irányú vetülete, a helicitás, forgatásokra invariáns, emiatt 
célszerű helicitásformalizmust használni [3]. Koordináta-rendszerünket úgy választ-
juk, hogy a bejövő részek a z tengely irányába mozogjanak. A szórt részek a z ten-
gellyel 9 szöget zárnak be. (A szórási irány megadásához szükséges <p szöget az 
x tengelytől mérjük fel. Később használatos mennyiségeink e szögtől nem fognak 
függeni, hiszen a bejövő állapot szimmetrikus a z-tengely körüli forgásokra.) A bejövő 
részek kétkomponensű spinorja y, tehát sajátállapota o\,-nak azy = ± y . A szórt 
részek spinorjait megkaphatjuk, ha y-t 9, cp irányba elforgatjuk [4]: 
(6) cos 9/2 -e'" sin 9/2 
e
i(p
 sin 9/2 cos S/2 
y' természetesen sajátállapota a jj? helicitásoperátornak : 
E kétkomponensű spinorokból a szokásos módon kapjuk a Dirac-spinorokat : 
u = [2m(E+m)]-1l2 ( ^ " j * (7) 
I./3. Ha a fenti spinorokat írjuk be E-be, megkaphatjuk a szórásamplitúdót 
helicitásreprezentációban. A T amplitúdó ezen alakja, mint később látni fogjuk, 
igen alkalmas diszperziós modellek számolásánál. A fázisanalízis elvégzésére azonban 
más kombinációt fogunk használni. 
A szórást a spintérben írja le egy Ф matrix. Olyan normálást választunk, hogy 
^ = K ^ w w i * 
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Belátható, hogy ekkor 
W 
T=2n - 2 (ki Я21Ф Я2>, W2 = Í. 
Ismeretes, hogy egy kétrészecske állapot, mely 9, cp irányba mozog és a részecskék 
helicitása Я1; ill. Я2 kifejthető a teljes impulzusmomentum meghatározott értékéhez 
tartozó állapotok lineárkombinációjaként [3] 
(q>, 9 ; Я
х
 Я2| JM; Ях Я2> = fa S, - ср). 
Ezt felhasználva láthatjuk, hogy 
(8) 
A Aj Â2 ? A — Aj A-2' 
Megadjuk most, hogyan viselkednek a fenti állapotok tér és időtükrözésre és azonos 
részecskék felcserélésére 
P : (JMX'i Я21TI JMXx kt) - < - Яi - Я21 T \ - Ях - Я2> 
Г: - Д Я
х
 Я2[Г| Я; Я2> (9) 
Л 2 : - < Я2 Я{|Г1 Я2 Ях>. 
(Megjegyezzük, hogy nukleon-antinukleon szórás esetén a Pauli-elv szerepét a G 
paritás megmaradása veszi át, mely szintén a fenti képletekre vezet.) 
Válasszuk tehát az 5 független amplitúdót az alábbiak szerint: 
Фг
 =
 ( + + |Ф| ) = 2 (2J + 1 ) ( + + IГ 71 ) +oo($) 
P j 
cp3 = <+ _ |ф |+ _ ) = Ь ( 2 / + 1 ) ( + - | Г ' | + - K / 9 ) (10) 
P j 
<pl = ( + - W - + ) = ^2(2J+l)(+-\TJ\-+)dt11(9) P j 
Ф5 = < + + | ф | + - > = ", 2 ( 2 + + 1 ) < + + m + - ) d { 0 (9). 
p J 
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Az összefüggés az F és cp amplitúdók között: 
Ancp, = l [m2 {F, + ( f , + f 4 ) cos 0} - (3E2 +p2) f 3 ] 
4я<р2 = ~ [_ E2 F, + {(E2 + p2) F2 + m2 F4} cos 0 + 3m2 F3-p2Fb\ 
4я cp3 = -=• \2 m2 F2 + 2 E2 Fx +p2 ( - F, + 2F3 + F5)] cos2 0/2 h 
4я<?4 = - F t2 '"2 F» + 2 £ 2 Л - P 2 ( - F, + 2F3 + F5)] sin2 0/2 h 
4ncp5 = — m (F2 + F4) sin 3. a i ) 
Célunk, hogy a szórási mátrixot minden megmaradó kvantumszám szerint diagona-
lizáljuk. A paritás ilyen kvantumszám, ezért a helicitásállapotokból olyan lineár-
kombinációkat képezünk, melyek a paritásnak sajátállapotai: 
\a) = JM+ + >+1JM » paritása: ( - l ) J _ l 
Ib) = — ( I J M + + )-|JM » paritása: ( - 1 ) J (szingulett) 
|c) = -j= (\JM + - > + \JM - + » paritása : ( - 1)J " 1 
(12) 
Id)= -j=(\JM+ - ) - | J M - + » paritása: ( - 1 / . 
Ugyanavval a gondolatmenettel, mellyel I./1-ben beláttuk, hogy 5 független amplitúdó 
van, beláthatjuk, hogy a T, ill. S 4x4-es mátrixnak csak a 2. ábra szerinti helyeken 
áll zérustól különböző eleme; 
(b, n а, с ) о 
о 
с с 
с о 
о о 
о о 
b 
d 
а 
с 
( ... ) 
v) 
Э 
2. ábra 
valamint azt is, hogy időtükrözési invariancia miatt az S, ill. T mátrixok szimmet-
rikusak. (Megemlítjük, hogy e gondolatmenet segítségével megvizsgálhatjuk azt is, 
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hogy adott izospin és paritás értékek esetén milyen teljes impulzusmomentum 
érték mellett lehetségesek az egyes átmenetek. Ezt foglaltuk össze az 1. táblázatban.) 
1. TÁBLÁZAT 
Megengedett átmenetek N — N szórásra 
s = 1 
J = I J=í± 1 
1=0 J ptl. J ps. / ptl. 
1= 1 / ps. J ptl. J ps. 
Az S matrix 2. ábra szerinti alakjából, és az uniteritási feltételből tudjuk, hogy 
az (b\SJ\b) vagy (ci\SJ\d) mátrixelemet exp lib alakban írhatjuk, és a kvantum-
mechanikából tudjuk, hogy <5 az adott parciális hullám fáziseltolódása. Célunk 
e szórási fázisok meghatározása. Esetünkben természetesen J adott értéke mellett 
több szórási fázis lesz. 
A szórási fázisokat akkor egyszerű bevezetni, ha az S matrix teljesen diagonális. 
Megtehetnénk ezt a mi esetünkben is. Az így bevezetett fázisokat szokás „saját-
fázisoknak" nevezni. A sajátfázisok hátránya, hogy nem rendelhetünk hozzá pálya-
impulzusmomentum, ill. spinértéket, noha a kísérleti adatok kiértékelése így lenne 
szemléletes. Mi a továbbiakban az utóbbi módon szeretnénk a fázisokat bevezetni. 
Először is megadjuk, hogy az általunk használt állapotok hogyan épülnek fel a 
pályaimpulzusmomentum és spinoperátor meghatározott sajátértékeihez tartozó 
állapotokból. Ezek levezetése megtalálható pl. [3]-ban, mi csak a végeredményt 
közöljük a (13) képletben, ill. / alacsony értékeire a 2. táblázatban. Innen olvasható le 
egyébként, hogy a (12) állapotok közül melyik a szingulett. 
(JM, LS I J M , Aj A,) = (L, 0 ; A| /А) - A 2 | j , A). (13) 
2. TÁBLÁZAT 
Helicitás á l lapotok 
— ( ! + + > + ! - - » 
í i 
Í2 
3Po 
1So 
Í2 (I + - H I - + » 
— (1 + - Ы - + » 
и 
3 f 2 
З
л 
1GL 
-
3F3 
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Jelöljük f0J = (b\TJ\b), f i = (d\TJ\d). (14) 
/ i i = (a\TJ\a), 2 f{2 = (a\TJ\c) + (c\TJ\a), f i = <с|Г' |с) 
Készítsünk tehát T matrix elemeiből, melyeket (14) szerint jelölünk, két olyan 
kombinációt, melyek csak egyfajta pályaimpulzusmomentum értéket tartalmaz-
nak. Mint a 13. képlet említett levezetéséből látható, matematikailag az a felada-
tunk, hogy gömbfüggvények adott kombinációiból egy másfajta kombinációt 
állítsunk elő. Analóg matematikai probléma fellép a kvantumelektrodinamikában 
is [5]. Az ottani levezetésre utalva ismét csak a végeredményt írjuk fel: 
л- | + 1 = 2 j t i да+(J+да+2 / д а + д а л 
л . . . i = 2 7 Т Т { ( / + да+да-дадал-у а з 
L - 1 . J + 1 = да С / Й - / l i ) - / á } -
Tehát az eddigiekben az I./l-ben szerepelt T mátrixról unitér transzformációval 
az alábbi matrixra tértünk át: 
i / o 0 0 0 ' i / o 0 0 0 ' 
0 
Л 0 о 0 /1 0 0 
0 0 / п /l2 0 0 /1 = 1+1/1+1, j-i 
, о 0 У12 /22 , , 0 0 fj+i,j-ifj=i-i . 
A szórási fázisokat, mint már említettük, a diagonális elemekre könnyű kiosztani: 
2 ifi'= exp (2ióJ0) - 1 ; 2iff = exp (2iS{) - 1. ( 16a) 
A J = / + 1 és У = 1-Х amplitúdóhoz szintén hozzárendeljük a <5
 + , ill. ő_ fázisokat, 
de mindkét csatornában megengedünk kiszóródást tetszőleges paraméterrel. A 2 X 2-es 
almatrix többi elemét szabadon hagyjuk. Kiróva a matrixra az uniteritás követelmé-
nyét és azt, hogy a matrix szimmetrikus, a többi paraméter a 
2ifj=i+i = cos 2sj exp (2iôJ+) — 1 = 2 i f i 
2tf j=i- i = cos 2 Ej exp (2 iSi) - 1 = 2iIfi (16 b) 
V j + i,j-i = sin 2Sj exp (iöJ++iöJ_) = 2iff. 
(16A) szerinti alakot ölti. A fellépő Ej neve mixingparaméter. A 16. képlet szerint 
bevezetett fázisokat visszaírjuk (10)-be, és megadjuk ezen egyenletek inverzét is. 
% = {(27 + 1 )// + J f í + ( 7 + 1 ) f í + 2 yi(JVX)fi}Pj 
= (27+1 ) / / + J f í + ( 7 + \ ) f í + 2 / 7 ( 7 + 1 ) f i ) Pj 
4 Fizikai Folyóirat XVH/5 
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<Рз = j 2' { 0 + 1 )fí +J/Í-2 fj{j+ \)fí} dix + J 2"(2J+ \)fi dix (17) 
n = -p 2' {(•/+ 1 )fi +J/Í- 2 /7(7+7) Л ) dix - J 2"(2J+1 ) / / dix 1 
И1-0) «p5 = 1 2 ' {/7(7+1)(/Í - / i ) +/Í} To ( ' t e 
[ha <p izoszinglett, összegezni kell páratlan У-re] „ . , . ,, 
> : i , . . , .. . , „ ,
 R (', 2 • fordítva, mint > 
— (ha cp ízotriplett, összegezni kell páros J-re J 
i 
fo=P f dzPj (cpx — (p2) 
- í 
+ i 
fi — P f dz {d(x <Ps - dí XX <Pi) 
- í 
i  
fí=P fdz {JPj{(Px + cpf + ( / + 1) (Ti <Рз + dí xi (Pfi + 4 yj(j+ 1) Т0Ф5} 
f J -U
 2J + 
- 1 
1 
P 
- J dz {(/ + 1 ) Pj (cpx + (p2) + J (dix cp3 + dí xi <pfi - 4 \ J{ J +1 ) To <Ps} 
- 1 
fi = ДЕД В J dz{pj(<px + <pf-(dix<p3 + díxxvfi+7l=: , To'?/f. 27+1 " J l /7(7+1) 
(18) 
A továbbiakban avval a problémával foglalkozunk, milyen kísérletekből lehet a szó-
rási fázisokat és a mixingparamétert meghatározni. 
II. A nukleon-nukleon szórási amplitúdó teljes meghatározásához szükséges 
kísérletek 
Az I. részben megmutattuk, hogy a szórási amplitúdó teljes ismeretéhez 5 füg-
getlen mérés szükséges. A szóbajöhető méréseket a 3. táblázatban tüntettük fel. 
Mint látható, a mérendő mennyiség többnyire valamelyik részecske polarizációja, 
ezért a polarizáció mérésével részletesebben foglalkozunk. A formulák egyszerűsíté-
séért nem-relativisztikus közelítésre térünk át. Ez azért is indokolt, mert fázisana-
lízist jóval 1 GeV alatt (a bombázó rész kinetikus energiája laborrendszerben) 
végeznek. Az ehhez az energiához tartozó tömegközépponti rendszerbeli sebesség 
kb. 0,7c, vagyis a relativisztikus korrekciók csak itt kezdenének jelentőssé válni. 
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3. TÁBLÁZAT 
\ Kezdeti 
\ állapot 
mérendő \ 
mennyiség 7 
nem polarizált 
nyaláb 
nem polarizált target 
polarizált 
nyaláb 
nem polarizált target 
nem polarizált 
nyaláb 
polarizált target 
polarizált 
nyaláb 
polarizált target 
Hatáskereszt-
metszet 
1 
er = — Tr(MM*) a} oi Ofk 
Szórt részecske 
polarizációja 
1
 p 
Tr(a\,MM +) ^-Tr(Ma}M + a1p) 4 
Kkp T1 1
 ikp 
Visszalökött 
részecske polari-
zációja n 
Kiq ~ 
~ ^Tr (Ma) M + <т|) DiV 
rp2 1
 ikq 
Polarizációk 
korrelációja 
Ppq = -Tr(a\-
•a\MM*) 
P)pq ~ 
- Tr(Ma}M + aial) 
4 
P2 x
 kpq 
Tikpq^Tr(Ma)-
•alM + o\a%) 
Hagyjuk el a kiskomponenseket a T szórási amplitúdó spinorjaiban, így meg-
kapjuk T nem-relativisztikus alakját, melyet M-mel fogunk jelölni: 
M = a + c(a1 + ff2)N + w ( a 1 N ) ( a 2 N ) + g[(a1P) (<r P) + (я1 К) (а2 К)] + 
-f h [(с1 P) (<r2 P) - («т1 К) (<т2 К)] 
_кХк/ к + к' к - к ' 
|кхк'|' |к + к'| ' |к—к'| ' 
Az együtthatók az alábbiak szerint kombinálódtak: 
a = - (Pa+<Рз + <Pi + cos 9 + (p2 + (p3 - cp4] - 4 sin 9(p5} 
ic = ^ {((px + cp2 + cp3- (Pf sin 9 + 4 cos 9(p5} 
m
 - \ {-(<Pi - <P2 + (pa + <Pi) + cos 9 ((px + (p2 + <p3 - (pi) - 4 sin 9 cp5} 
g = -r[<P» + (Pi-<Pi + <P2l 
h = j [<p3 -<pt~(pi- <Рг] • (20) 
II./2. Bármely kísérletben bombázó részek nyalábja szóródik sok, céltárgyként 
szolgáló részecskén. Ezért a szórás leírásában a sok részecske rendszer állapotának 
4» 
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változását szeretnénk kvantumelméletiig leírni, erre alkalmas a rendszer sűrűség-
mátrixa [5]. 
Felidézzük a sűrűségmátrix néhány tulajdonságát. Ha a rendszer kezdeti álla-
potát Qin matrix jellemezte T r0 i n = l, a végállapotát SginS+ fogja megadni. Szá-
munkra a rendszernek csak az a része érdekes, mely részt vett a reakcióban, ez: 
6out= TQin F ' • A differenciális hatáskeresztmetszet a szórás után <j(Q) = dajdQ = 
= Tr gout. Valamely A operátor várható értéke: (Д) = Тг (Ag)/Tr g. A továbbiakban 
csak a sűrűségmátrix spintérben ható részével foglalkozunk. Példaként tekintsünk 
zérus spinű részeken szóródó feles spinű részeket. A spinteret a szóródó részek két-
komponensű spinorja feszíti ki. A sűrűségmátrix 2X2-es, általában az alábbi alakba 
írható: 0 = a(l +P<r). Mivel Tr 0 = 1, a = 1/2. A P vektor komponenseinek fizikai 
jelentését megkapjuk, ha tekintjük a spinoperátorok várható értékét: Tr (<7,0) = Pt. 
Tehát Px az x irányú polarizációt adja meg a kezdeti állapotban, a nyugalmi rend-
szerben. (Mint ismeretes, mozgó részek sebességre merőleges polarizációja m/E-vel 
arányosan csökken, fénysebességgel mozgó részek spinje párhuzamos az impulzusuk-
kal. Ezt a faktort nem-relativisztikus közelítésünkben elhagyjuk.) 
Nukleon-nukleon szórásnál a spinteret a bejövő, ill. a szórt részek spinorjainak 
direkt szorzata feszíti ki, g 4 x 4 - e s matrix. Bevezethetjük az alábbi 16 lineárisan 
független Qp mátrixot: 
а,®12, Ix®a2, Ii®F-
Felírhatjuk Q= \ - 2 együtthatók fizikai jelentése az előző esethez hasonlóan 
4 д 
értelmezhető. Ha a target nem polarizált, (<r2)=0. Könnyen látható, hogy ekkor 
0 gyakorlatilag azonos az előző esetben tárgyalttal. 
Térjünk vissza a 3. táblázatra. A táblázatban feltüntettük a mért mennyiségek 
jelöléseit, és definiáló képleteiket, elhagyva az 1/Tr 0OUÍ= l/ff(í2) normálási tényezőt. 
E mennyiségek nem azonosak a „mérendő mennyiségek" cím alatt felsoroltakkal, 
hanem annak célszerűen kiválasztott részei. (Pl. a szórt részecske polarizációja 
polarizált nyaláb, de nem polarizált target esetén 
Fr (M ginM+) ff(Q) 
lenne, de könnyebb a 
a(Q)%p = Tr(a}McrlMf 
mennyiséget mérni, vö. az alábbiakkal.) 
A táblázatbeli indexek az 1, 2, 3 értékeket veszik fel, tehát az összes mérhető 
mennyiség száma 256, vagyis annak a T matrixnak, melyet (l)-ben a kezdeti és vég-
állapotok spinorjainak direktszorzatával fogtunk közre, minden eleme mérhető. 
A 3. táblázatban szereplő mennyiségek közül csak azok alakját írtuk ki részletesen, 
melyek nem-relativisztikus közelítésben formára különböznek. Természetesen 
a független elemek száma, mint már megállapítottuk, öt. A táblázatban szereplő 
spurok részletesen kiszámolva megtalálhatók [2]-ban. 
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II./3. Tekintsük a 3. ábrán látható folyamatot 
4 3 3 
?0 = H A  
3. ábra 
nem-polarizált nyaláb többszörös szórást szenved nem-polarizált targeteken A, B, C-
ben, melyek nem feltétlenül vannak egy síkban. A szórás előtti mennyiségeket O-val, 
szórás után a megfelelő szórócentrum jelével indexeljük; к az impulzus. Mivel a nya-
láb polarizálatlan, £>o = y 1- A sűrűségmátrix az zí-beli szórás után 
q a = ^ M M + . (2 .1) 
így a differenciális határkeresztmetszet 
<jA(9)=l2Tr(MM+). (2.2) 
A szórás után a nyaláb polarizált lesz: 
PA = Tr (MM+ <s)/Tr (.MM+). (2.3) 
M (19)-beli alakjából látható, hogy P4 merőleges a szórás síkjára. P a méréséhez 
a nyalábot ismét szóratjuk P-ben. A nyaláb sűrűségmátrixa e szórás előtt (2.1) 
helyett nyilván így is írható: 
(?a = { ( 1 + P x < ú - (2.4) 
A P-beli szórás után a hatáskeresztmetszet 
°b{9) = \Tr{M{ 1 + PA <т) M+). (2.5) 
Jelöljük P2-vel azt a polarizációt, melyre egy polarizálatlan nyaláb tett volna szert 
a P-beli szóródásnál: 
P 2 = Tr (MM+ <s)/Tr (MM+) = Tr (M+ <sM)jTr (MM+) (2.6) 
Az M matrix uniteritása miatt MM+ = M+M = i(M—M+). Ennek segítségével: 
в (9) = <т
в
 (ü)nempol (1 + PA - P2). (2.7) 
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Mérjük meg a differenciális hatáskeresztmetszetet az AB iránytól szimmetrikusan 
jobbra és balra (oJB, <jbB). Ekkor belátható, hogy 
4 ~ 4 _ p p 
4 + 4 " 2 
Ha az irányokat úgy választjuk meg, hogy 9Á = 9JBobb = dBal, akkor az előbbi mennyiség 
négyzetgyöke közvetlenül megadja P^-t. 
Számítsuk ki a polarizációt is: 
_ 7> (MgÁ M+ g) 
~ Tr(MgAM+) 
0 B 0 ) P B = Tr {M( 1 + PA 0) M + 0} = (2.9) 
- R ( , 4 ) n e m p o l | P 2 + T r { M M + ) f ( 2 - 1 0 ) 
k . Xk 
P2 definíciója szerint Р 2 | | к л X k B . Jelöljük n = — -A, s = n X k B / k B | , és szá-
X kB! 
mítsuk ki P B n és s irányú vetületét. 
aB(S) P B n = 0B(,9)ncmpol {B2 + 3PAn} (2.11) 
0 B 0 ) P B S = <7B0)nempol у/РлкА + ЯРл(пХкА)}. (2.12) 
A képletben sé, 3, 62-val jelölt mennyiségek adott energia esetén csak a szórási 
szögtől függnek, mint az az itt nem közölt részletes alakjukból látható. Ugyancsak 
innen lehetne látni, hogy O s S s l . (2.11)-ből könnyű leolvasni 3 fizikai jelentését : 
e mennyiség azt jellemzi, hogy a szórás előtti és utáni polarizáció n irányú vetülete 
hogyan viszonylik egymáshoz. 3 neve: depolarizáció. Nem részletezzük sé és Я 
fizikai jelentését, melyek 3-hcz hasonló viszonyszámokat adnak meg. Esetünkben 
л / együtthatója zérus, hiszen PA merőleges кЛ-га. 
Ezt felhasználva és figyelembe véve még (2.7)-et: 
P
*
n
- I - P , P 2 ' F * s - 1 + Р л Р 2 • ( 2 Л З ) 
P B meghatározásához még egy szórást kell végrehajtani C-ben. Az előzőekhez hasonló 
gondolatmenettel belátható, hogy 
0 C 0 ) = j Tr {M( l + P B 0 ) M + } = 0 c 0 ) n e m p o l ( l +PBP3). (2.14) 
P 3 az a polarizáció, melyre egy nem polarizált nyaláb a C-beli szóródásnál szert 
tenne. kc-t választhatjuk úgy, hogy P3 éppen n irányába, vagy éppen s irányába 
mutasson. Ekkora <т
с
-ге felírt, (2.7')-vel analóg formulában 3, ill. Я lesz az ismeretlen 
mennyiség, sf mérésének részleteivel itt nem foglalkozunk. 
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Az előbb felsorolt mennyiségeket megadjuk a (19) képletben szereplő paramé-
terek segítségével is: 
и = |a|2 + |от|2 + 2 |c|2 + 2 |gj2 + 2|A|2 
aP = 2 Re [с* (a + от)] (2.15) 
a(l-D) = 4\g\2 + 4\h\2 
aR = cos Э/2 {|a|2 — |от|2 — 4 Re(úg*)} + sin S/2 Re 2 [ic (а-от)*] 
aA=- sin 3/2 {|a|2 - |от|2 - 4 Re(/zg*)} + cos 3/2 Re 2 [ic (a - от)*]. 
Egyéb mennyiségekre lásd [2, 6]. 
III. Kísérleti eredmények 
Megoldottuk tehát a nukleon-nukleon szórás fázisanalízisének elvégzését, 
hiszen a szórási amplitúdó meghatározásához szükséges mérési eredményeket a 
(20), (18), (16) képletek segítségével kifejeztük a szórási fázisokkal. Ez a roppant 
bonyolult egyenletrendszer elvileg invertálható, de ez gyakorlatilag elvégezhetetlen. 
E helyett a fázisokat ismeretlen paraméterként kezelik az egyenletekben, és számító-
gépek segítségével illesztik őket, azaz a számítógépek kapacitásától függően a parciális 
hullám sorfejtésében valamilyen / pályaimpulzusmomentum értékéig a fázisokat 
paraméternek tekintik, a fölött pedig az 1л mezon kicserélődéséből számított érté-
keket helyettesítik be. Ez az eljárás az energiafüggetlen fázisanalízis. Az analízist 
akkor nevezik energiafüggőnek, ha az ismeretlen fázisokat 3(í) = f(s, a, ß...) 
alakban keresik, az / függvény alakját valamilyen egyszerű modellből véve, néhány 
szabad paraméterrel: oc, ß  
A kísérleti eredményeket általában az energiafüggő analízis adja jobban vissza; 
az energiafüggetlen analízis azonban „objektívebb". Mint a kvantummechanikából 
tudjuk, a szórási fázisok értékét vagy a küszöbnél, vagy végtelen energiánál sza-
badon megválaszthatjuk. A fázisanalízisnél <5(°°)=0 feltevéssel élünk, (a diszperziós 
elméletben 3(0) = 0 célszerűbb). 
A 4. ábrán megadjuk a fázisanalízis végeredményét. Ez az ábra a [7]-től szár-
mazik, az értékek azóta néhány fokot változtak. Más helyről [8] tudjuk, hogy az 
351 hullám monoton 180°-ba fut, az 450 hullám pedig kb. 60 fokig növekszik, a ma-
ximumát néhány MeV-nél éri el, majd a 0°-ba fut. 
A 4. ábrán láthatjuk, hogy eddigi ismereteinknek megfelelően a N — N szórás-
ban nincsenek rezonanciák, a szingulett deuteron az 450 hullámban várakozásunk-
nak megfelelően jelentkezik. A Levinson-tétel [9] szerint a fázisokra fennáll 3(0) — 
— <5(°°) = mz, ahol n a kötött állapotok száma, az adott parciális hullámban. 
A deuteron az 3Sj hullámban jelentkezik is. 
300 MeV felett a fázisanalízist megnehezítik a kinyíló inelasztikus csatornák, 
a fázisok komplexekké válnak. Az imaginárius rész becslése bonyolult, erre vo-
natkozólag [10]-ra utalunk. 
Megjegyezzük még, hogy az egy pion kicserélődési modell alkalmazásakor 
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4. ábra. Az lS„, 3SX, lPu 3P0, 3Plt 3P 2 , Ч)г, 3 A , 3D3,3D3 
szórási fázisok energiafüggése 0—300 MeV laborenergiáig 
paraméternek tekinthetjük а я mezon tömegét és csatolási állandóját is. Mindkét 
érték azonban máshonnan sokkal pontosabban határozható meg. 
A 300 MeV feletti fázisanalízis eredményeit itt nem részletezzük, ez megtalál-
ható a bevezetésben említett konferencia anyagában. 
IV. Parciális hullám diszperziós relációk 
A nukleon-nukleon szórás elméleti tárgyalására legjobb alapként a diszperziós 
elmélet szolgál. Az egyszeres diszperziós relációk analízisét [11], noha segítségével 
meg lehet határozni pl. a nN csatolási állandót, aránylag kevéssé lehét hasznosítani. 
Főleg azért, mert nem ad információt a szórási amplitúdó impulzusátadás függéséről, 
valamint, mert az uniteritás explicit matematikai kihasználása nehéz. Emiatt Mandel-
stam-reprezentációból indulunk ki, majd parciális hullám diszperziós relációkat 
származtatunk. A parciális hullám amplitúdók vizsgálata nagyon előnyös a kísér-
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lettel való közvetlen összehasonlíthatóság szempontjából; ezenkívül az uniteritási 
reláció, minthogy csak alacsony energiájú, rugalmas szórást tárgyalunk, az igen 
egyszerű 
alakot ölti. 
Programunk az lesz, hogy 
1. megmutatjuk, hogy az (l)-ben definiált Rj(í) amplitúdóknak nincs kinematikai 
szingularitásuk, 
2. megállapítjuk az Rj(í)-kre vonatkozó keresztezési relációt, 
3. felkutatjuk a parciális hullám amplitúdók szingularitásait. Felírjuk a disz-
perziós relációt és kiszámítjuk a vágások mentén fellépő diszkontinuitásokat, 
4. röviden ismertetünk egy módszert a diszperziós összefüggések megoldására, 
5. ismertetjük a NN szórási fáziseltolások elméleti kiszámítására vonatkozó 
konkrét eredményeket. 
A nukleon-nukleon szórási amplitúdót legáltalánosabban — függetlenül 
a benne szereplő invariáns függvények választásától — úgy foghatjuk fel, mint egy 
kétrészecskés kezdeti és végállapotot leíró Dirac-spinorokkal közrefogott T{1> 16X16-
os mátrixot (külön az 7 = 0 és 7 = 1 esetre). Ennek a mátrixnak az elemei, feltevés 
szerint, az s, t, и változóknak olyan invariáns függvényei, amelyeknek összes szin-
gularitásai egyrészecske közbenső állapotoknak megfelelő pólusok és többrészecske 
közbenső állapotoknak megfelelő elágazási pontok. A szórási matrixelem definíciója 
alapján a 16 X 16-os mátrix elemei az 7^(I)-k lineárkombinációiként alkothatók meg, 
ezért nem triviális, hogy az F[n-к külön-külön nem rendelkeznek további szingu-
laritásokkal. Képezzük ezért a következő skalár függvényeket: 
A spur mindkét részecske terében veendő, Л(р) a pozitív energiás projekciós ope-
rátor, Ot a (2)-ben szereplő S, V, T, A, P-nek megfelelő l(1)<g> 1(2), stb. 
Dirac mátrix. Kiszámítva a spurokat, először is világos, hogy nem hoztunk be új 
szingularitásokat a Ta> matrix elemeiben szereplőkhöz képest. Másrészt a 7j(í) = 7) i JEj í ) 
kapcsolat adódik, ahol D 5 X 5-ös matrix, elemei s, t, и egyszerű polinomjai. Mivel 
det D~(stu)3, F[!)-ben új szingularitások csak s = 0, t = 0, n = 0-nál fellépő pólusok 
lehetnek. Megkövetelve azonban, hogy a nukleon-nukleon, illetve nukleon-anti-
nukleon előre vagy hátraszórási amplitúdó véges legyen, végeredményünk az, hogy 
az Fff) invariáns függvényeknek nincs kinematikai szingularitásuk. Az analicitási 
tulajdonságokat a következő kettős diszperziós relációban rögzítjük: 
E A Mandelstam-reprezentáció 
г р = 7 > К М ( И ) Л ( Р ) ТЕ
Л
(
Р1)Л{Р2)}. 
4m2 4 д 2 (4.1) 
du' Qsu(s' 
n (s'-s)( 
du Qtu(t',iï) 
Л 0 f - t ) ( f f - и ) ' 
in2 1цг 
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Nem írtunk levonásokat, mivel azok egyelőre lényegtelenek számunkra. A parciális 
hullám diszperziós relációk konkrét alkalmazásával kapcsolatban fogunk rájuk 
visszatérni. F ; alatt itt és a továbbiakban az izoszingulett és triplett amplitúdókból 
ГЯЛ 
alkotott U j l kétkomponensű mennyiséget értjük. Bfs, t, u) a pólusok járuléka: 
a / és и csatornából a pionpólus, az 5 csatornából a deuteronpólus ad járulékot. 
A deuteront azonban elhagyjuk, azt remélve, hogy mint a NN rendszer kötöt t álla-
potát dinamikai egyenleteinkből meg tudjuk határozni. A diszperziós integrálok 
határait az s, t, illetve n-csatornabeli legalacsonyabban fekvő kétrészecske közbenső 
állapotok (5: két nukleon; u, t : két pion) küszöbei határozzák meg. m a nukleon, 
p a piontömeg. 
2. A keresztezést relációk 
Az analitikus elméletekben rendkívül fontos szerepet játszó keresztezési elv 
állítása a következő: a 
Ax + A 2 - A j + A j 
A i + É V s - A j + iVá 
N1+N2^N'1+N'2 
reakciók amplitúdóit ugyanazon analitikus függvények írják le az invariáns vál-
tozók megfelelő tartományaiban. Az elv következményeit az első két folyamat 
amplitúdóira vonatkozóan fogjuk részletezni. 
Az első folyamat amplitúdóját most írjuk a következő alakba: 
Д = üÁPi) T*ß,i(PuPi) Щ ( д ) , (4.2) 
ahol 
(2л)4 TaPt j (pl, px) Ó4 {pl +p2-px-pj) = 
PioPw ' )1/2 Г , 
- ] J dixdiye "lX DxAx)(P2\T{yxdx)tß.(y)}\p2)Dßß,(y) е"» = i 
D(x) = yßr)ß + m, a Dirac-operátor. 
A második folyamatra vonatkozóan a 2Tn matrixelemet (4.2)-hez hasonlóan, 
tehát S, P, V, T, /1-ban pozitív energiás spinorokkal definiáljuk. Az invariáns függ-
vények : /•). í r juk -Tu-t a (4.2) alakba úgy, hogy a kezdeti és végállapotból a nukleono-
kat redukáljuk ki. A kapott TaßII-ben most (рг\Т{фх(х)ф ß'(y)}\p2) áll. A nukleon-
antinukleon állapotok közötti \p2) = C\p2) kapcsolat alapján, valamint kihasználva 
a téroperátorok töltéskonjugációval szembeni C~1\l/(x)C = iCT2\J/(x) viselkedését, 
a keresztezési elv állítása a következő : 
TApfpd = Cx2[TI(—p1, -p'i)]Tz2C-\ 
Itt a transzponálást a Dirac-spinor és izotópspin indexekben kell végezni, 
С = 1у2у1 = а, т2 a_szokásos Pauli-mátrix. Felírva a Tr és Tn mátrixokat úgy, hogy 
STj és Ж
п
-Ьеп az S, V stb. mennyiségeket is az S, V stb.-kel fejezzük ki, a mátrixele-
mek egyszerű összehasonlításával adódik, hogy 
F, (s, t, и) = f j j BFj (и, t,s). (4.3) 
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A (4.3)-ban szereplő keresztezési mátrixok: 
Г 
- 1 6 - 4 4 -
1 2 0 0 
- 1 0 2 2 
1 0 2 2 -
- 1 6 4 - 4 -
В = 
- 1 3 
1 1 
Az első és harmadik folyamatra vonatkozó keresztezési reláció hasonló módon 
megkapható, de legegyszerűbben az amplitúdók и és t felcserélésére vonatkozó 
tulajdonságát felhasználva. 
3. A parciális hullám amplitúdók analitikus tulajdonságai 
A következő amplitúdókat vizsgáljuk: 
hi fa) = —fjfis), ahol a = 0,1, + , - , ± . 
Végigkövetve (10), (11) és (14)-ben az f a definícióját látjuk, hogy a liJx függvények 
is csak dinamikai szingularitásokkal rendelkeznek: 
KU) = 2 2 f d z Ci?; aufa, z) fjk Fkfa, t, u, Pr (z). 
V lib *í 
(4.4) 
J' i.j.k 
0 az j-csatornabeli szórási szög, és z = cos0. 
1 0 - 4 0 1 
0 2 0 0 0 
1 0 - 2 0 - 1 
0 0 0 2 0 
1 0 4 0 1 
Pl. С Р ^ Ц У ^ б ^ З г . j + 1 S r , . 
a(s,z) = 
- i ) 
E2 -zp2 m2 0 0 
0 zE2 0 mz2 -p2 
0 0 - p 2 0 0 
0 от2 0 E2 0 
0 -от2 0 -от2 0 
А (4.4) képlet, illetve a részletesen fel nem sorolt СЩ számok úgy adódtak, 
hogy kihasználtuk a dfO), d(0(ß), dJ_x ï(0) függvények egyszerű kapcsolatát a 
Legendre-polinomokkal : 
1 
dll(0) = 
dJ и (0) = 
1 + z 
1 
1 — z 
p+J+fip 4-—p 
2J+1 2J+1 
P +J+y P +-—P 
2J+1 2J+1 
J M
 í f h _ W+VPj+i-Pj-i 
( 1 — z2)4^2 2 / + 1 1 — z2 
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A hJa(s) függvények szingularitásai az F r k r e vonatkozó Mandelstam előállítás 
felhasználásával könnyen megtalálhatók. A t és и csatornabeli pólusok az / -
p* — t 
típusú nevezők miatt teszik szingulárissá a (4.4) integrált. Pl. a í-csatornából 
t = — — (s — 4«;2)(1 — z) miatt elágazási pontokat kapunk az s síkon s = Am2 — /(2-nél 
az integrandus nevezőjének eltűnése miatt z = - I-nél, és s = — °°-nél a z = + l 
végpont miatt. Ez s = Am2 — /r2-től vá-
J m S s- ik ®aSt е г е с * т с п У е 2 a z s-sikon, amelyet a 
valós tengely mentén — °°-be irányí-
tunk. Könnyű látni, hogy az w-csator-
na pólusa ezzel azonos szingularitások-
ra vezet az s-síkon. A (4. l)-beli kettős 
Res integrálok az s' — s, t'— t, и' — w-ból 
álló nevezők miatt válnak szinguláris-
sá. s'—s miatt vágás adódik s = 4/?;2-től 
a pozitív valós tengely mentén, t' — t és 
u' — u miatt pedig s = 4(m2 — /í2)-től a 
negatív irányban. 
Ezek után a 5. ábrán mutatott 
kontúr mentén vett Cauchy-integrál 
írható a hJa(s) függvényre, amely a szokásos alakú diszperziós összefügésre vezet. 
Leválasztva külön a pólustagok járulékát: 
4 (m2—д2) 
,lra[hi(s')-KB(s'j\ 
5. ábra 
(4.5) , , . 4 1 í J , m h
J
a(s') 1 f ,, hí(s) = hiB(s) + - / ds' / v '+— / ds -
л J sl-s л J 
4 m 2 —со 
A (4.5)-ben fellépő diszkontinuitásokat a szokásos 
lm hi(s) = 4 [hi (s + íe) — hi (s — is)] 
szabály adja, ismét kihasználva a Mandelstam-reprezentációt. Könnyű belátni, 
hogy ó>4«22 esetén csak a gst és gsu spektrálfüggvényeket tartalmazó integrálok 
adnak járulékot, és ez éppen az az A/s , t) abszorptív rész, ami az F- re vonatkozó 
egyszeres diszperziós relációban szerepelne. (í-ben vett diszperziós összefüggésben, 
rögzített и mellett.) Az j < 4 ( ш 2 — /i2) tartományban h/s) diszkontinuitása az u' — u 
és t' — t nevezőjű tagokból ered, tehát mindhárom spektrálfüggvény ad járulékot. 
Pl. az — nevezőjű tagokból : 
í ds' gsu(Y, и) p Г dt' gut(u, t') 
. J л s' — s J л t' — t 
4 m2 4 д 2 
0 (и — 4/i2) 
adódik. P a főértékintegrálra utal, 0(x) a szokásos ugrásfüggvény. A Mandelstam-
reprezentáció segítségével ismét könnyű belátni, felhasználva a keresztezési össze-
függéseket is, hogy ez Q jkAk reális részével azonos, ahol Äk az előző Л-hez hasonló 
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abszorptív rész, de az и-csatornabeli NN -+NN folyamatra. Q = T®B, a (4.3)-beli 
keresztezési mátrixok direkt szorzata. Be lehet látni, hogy az ——- nevezőjű tagok 
ugyanezt adják. A (4.4) diszperziós összefüggés végső alakja így: 
i ~ 
+ i jdz I 
1+ 
4m2 
8д 2 
(4.6) 
s-4m2 4 (m2 — д2) 
f dz J
 dyGJM^)rüReÄ(s',Z)p(z) 
— 1 -oo 
A (4.6) egyenletben szereplő mennyiségeket most mátrixokként tekintjük. 
Tudva, hogy az A, illetve Ä abszorptív részek az uniteritásból is megkaphatok, 
felsoroljuk a hJa-k távolabbi elágazási pontjait, amelyek eddig nem jelentek meg. 
Ezek a jobb vágás mentén (s >4/я2) az egyre nagyobb energiáknál kinyíló inelasztikus 
küszöböknek felelnek meg, ezért elhanyagolhatjuk őket. A bal vágás mentén 
[s<4(w2 — p2)\ а Зл,4л,...,КК stb. közbenső állapotok küszöbei jelentenek 
s — 4m2 — 9p2, s = 4m2 — 16/r2 stb.-nél elágazási pontokat. A potenciálszórásra ala-
pozott fizikai képünk szerint a bal vágás foglalja magába a rendszer dinamikájára 
vonatkozó információkat, és az egyre nagyobb tömegű közbenső állapotok egyre 
rövidebb hatótávolságú erőknek felelnek meg. 
Végül egy megjegyzés a parciális hullám kifejtéssel kapcsolatban. A (4.4) kép-
lettel definiált h{(s) függvényeket parciális hullám amplitúdóknak neveztük. Ez azon-
ban nem jelenti azt, hogy a szórási amplitúdót feltétlenül elő tudjuk állítani a vál-
tozók bármely tartományában parciális sorral, amelyben a hJa(s)-ek az együtthatók, 
a sor konvergenciáját csak bizonyos tartományokban tudjuk bizonyítani. 
4. Az N/D módszer 
• / v -4- m 2 
Az előzőkben a hJ(v) — I/ sin ô,eiSj amplitúdókról (most a v=p2 
változót használjuk, és az egyszerű a = 0, vagy 1 esetet nézzük) megállapítottuk, 
hogy az egész v síkon analitikusak, kivéve elágazási pontokat v = 0-nál és v = — — p.2, 
9 i í v 
—p2, — — p2-nél. A diszkontinuitások a vágások mentén: ImA''(v) = I/ ^ |/?(v)|2, 
ha v > 0 ; lm /iJ(v) = 7roc(v), ha v < — v0, ahol v0 = -^/t2 . Világos h\v) alakjából, hogy 
v fizikai értékeire, tehát v — °° esetén korlátos, így a Kanazawa—Sugawara-tétel 
miatt [12] legfeljebb egy levonással írhatunk diszperziós relációt. Tételezzük fel, 
hogy kell egy levonás (gondoljuk a (4.6) diszperziós összefüggést ennek megfelelően 
módosítva), és végezzük a levonást v = 0-nál. Ekkor a levonási konstans 7 ^ 1 
esetén nyilvánvalóan nulla, másrészt 7 = 0 és 7 = l-re a küszöbviselkedést automatika-
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san biztosítottuk [12]. A diszperziós relációk megoldásához a következő alakban 
keressük: 
N(y) h (v) = 
D(v) 
ahol N(v) valós analitikus függvénye v-nek, kivéve a — o o < v < —v0 tartományt, 
ahol vágása van, D(v) analitikus 0 < v < °=> mentén húzódó vágás kivételével. 
Ha v < — Vq lm N (v) = na (v) D (v), 
ha v > 0 l m D (v) = - I ff N (v). 
\ v + m2 w 
Ahhoz, hogy az N(v) és Z)(v) függvényekre a diszperziós összefüggést felírhassuk, 
ismernünk kellene a végtelenbeli viselkedésüket, ami nyilvánvalóan határozatlan. 
Feltételezzük, hogy N és D is egy levonásos diszperziós relációnak tesz eleget: 
— VO / / 
N ( y ) = h (0) + v f a (v') D ( / ) , , . (4.7) 
J
 V (v — v) 
Л J ( V +nr 
1/2
 dv' 
(4.7)-et beírva (4.8)-ba a(v) ismeretében /Xv)-re integrálegyenletet kapunk. Ennek 
megoldása után (4.7)-ből N(v) is adódik. 
A diszperziós relációk megoldását tehát a(v), azaz a kölcsönhatás dinamikájá-
nak ismeretére építettük. Valamilyen a(v) függvény feltételezésével megoldva a 
(4.7), (4.8) integrálegyenletrendszert, a kapott hJ(v) parciális hullám amplitúdók 
szingularitásai az a(v) által reprezentált dinamikára lesznek jellemzők. így például, 
feltételezve art, hogy с (v) elég jó közelítés, az N/D egyenletek jól visszaadják a hJ( v)-k 
viselkedését, és egy nukleon-nukleon kötöttállapot létezésének előzetes ismerete 
nélkül (tehát a diszperziós relációban a megfelelő pólustag feltételezése nélkül) 
is számot adhat a szóban forgó kötött állapotról [13]. (A kötött állapotot jelentő 
pólusokat a D függvény nulla helyeiként várjuk.) 
5. Konkrét modellek a NN szórási fáziseltolások számolására 
Az előzőkben vázolt program matematikai nehézségeiről (pl. a megoldások 
egy- vagy többértelműsége) elfeledkezve az oc(v)-re vonatkozó legegyszerűbb fel-
tevéseket tekintjük át. 
Legegyszerűbb az egy-pioncserés közelítés. Mivel csak a leghosszabb ható-
távolságú erők figyelembevételét jelenti csak magas parciális hullámokra ad elfogad-
ható eredményt. Mivel 
lm (NN\NN)~ (NN12л) (2л \ NN) + (NN\Ъл) (Зтг [NN) + ... (4.9) 
a következő közelítést a 2л közbenső állapot adja. A NN ^ 2л annihilációs amplitúdót 
nem ismerjük — nem-fizikai tartományban is szükség lenne rá, úgyhogy közvetlen 
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kísérleti eredményekre akkor sem támaszkodhatnánk, ha ilyenek lennének —, 
ezért a Ал szórási amplitúdót folytatjuk analitikusan a változók NN-»2л folyamat-
nak megfelelő értékeire. Noha a közelítés az egyébként is pontatlanul ismert Nn 
amplitúdó folytatása miatt nagyon megbízhatatlannak tűnik, a segítségével kapott 
NN fázisok / S 2 - r e tűrhetően egyeznek a kísérlettel [14]. ([14]-ben a nN szórási 
amplitúdóra lényegében a A és A33 dominanciát feltételező modellt [15] használták, 
korrigálva ezt egy a nN 5-hullám szórási hossz értékét beállító konstanssal [16].) 
A 2л közbenső állapotot negyedrendű gráfokkal közelítve oldják meg az N/D 
egyenleteket [17]-ben, a levonási konstansokat a szórási hosszakból határozzák meg. 
Az eredmény, várhatóan, csak a d hullámtól kezdve kielégítő. Feltűnő, hogy a deu-
teron kötési energiája 2,45 MeV-nek adódik, ami igen jól egyezik a 2,2 MeV kísér-
leti értékkel. 
A rövidebb hatótávolságú erők figyelembevételére (4.9)-ből további tagokat 
kell megtartani. A megfelelő vágásokat néhány pólussal szokás helyettesíteni, 
amelyeket úgy értelmezünk, mint 2л, Зл stb. kötött állapotokat. Ezt az alapelvet 
követve Scotti és Wong [18] о, г/, g, m és cp mezonokkal közelítette a NN szórásban 
fellépő közbenső állapotokat. Tömegeket, csatolási állandókat és levágási paramétere-
ket szabadon hagyva 12 határozatlan konstanssal vettek fel görbéket, amelyeket illesz-
tettek 560 np és pp szórási kísérleti adathoz. Az illeszkedés a mért differenciális 
hatáskeresztmetszet és polarizáció-mérésekhez igen jó, a depolarizáció, az 62 és sd 
mennyiség esetén kevésbé. A számolást úgy is elvégezték, hogy c-pólus helyett rezo-
náns csúcsot tettek a 2л közbenső állapotba. Az egyezés ebben az esetben rosszabb 
volt. Az N/D egyenletek megoldásából a deuteron kötési energiájára ~ 10 MeV 
adódott. 
Annak vizsgálatára, hogy a tett közelítések mennyire rontják el az elmélet belső 
konzisztenciáját, Ball, Scotti és Wong megoldották az NiD egyenleteket NN szó-
rásra, a bal vágáson fellépő imaginárius részt az előző modellből vett NN amplitúdó-
val közelítve. A megoldásban megjelent öt pólus a a, q, q, a és <p-nek megfelelő 
csatornában, a pólusok helye azonban nem adta a helyes tömegértékeket. 
A [18] és [19] számolások egy technikai részlete, hogy a parciális hullámok 
küszöbviselkedését korrigálták. (Minthogy a(v) csak közelítés, a (4.7) és (4.8) egyen-
letek megoldásaként kapott 6j(v)-k küszöbviselkedése nem megfelelő. Az N/D mód-
szert át lehet fogalmazni úgy, hogy hJfv)-k a megfelelő viselkedést mutassák v — 0-nál 
[19].) Ilyen korrekció nélkül alkalmazva az egy mezon-cserés közelítést ugyancsak 
a kísérlettel elég jól egyező eredményeket lehet kapni [20]. 
Az eddigi közbenső állapotokhoz a 2+ spin-paritású /-mezonokat hozzávéve 
az eredmények nem nagyon változnak [21]. 
A fáziseltolódások kiszámítására tett próbálkozásokat áttekintve azt kell mon-
danunk, hogy a AA-szórásban elméleti feltevéseink helyességét alig ellenőrizhetjük. 
A kísérleti adatok pontatlanságán túl a számolásokban tett közelítéssel elmossák még 
olyan, alapvetőnek tartott tulajdonságok jelentőségét is, mint pl. a küszöbviselkedés, 
az analitikus tulajdonságokról nem is beszélve. Ezzel kapcsolatban említjük meg 
Arndt és Moravcsik [22] egy próbálkozását az analitikus tulajdonságok szerepének 
ellenőrzésére a AA szórásban. Az alapgondolat : energiafüggő fázisanalízist csináltak 
különböző típusú függvényalakokat felvéve a parciális hullám amplitúdókra. Az 
általuk ,,proper"-nek nevezett függvények a megfelelő küszöb- és végtelenbeni 
viselkedésen kívül az S-matrixelmélet alapján adódó szingularitásokkal (pólusok és 
vágások a valós tengely mentén) rendelkeztek. Az „improper" függvények csak az 
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igen alapvetőnek tartott küszöbviselkedést (kvantummechanika) és végtelenbeni 
nullához tartást (véges hatáskeresztmetszet nagy energiákon is, ahol igen nagy számú 
parciális hullám van) teljesítették, de „rossz" analitikus tulajdonságokkal rendelkez-
tek: pl. lényeges szingularitás a végtelenben, pólusok lm s + 0-nál stb. Az „improper" 
függvényekkel elérhető fit minden esetben rosszabb a „proper" függvényekkel elér-
hetőnél. 
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1. Koherens kölcsönhatások 
Tekintsük egy részecske diffrakcióját valamely targeten [1]. A részecske energiájá-
nak növekedésével a szóródási szög csökken, ami a targetnek átadott q impulzus 
longitudinális komponensének, </-пак csökkenésével jár. Elég nagy energiáknál 
elérhető, hogy q^ értéke valamilyen határ alá csökkenjen: 
4\\ — a~\ 
Ez, а határozatlansági reláció miatt azt jelenti, hogy a kölcsönhatás nem lokalizálód-
hat az a mérettel jellemzett tartománynál sokkal kisebb területre (h = c= 1). Ha 
a = R (ahol R a target jellemző mérete), akkor a kölcsönhatás a targettel, mint egésszel 
történik (koherens szóródás), de a target környezetének (pl. ha a target egy atommag, 
akkor a környező atommagoknak) hatását még nem kell figyelembe venni. A 
qn S R'1 « Ш0"1'3 (1) 
összefüggést (ahol A a target atom tömegszáma) koherencia kritériumnak nevezzük. 
Alkalmazzuk a fentieket я-mezonoknak atommagokon történő, további 
я-mezonokat keltő koherens diffrakciós szóródásra: л + mag-•mag-1-лл. 
Mivel a fentiek szerint q = + q\ % qx = m, , azért a mag által felvett kinetikus 
energia: T=q2/2MA^mf/2MA ~ 12/A MeV. Vagyis a mag legfeljebb egy kis 
energiát kap, meglökődik kissé, de nem esik szét. 
Jelölje a primer pion impulzusát, energiáját es tömegét P0, F0 es mn. Good es 
Walker [2] szerint ez a pion a target maggal diffrakciós kölcsönhatás (a primer 
impulzusának kis hányadát adja a targetnek, de energiaátadás első közelítésben 
nincs, tehát a target mag nem gerjesztődik) következtében virtuális átmenetet szen-
vedhet egy magasabb m* tömeghéjra, és ott т ~2|P0 |/(m*2 — m2) ideig tartózkodhat, 
* Előadás а VII. Elméleti Fizikai Nyári Iskolán, 1967. 
5 Fizikai Folyóirat XVII/5 
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majd szétesik több я-mezonra. P0 növekedésé-
vel ezek a virtuális állapotok egyre stabilabbak 
lesznek, és viszonylag hosszú ideig élhetnek. Ha 
a magasabb tömeghéjon levő rendszer energiáját 
és impulzusát E* = IEt és Р* = 1Р{ jelöli (ahol 
Et és Pt a szétesés után a végállapotban levő 
pionok energiája és impulzusa), akkor a virtuális 
átmenet energia-impulzus viszonyait az 1. ábra 
szemlélteti. 
A target maggal való ilyen koherens köl-
csönhatást vagy a mag Coulomb tere, vagy a 
- - mag nukleáris tere hozhat létre. Előző esetben 
' o ' Coulomb disszociációról (CD), utóbbi esetben 
1• ábra pedig diffrakciós disszociációról (DD) beszélünk. 
Vagy másképpen, a Feynman-diagramok 
nyelvén, DD-nél a kölcsönhatás egy vákuum-pólus cserével, azaz diffrakciós me-
chanizmus révén megy végbe (2a és b ábrák), míg CD-nél egy foton cserélődik 
(2c és d ábrák). A 2b ábrán Ademollo és Chiuderi-nek a periferikus modell alap-
ján megalkotott diagramja látható. Eszerint a felső (pion) vertexből kijövő két ré-
szecske 7 = 1 , / = 1 (g-rezonancai) állapotban van, a cserélt pion pedig majdnem reá-
lis (energiája közel azonos az alsó vertexben emittálódó pion energiájával). 
A foton és a D D esetén cserélődő részecske kvantumszámainak különböző-
sége miatt a disszociált rendszer tulajdonságai CD és DD esetén különbözőek lesznek. 
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2. DD leírása hullámoptikai analógia segítségével 
Most meg szeretném mutatni, hogy a DD-hez hasonló jelenség meglehetősen 
gyakori energia-degenerált rendszerekben. Az első példát az optikából vesszük. 
(Az optikai analógiák egyébként is igen hasznosnak bizonyulnak az elemi-részecske 
fizikában.) 
Tekintsünk egy féligáteresztő 
korongon történő diffrakciós szóró-
dást, s tegyük fel, hogy ez a féligáte-
resztő korong egyben polaroid is (1. 
3. ábrát). Ha a beeső fény polari-
zációs sikja merőleges a polaroid 
tengelyére, akkor a fény teljesen el-
nyelődik, ha párhuzamos vele, ak-
kor gyengülés nélkül halad rajta 
keresztül. Ha viszont a polarizáció 
síkja az XZ sík, és a polaroid tenge-
lye az YZ síkban mondjuk 45 fokos 
szöget zár be az Y és Z tengelyekkel, 
akkor a szórt hullámban mind Y, 
mind pedig Z irányú polarizációs 
komponensek meg fognak jelenni. 
Az У irányú polarizációs komponens 
jelenti ez esetben az elasztikusan 
szórt hullámnak azt a komponen-
sét, mely a beeső hullámban nem 
volt jelen, s melyet a diffrakció által létrehozott új állapotnak tekinthetünk. 
A második példa, a A°-mezonok diffrakciós keltése a mi számunkra talán még 
érdekesebb. Álljon a beeső részecskenyaláb tisztán AS-mezonokból : 
3. ábra 
\Ъе)=\К%) = ~(\К3)-\К3)). 
Mivel A° és K° különbözőképpen hat kölcsön az anyaggal (A°erősebben abszorbeáló-
dik) azért a kimenő hullám: 
г1-№) + \(я+ -rt~)\KÏ) 
Vagyis a szórt nyalábban a A®-mezonok száma lecsökken, s ezzel szemben bizonyos 
intenzitással Aj-mezonok is jelentkeznek, amelyek pedig az eredeti nyalábban 
nem voltak jelen. Ezek a Aj'-mezonok 9 = 0 ° szög alatt emittálódnak. 
Mivel mK\ — mKl = kicsi, azért a reakció során átadott q impulzus kicsi, vagyis 
a kölcsönhatás nincsen egyetlen mag térfogatára lokalizálva. 
E kis kitérő után térjünk vissza eredeti problémánkhoz, részecskék atommagon 
történő és további részecskéket keltő diffrakciós szóródásához. írjuk le a bejövő 
részecskét egy síkhullámmal. Síkhullámok szóródása esetén a rugalmas szóródás 
két módon jöhet létre: potenciál-szórás révén, vagy pusztán abszorpció jelenléte 
miatt. A rugalmas szóródás ez utóbbi részét nevezzük diffrakciós szóródásnak. 
5* 
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D D esetén a bejövő részecskék egy atommagon szenvednek diffrakciós szóródást 
úgy, hogy a target mag nemcsak „akadályként", hanem egyúttal polarizátorként is 
viselkedik, és ennek eredményeképpen a végállapotban olyan részecskék is megjelen-
nek, amelyek a kezdeti állapotban nem szerepeltek. A bejövő hullám tehát a magon 
diffrakciós szóródást szenved, miközben különböző részecskékre disszociál. Innen 
a folyamat neve. 
Részecskék szóródását tárgyalhatjuk pl. az ún. parciális hullámok módszerével. 
Ilyenkor az 1-részecskét reprezentáló beeső síkhullámot pálya impulzusmomentum 
sajátállapotok összegeként írjuk fel. A szórócentrum ezeket az állapotokat megvál-
toztatja: minden állapot egy komplex számmal szorzódik, mely az abszorpciót és 
a fáziseltolást tartalmazza. A szórt hullám ezekből a megváltozott állapotokból 
épül fel. Most is hasonlóképpen fogunk eljárni; a beeső síkhullámot olyan saját-
függvények összegeként fogjuk felírni, melyek maganyagban egymástól függetlenül, 
és különbözőképpen abszorbeálódnak. 
Legyen pl. a bejövő részecske egy nukleon. Ekkor a beeső síkhullám egy sok-
részecske Hilbert térbeli „lineárisan polározott" vektornak fogható fel : 
|7) = eikz\N). 
Létezik a „felöltözött" részecskeállapotoknak egy sorozata, melyek a nukleon 
kvantumszámaival megegyező kvantumszámú valódi részecskeállapotokat írnak le: 
I Dj) = I N), I Nn), \N2n), ... 
P0»Pth primerimpulzusok esetén a tömegkülönbségek elhanyagolhatók, s a jű^-ket 
a felöltözött részecskeállapotok egy teljes sorozatának tekinthetjük. 
Létezik ugyanezen kvantumszámokkal rendelkező „csupasz" részecskeállapotok 
egy teljes sorozata is : 
IBt) = IN), IЩ, \N2n), .... 
A felöltözött nukleon sorfejthető a |5 ;) állapot szerint: 
m = ZaNi\Bt), 
i 
a IBt) állapotok pedig sorfejthetők a | D j ) állapotok szerint: 
m = ZdjiDj). 
i 
Tekintsünk most egy harmadik részecskeállapot sorozatot, а |С
г
) sorozatot, melyek 
a maganyag sajátállapotai; anyagon való áthaladás során mindegyikük egyszerű 
exponenciális szerint abszorbeálódik. 
A j5 ; ) állapotok a H0, a \Df) állapotok a H0 + Hd Hamilton operátor saját-
állapotai (ahol Hd a „csupasz" részecskék és virtuális felhőik kölcsönhatását — vagy-
is a sajátenergiát — írja le). А |С
г
) állapotok pedig a teljes H= H0 + Hd + #kölcs 
(//k ö l c s a részecskének az anyaggal való kölcsönhatását írja le) Hamilton operátor 
sajátállapotai. 
A felöltözött nukleon sorfejthető ezek szerint a |C,) állapotok szerint is, úgy hogy 
a beeső hullám : 
\I) = eik*\N) = eiklZcm\C(). (2) 
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Ha rji írja le a |C t) parciális hullám abszorpcióját, akkor a magon való áthaladás 
után a hullám: 
\T)=2Cmr,i\Ci). (3) 
i 
A diffrakcióra jellemző szögelosztást mutató szórt hullám tehát: 
\S)=\I)-\T). 
Ez már nem tiszta nukleon állapot, és a (Dj\S) mennyiségek adják meg, hogy az egyes 
IDj) állapotok milyen amplitúdóval vannak jelen. 
A szórt hullám a (2) és (3) sorfejtések segítségével a következő alakba is írható : 
|S> = 2 <4,(1 - rjj I C(> = ( l - M | Y > + 2 (riN - 4Ù Cm I Q>. i i 
Itt az első tag a szórt nukleon hullámnak felel meg, a második tag pedig a diffrakció 
során keletkezett részecskéket írja le. A szórt hullám sorbafejthető olyan reális ré-
szecskeállapotok szerint, melyek kvantumszámai az \N) állapot kvantumszámaival 
megegyeznek. |S) nem párhuzamos |A)-nel, vagyis az eredeti 1 részecskeállapotbóí 
egy másik 1, vagy sokrészecske állapot alakul ki, a bejövő részecske több részecs-
kére disszociál. 
A szórt hullámban nem fognak új részecskék fellépni, ha 
1. minden komponens egyformán gyengül (4i = riN minden /-re), 
2. a target teljesen átlátszatlan (i/; = 0 minden /-re). 
Tekintsük most egy percre a fázisviszonyokat. A be- és kimenő hullám közti 
fáziskülönbség : 
\д<р
г
 д(рЛ (dcpf dcpAdx (pf-(pi = dt dt 4 \dx dx J dt At = 
= (Ef - Ej - (Pf — PjAt = (F* - F0) - (P* - P0) At. 
Feltevéseink szerint az energiakülönbség E* — Fo — T— 0, az impulzuskülönbség 
P*—P0^qу, At pedig durván az R magsugár megtételéhez szükséges idő (c = 1 ) : 
At = R = A1'3lmn. Vagyis 
(Pf-(Pt-qil л ^ L 
ami azt mutatja, hogy az m* és m tömegű állapotok valóban degeneráltak. 
3. Koherens kölcsönhatási amplitúdó 
A következőkben ki fogjuk számítani egy 5 = 0 spinű részecskének az s = 1 /2 
részecskékből álló target magon való szóródási amplitúdóját (és hatáskeresztmetszetét) 
azzal a feltevéssel, hogy a bejövő részecske energiája sokkal nagyobb, mint a nuk-
leonok átlagos kinetikus, ill. kötési energiája a magban: 
F 0 » F k i n ( A ) ill. F 0 » F p o t ( A ) . 
Ez az ún. week binding feltétel. Ekkor a szórási amplitúdó kiszámításánál a kötött 
nukleonra vonatkozó szóródási matrix helyett a szabad nukleonra vonatkozó 
mátrixot használhatjuk, s a magon való szóródás teljes amplitúdóját az egyes nuk-
leonon történő szóródási amplitúdók összegeként állíthatjuk elő. 
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Jelölje rk a mag k-adik nukleonjának helyzetét az origóhoz képest, és legyen 
ill. Фу a nukleáris hullámfüggvény a kezdeti, ill. a végállapotban. A magon 
belüli abszorpciót egy pillanatra elhanyagolva, a teljes szóródási amplitúdó : 
M{q)= J ФП>\...г
л
) Z * r q f k T k Ф,(г 1...rA)dr1...drA, (4) 
ahol Tk a szabad nukleon szóródási matrixa, q=Pi—Pf az impulzusátadás és 
q most a négyesimpulzusátadás. A szóródási matrix általános alakja : 
Tk = ( A + Ä + ) (7k + H ) 
ahol ak , ill. yk írják le a matrix „non spin-flip", ill. „non isospin-flip" részét. Mivel 
jelen esetben a magon belül a nukleonok töltése nem változik, azért most 7"-ben 
Ti és т2 nem szerepel, vagyis 
Tk = а+Вак + cx3k + dak тзк (5) 
Az (5) kifejezést visszahelyettesítve (4)-be, és feltételezve, hogy q elég kicsiny ahhoz, 
hogy e'ífk az integrálási tartományban csak lassan változzon, s hogy a kezdeti és 
a végállapot megegyezik, azt kapjuk, hogy: 
M{q) = Ла<Ф
г
|е'«'|Ф,>+ ..., 
ahol a ki nem írt tagok elhanyagolhatók az első tag mellett. Pontosabban a ki nem 
írt három tag Tk utolsó három tagjától származik. Mivel a magokban közelítőleg 
annyi nukleon van felfelé, mint lefelé mutató spinnel, azért a spin-flip tag (Tk második 
tagja) zérus páros-páros magokra, s csak kis járulékot ad a többi mag esetén. Hason-
lóan, Tk harmadik és negyedik tagjától eredő járulék zérus, ha A — Z = Z (izospin-flip 
zérus), és kicsi, ha A — Z = Z + kicsi szám. 
Ez azt jelenti, hogy a koherens kölcsönhatás elnyomja a spin, ill. izospin csa-
tolásos folyamatokat. Ha pl. a szóródás i/°-mezon ( / p = : 0 ~ ) cserével történne, 
akkor Tk-ban fellép a 2. tag. o°-mezon (7= 1) csere esetén a 3. tag, 7t°-mezon {IJP = 10~ 
csere esetén pedig a 4. tag lépne fel. Vagyis koherens szórás esetén nem cserélődik, 
g° és 7i° pedig csak nehéz magokon — ahol az (A — 2Z) mennyiség már nem elha-
nyagolható — való koherens szóródás esetén cserélődik. A P = ( — 1 )J-vel jellemezhető 
со, q>,f°-mezonok cseréje esetén azonban 7 / n a k csak az első tagja lép fel, tehát 
koherens szóródás létrejöhet ezen részecskék cseréjével. 
A koherens szóródás hatáskeresztmetszete tehát: 
vagyis úgy tűnik, hogy a hatáskeresztmetszet +2-tel arányos. A hatáskeresztmetszet 
tényleges Л-függése azonban lassúbb; Л4/3, sőt Л2/3 is lehet [3]. 
Egy speciális esetben, nevezetesen, ha a nukleonok sűrűségeloszlása a magon 
belül Gauss-féle, akkor F(q)-t, ill. dojdq2-et explicitebb formában is fel tudjuk írni: 
dcf
 a d a N S N I F 
dq2 dq2 (b) 
ahol ?o = 3/R;.m s. és Rr m s_ a szóró target sugarának négyzetes átlaga. 
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Mindeddig eltekintettünk a beeső részecskét reprezentáló hullámnak a magon 
belüli abszorpciójától. Ez azonban nem jogos, hiszen valójában egy nagy energiájú 
7r-mezon átlagos szabad úthossza a magban Я~ (3 -f- 4)r0, a magsugár pedig R = A1,3r0. 
Az abszorpció figyelembevételével a teljes szóródási amplitúdót a (4) kifejezés 
helyett a következő alakba írhatjuk: 
- / M = ФН'1-Га) 2 (Ф~гАА)У Ф+рЛ?к)тк 
<Pi(r1...rA)dr1...drA 
Itt ф+ és ф~ a Pj impulzusú bejövő és Pf impulzusú kimenő részecske hullám-
függvényei : 
ф
+
Р
.(х) = exp / í l 
Ф pr(x) = exp 
+ TO 
(ahol az egyszerűség kedvéért а Я szabad úthosszát P, és Pf impulzus esetére azonosak-
nak vettük, az integrációs utat pedig a párhuzamosnak tekintett P, és Pf vektorok 
irányába választottuk). 
Az abszorpció tovább gyengíti a koherens szóródás hatáskeresztmetszetének 
A-függését, hiszen úgy tekinthetjük, hogy az abszorpció miatt a mag térfogatánál 
valamivel kisebb térfogat lesz hatásos. 
4. DD-vel keltett rendszerek tulajdonságai 
1. A kimenő |S) hullámnak és annak ( D j S ) reális részecske projekcióinak 
/ ( a ) szögeloszlása olyan lefutású kell legyen, mint az ugyanazon targeten történő 
diffrakciós szóródás. Vagyis a szekunder részecskék impulzusainak vektor összegének 
P*-nek a szögeloszlása 
/ ( a ) da ~ 2л sin a ^ 
za 
g 2 R a 
2 X 
alakú kell legyen. Vagy — ezzel ekvivalens — más megfogalmazásban; a targetnek 
átadott impulzus transzverzális komponensének eloszlása 
g_LRa 
f(q±)-dq±~q±e 2 dq± 
2. Ha a primer részecske л- vagy A-mezon, és a target mag spinje zérus, akkor 
az a = 0 szög alatt keltett m* tömegű és J spinű részecske paritása Pm* = (— 1)J* 
•PUtK = ( —1)J+1. a + 0 szögekre ez nem szigorú kiválasztási szabály, de mond-
hatjuk, hogy a Pm* = ( — i y + 1 paritású állapotok keltése preferált. Egyéb kvantum-
számok, mint pl. a Q töltés, A barionszám, S ritkaság, / izotópspin (ha a mag izotóp-
spinje zérus) megmaradó mennyiségek. 
3. q^l/R, vagyis q és T=q2/2MA kicsinyek, továbbá T ^ j ^ O . 
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5. Kinematika 
1. Tekintsük most а л + mag — mag + ял folyamat kinematikáját. Legyen — 
mint már előbb is — a primer pion energiája és impulzusa E0, P 0 , a szekunder 
pionok energiája, impulzusa és a primer irányával bezárt szöge az ял-
rendszer tömege, energiája, impulzusa és a primer irányával bezárt szöge m*, E*, 
P*, a, az A rendszámú target mag tömege, ütközés utáni energiája és impulzusa 
MA, T, q (lásd 4. ábra). T két részből áll, a mag által felvett kinetikus és a gerjesztési 
energiából : T= q2\2MA + Eger j, a 
kölcsönhatás jellege miatt azonban 
Fgerj = 0. A magnak átadott négyes-
impulzus négyzete pedig t = q2 — T2. 
írjuk fel a folyamatra az ener-
gia és impulzus megmaradást: 
E* = ZEi = E0-T 
P\ = 1 Л . 1 - А  
П = q±. 
Az emittált ял-rendszer m* tömege: 
4. ábra 
m *2 = (E0 - E)2 - (P0 - P*)2 = 2\P0\ ?|| —2E0 T—t + m2 
= ml + 2\P0\qn-q2 i - A 
м
А 
• T2 — 2En E, 0 1 gc r j • 
Ebből az impulzusátadás longitudinális komponensére E 2 ^ 0 mellett 
„ .. 2 MA+\P0\ m*2 
q
' ~
q
 2Ma\P0\-+ 2 Pt 
m 
+ T 
<
 J
 e» 
adódik. Jó közelítéssel az első és a harmadik tag a második mellett elhanyagolható, 
vagyis: 
ЧII 
2 [AI (7) 
Ez az összefüggés azt mutatja, hogy ha az m* eloszlásban valahol rezonancia van, 
akkor annak q^-eloszlásában is meg kell mutatkoznia, s fordítva a qn-eloszlás jellege 
w*-éban is megmutatkozik. 
A (7) összefüggés és az (1) koherencia kritérium összevetéséből két dolog is 
látszik. Először is a folyamat küszöbenergiáját lehet megbecsülni adott A tömegszám 
és m* tömeg függvényében 
m -m 
2m„ 
«
 Am (8) 
másrészt adott primerimpulzus és A tömegszám mellett megadható az ял rendszer 
maximális tömege: 
„ 2\î\\mK 
"'шах
 A l / 3 '"it 
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2. Térjünk most ismét vissza az impulzus- és energia-megmaradást kifejező 
egyenletekhez. Segítségükkel q\\—T még más alakban is felírható: 
q\\-T= 2 (Ei-Pi cos 3f) - (E0-p0). 
На Е ф » т
п
, akkor sorbafejtés után azt kapjuk, hogy 
ÏH-Г- Z (Et-P, cos 9,)- 2\Po\ 
Mivel — Pi cos sin 3 ;, a T elhagyásával a bal oldal értéke csak nőhet, 
azért 
от
2 
q и = mn 2 sin 3; J - m , 2 sin Se (9) 
21 "ol 
(9) segítségével az (1) koherencia feltételt a 
2 sin 3f < A"1 '3 
alakba írhatjuk. 
3. Nézzük most meg egy kicsit a négyesimpulzusátadást: 
t = q2-T2^q2. 
Az események kísérleti analízise során gyakran célszerűbb a t' = t — ímin mennyi-
séget használni, ahol a z a z impulzusátadás, ami szükséges, hogy a ré-
szecske 7*^0 mellett от
я
-го1 az m* tömeghéjra kerüljön. Mivel 
azért 
t' ~ q\. 
4. A kinematikai tárgyalás során még egy nagyon fontos mennyiségről kell 
beszélnünk, mégpedig az m* tömegről. Ha minden egyes szekunder impulzusát 
mértük, akkor m* értéke egyszerűen számolható: 
m* = 
A gyakoribb eset — és lényegesen gyorsabb eljárás — azonban az, amikor a sze-
kundereknek csak a primer irányával bezárt szögét mérik. 
Ha tehát egyszerűen a mért szögekből tudnánk számolni az m* tömeget, akkor 
ez igen gyors módszert jelentene és lényegesen nagyobb anyagon lehetne elvégezni 
az ilyen analízist. 
E* ^ Eg — 2Et - 2 = P± 2 cosec 3, 
összefüggések nyerhetők. Ezek segítségével m*-ra 
m = F ± [ 2 cosec 3; 2 si" (10a) 
= [Pu 2 sin 3,. ;r (103) 
adódik. Az első kifejezés használata akkor célszerű, amikor a primerenergiát nem 
ismerjük (pl. kozmikus sugárzási részecskék esetén). 
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6. DD kísérleti vizsgálata 
ö 50-
G4 
•vo 
10-
% 
6.1. DD kísérleti kimutatása 
A következőkben azt nézzük meg, vajon a kísérleti vizsgálatoknál találtak-e 
DD eseményeket. Kísérleti technikaként emulzió és buborékkamra jöhet számításba. 
Újabban egy speciális technikát dolgoztak ki [4] D D események detektálására. 
Targetnek szilárd-test detektort használnak, ami egyben alkalmas a meglökött 
mag energiájának, ill. az esetleges töl-
tött maglövedékek energiájának mérésére, 
a keltett szekunderek kimutatására és 
mérésére pedig a szilárd-test detektorral 
antikoincidenciába kapcsolt pl. szikra-
kamra szolgál. A buborékkamra előnye 
az emulzióval szemben a semleges pionok 
jó detektálási valószínűsége, ami lehetővé 
teszi az események energia mérlegének pon-
tos kimérését, s így a DD események jobb 
kiválasztását. Hátránya viszont, hogy sok, 
az emulzióban tisztán látható lassú elektron 
és „párolgási" részecske nem vehető ész-
re. Pl. propán-freon kamrában egyetlen 
részecske sem látható, ami emulzióban 
/ с 500/Í hosszú nyomot hozott volna létre.* 
Ami a konkrét reakciót illeti, történetileg először pionoknak atommagokon 
történő 7t + mag-<-mag-f Зл típusú diffrakciós disszociációját tanulmányozták, és 
részletesebben — mint ahogy már eddig is tettük — mi is azzal fogunk foglalkozni. 
[Azonban természetesen egyrészt nemcsak Зл keletkezhet ebben a reakcióban, hanem 
mindaz, amit a Pm* =(—1)- , + 1 szabály, ill. a többi kvantumszámok megmaradása 
megenged, másrészt más részecskék is képesek ilyen típusú kölcsönhatásra, és ezt 
pl. 20—24 GeV/c impulzusú protonok esetén ki is mutatták, továbbá bizonyos 
szerzők lehetségesnek tartják, hogy az általuk megfigyelt K+d kölcsönhatások egy 
részét is DD-vel lehet megmagyarázni.] Egy francia csoport 6—18 GeV/c impulzusú 
7r~-mezonokkal sugárzott be nehéz folyadékkal (C2F3C1 vagy CF3Br) töltött bu-
borékkamrát és megvizsgálták a kis négyesimpulzus-átadású ( /<(2т
л
) 2 )л~ + m a g — 
-•-mag + ил események hatáskeresztmetszetének az n multiplicitástól való függését. 
A 5. ábra az ő eredményüket mutatja 16 GeV/c primerimpulzus esetén. Látható, 
hogy a hatáskeresztmetszet n = 3-nál szignifikáns csúcsot mutat. Ez azt jelenti, hogy 
a DD típusú eseményeket (ilyen energián) n = 3-nál kell keresni. 
A dojdt, ill. da/dt' differenciális hatáskeresztmetszet vizsgálata még közvetlenebb 
4 
5. ábra 
* A r e e r J = 0 események gyakorlati kiválasztása a rendelkezésre álló kísérleti technikával nem 
túl egyszerű, mert csak látható nyomok létrehozása esetén vesszük észre. Pár MeV gerjesztési energia 
esetén kollektív rotációs és vibrációs állapotok gerjesztődnek, ezeket nem tudjuk kísérletileg kizárni, 
míg ennél magasabb gerjesztés az egyedi nukleonok mozgásával kapcsolatos. Ha a gerjesztési 
energia meghaladja a 60 MeV-et, akkor pl. emulzióban 1 vagy több „párolgási" nyom látható. De 
ennél kisebb 7jerJ mellett is előfordul, hogy a gerjesztett állapot egy belső konverziós elektron emisz-
sziójával bomlik, s ez megint csak látható emulzióban. 
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bizonyítékot szolgáltat a DD létezésére. írjuk át a (6) összefüggést t'= t — t„ 
segítségével : 
da 
W 
da NS NIF 
dt 
tmtn 
• e 'o 
Г  
»0 
(Emlékezzünk rá, hogy t0 a szóró target sugarával van kapcsolatban.) A szerzők 
megmérték a n + mag —mag + nn (я = 3 és 4) reakció da/dt vs. t' eloszlását és a 6. áb-
rán látható eredményt kapták. Az összehasonlítás kedvéért az ábrán a np elasztikus 
szóródásra vonatkozó egyenes is fel van vázolva (elasztikus szóródás esetén t = t'). 
Látható, hogy я = 4 esetén ill. я = 3 és K>0 ,15 (GeV/c)2 esetén a kapott egyenesek 
párhuzamosak az elasztikus szóródásra vonatkozó egyenessel, vagyis R = FN u k l e o n ; 
a szóródás a magban levő nukleonokon, mint targeten jön létre. Ezzel szemben 
я = 3 és í ' s 0 , l (GeV/c)2 esetén R ^ R f U o t adódik, ami arra utal, hogy a kölcsön-
hatás a target-mag egészével történik, vagyis koherens. 
A hatáskeresztmetszetek értékéről az alábbi táblázat ad némi felvilágosítást. 
Primer rész Target Folyamat а 
6 GeV/c л - 86% C 3 H 8 - 14% CF3Br л 'N-Nn' e" (26 + 7) mb/C22F3Br 
16 GeV/c л - C2F5C1 71 e° (24+ 6) mb/C2F5Cl 
17 GeV/c n~ 50% C3H8 — 50% CF3Br Л "Af-Mt" Q° (22 + 6) mb/C4F3Br 
18 GeV/c л - 86% C 3 H 8 - 14% CF3Br Л e° (55 + 15) mb/C22F3Br 
17 GeV/c n~ emulzió Л -N-*Nn- e° ^ (6,0 + 0,5) mb/C 
3,7 GeV/c я" deuterium Л -N~NiI- e° 0,10 mb/D 
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6.2. Ax csúcs vizsgálata a DD-ben keletkezett Ъп-rendszerben 
Érdekes felvetni a kérdést, vajon a kölcsönhatásban három pion, vagy vala-
milyen más, 3 piont szolgáltató rezonancia keletkezik-e. Vizsgáljuk meg tehát 
az «i*-eloszlást. A 7. ábrán a 17 GeV/cimpulzusú n"-mezonokkal emulzióban vég-
zett mérések eredménye látható. m*-ot a (10Z>) összefüggés segítségével számoltuk. 
m* átlagára és az eloszlás fél szélességére a következő értékek adódtak: m* = 
= (1,05 ± 0,02) GeV, Г ~ 0,19 GeV. Hasonló eredményt találtak más szerzők is, 
akik szintén 3 karú DD események effektív tömegeloszlásban m* =(1,08 +0,02) 
GeV-nél Г = 0,075 GeV félszélességű csúcsot találtak. Ők ezt a csúcsot több más 
csoport által korábban np ütközések termékeként talált A± rezonanciaként értékelték. 
Nézzük meg, nincs-e más lehetőség is ennek a csúcsnak az értelmezésére. Szá-
mítsuk ki a DD-ben keletkező Зл rendszer effektív-tömegeioszlását, és az így kapott 
fázisgörbét rajzoljuk be a 7. ábrába. Látható, hogy a számolt görbe jól egyezik a 
kísérleti eloszlással. 
A disszociáló rendszer effektív-tömegeloszlásában az m* = 1 GeV körül mutat-
kozó csúcs magyarázható tehát A t rezonancia keltés nélkül is, tisztán azzal, hogy 
a primer pion az emulzióban levő atommagokon DD-ét szenved.* 
6.3. Nagy energiájú anomális jetek egy lehetséges értelmezése DD segítségével 
Van még egy érdekes terület, ahol az eredmények DD-vel magyarázhatók, és 
ez a kozmikus sugárzásban észlelt extrém nagy energiájú, egy-kónuszú jetek kelet-
kezése. Ezek a jetek anomális viselkedést mutatnak: 
1. a szürke és fekete nyomok száma kicsi, 
2. a záporrészek a laboratóriumi rendszerben egy szűk kónuszon belül, s így 
3. a tömegközépponti rendszerben is erősen előre amittálódnak (aszimmetria), 
míg 
4. a sajátrendszerben az emisszió izotróp, 
5. a multiplicitás kicsiny, 
6. előfordul, hogy ezek a kölcsönhatások szekunder jetek, és mind a primer, 
mind pedig a szekunder jet energiáját meg lehet határozni. Ilyenkor az a furcsa helyzet 
áll elő, hogy a szekunder jet energiájára nagyobb érték adódik, mint a primer jetére. 
A következőkben kimutatjuk, hogy ha a kozmikus sugárzási részecskék ener-
giájánál alacsonyabb, de jól definiált energiájú részecskék •— pl. 17 GeV/c impul-
zusú л^-mezonok — DD eseményeit úgy analizáljuk, mintha nagy energiájú pN 
kölcsönhatások lennének, akkor azok a fenti tulajdonságokat fogják mutatni. 
Ezáltal megmutatjuk, hogy az anomális jetek értelmezése lehetséges DD segítségével. 
Az egy-kónuszú jetek első két tulajdonsága evidensen teljesül D D eseményekre 
is, mivel azokra 1.) Ng = Nh = 0 és 2.) I sin 9t = 0,44. 
Az 5. és 6. tulajdonságot is könnyű megérteni, mert az energia meghatározása 
jeteknél a szekunderek szögeloszlása alapján történik az ütköző részek tömeg-
* Érdekes megjegyezni, hogy az utóbbi időkben különböző szerzők arról írnak, hogy A, 
rezonancia nem létezik, hanem a tömeg-eloszlásban jelentkező csúcsot kinematikai effektusok hoz-
zák létre. Mások viszont még legújabban is az A, rezonancia létezése mellett, és a kinematikai 
effektusokkal való magyarázat ellen hoznak kísérleti bizonyítékokat. Az Ai probléma bonyolultságát 
mutatja, hogy pl. az utóbbi időben л*d—ppn+л~л° reakció tanulmányozásánál (3,65 GeV/c-nél) 
a g T n ± tömegeloszlásban megtalálták az A2-at, de Ai-nél nem kaptak csúcsot. 
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középponti rendszerében (CMS) szimmetrikus emissziót tételezve fel. Vagyis az 
energia meghatározása úgy történik, hogy megkeresem azt a Lorentz faktort, ami 
a laborrendszerbeli szögeloszlást szimmetrikus szögeloszlásba viszi át. D D esetén 
a laborrendszerben igen szűk kónuszban haladó részek esetén igen nagy Lorentz 
faktor (ill. primerenergia) szükséges szimmetrikus eloszlás eléréséhez. A valódi 
primer energia ennél lényegesen kisebb. Példánkban a jeteknél szokásos módon 
számolt energia E c ~ 475 GeV, míg a „legvalószínűbb" energia E0 ~ 47 GeV. 
A 3. és 4. tulajdonságokat a D D segítségével ugyanígy, csak kissé több munkával 
meg tudnánk magyarázni, erre azonban most a rövidség kedvéért nem akarunk 
részletesen kitérni. 
Ez év elején egy krakkói csoport kozmikus sugárzási részecskékkel nagy magas-
ságokban besugárzott emulziókban keletkezett részt igen nagy energiájú jetek sze-
kunderjeit lekövetve 144 db szekunder jetet találtak, amiből 13 db feltehetően 
7r + mag-»-mag + 37r és 2 db л + mag -•mag + 5л típusú volt. A kölcsönhatások 
átlagos primer energiája ~ 200 GeV volt. 
6.4. Hol játszhat még a DD jelentős szerepet ? 
Végezetül még valamit szeretnék megemlíteni. Ha a kvark-modell igaz, vagyis 
a bozonok kötött qq rendszereknek tekinthetők, akkor a bozonok a 8. ábra szerint 
/-csoportokba rendezhetők. Az / = 0 állapot a spin-spin, az állapotok pedig 
a spin-pálya kölcsönhatás miatt ha-
sadnak fel különböző energiájú álla- ЭРС részecske 
nr>tr>Lra A7 POVP4 állanntri1chri7 tartn7n 
nak. A Jpc=l + +, 2- '+, 3 + + , ... álla-
potok л- vagy A-mezonok DD-jével 
is létrehozhatók. Nagy energiáknál — 
mivel a du közel független az energiától, 
míg az egyéb csatornák hatáskereszt-
metszete az energiával csökken — 
várható, hogy ezek a domináns nonet-
tek lesznek. A jelenlegieknél nagyobb 
energiájú gyorsítókkal ez a k é r d é s ta-
nulmányozható lesz. 
/ = / 
U, 
3P2 A2 f°K++f' 
1P, l+~ B? H? 
j p 1 + + Aj 7 
З
р 0 + + 7 7 RN 
•О Х+ ГП 
3s, 1 p Ф K+cu 
— X te }' 
8. ábra 
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CSOPORTELMÉLETI DINAMIKA П.* 
AZ IMPULZUSMOMENTUM KVANTUMELMÉLETÉNEK 
SCHWINGER-FÉLE MEGFOGALMAZÁSÁRÓL 
GYÖRGYI GÉZA 
Központi Fizikai Kutató Intézet és Institut de Physique Nucléaire, 
Division de Physique Théorique, Orsay 
Megmutatjuk, hogy a kényszerfeltételeknek alávetett dinamikai rendszerek tár-
gyalására Dirac által javasolt kvantálási módszer alkalmazásával, a merev rotátorból 
kiindulva, természetes módon eljutunk az impulzusmomentum kvantummechanikai 
operátorának Schwinger-féle előállításához. A tárgyalás keretéül az SO(3,2) de 
Sitter-féle dinamikai csoport szolgál. 
Amint azt Schwinger híres dolgozatában [1] megmutatta, az impulzusmomentum 
egész kvantumelmélete leszármaztatható egy második kvantálás segítségével leírt 
bozon-sokaságból; a sokaság egyes egyedei \ spint képviselnek. Az alábbiakban 
azt kívánjuk megmutatni, miképpen juthatunk el Schwinger formalizmusához 
a térbeli merev rotátor (gömbfelületen tehetetlenségi mozgást végző tömegpont) 
megszokott képéből kiindulva. Mint lényeges eszközt felhasználjuk a Dirac-féle 
zárójeles kifejezés fogalmát; a Dirac által kifejlesztett kvantálási eljárást [2, 3] 
(lásd még [4]) fogjuk alkalmazni, melyet ő kényszerfeltételeknek alávetett dinamikai 
rendszerek tárgyalására javasolt. 
Az I. szakaszban bevezetjük a merev rotátor derékszögű koordinátáinak és 
a kanonikusan konjugált impulzusoknak függvényeire a Dirac-féle zárójeles ki-
fejezést, és ezen változók segítségével definiálunk egy Lie algebrát, melyben a „szor-
zás" műveletét a Dirac-zárójel képezi. A II. szakaszban megadunk egy izomorf 
Lie-algebrát, felhasználva a síkbeli izotróp harmonikus oszcillátor kanonikus 
változóit; a műveletet itt a Poisson-zárójel képezi. A III. szakaszban SO(3,2) generá-
torokból megszerkesztjük a rotátor-változók operátorai által teljesítendő, az I. sza-
kaszban megadott Dirac-féle zárójeles összefüggéseknek megfelelő kommutátor-
relációk megoldásait; magukat az SO(3,2) generátorokat oszcillátor- (bozon-) 
operátorokból építjük fel. Ily módon közvetlenül az impulzusmomentum-operátor 
Schwinger által megadott előállításához [1] jutunk el. A Függelékben vázoljuk 
a III. szakasz néhány képletének leszármaztatását. 
I. 
A merev rotátor xx derékszögű koordinátái** és a px kanonikusan konjugált 
impulzusok a következő azonosságoknak tesznek eleget: 
= О, (I. 1) 
Y,*, = a2. (I. 2) 
* Érkezett 1968. júl. 20. 
** A görög kisbetűvel jelölt indexek az 1,2, 3 értékeket veszik fel. A kétszer előforduló indexek-
re mindenütt összegezni kell. 
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Tekintettel ezekre a kényszerfeltételekre, az xx, px rotátor-változók két függvényének, 
A(xx, pj-nak és B(xx,px)-nak 
, ,
 пч
 дА ÖB ЗА dB (A,B)r=^- Д (1.3) dx„ dp„ dp„ dxa 
Poisson-féle zárójeles kifejezés helyett, Dirac [2, 3] javaslatát követve, egy új záró-
jeles kifejezést vezetünk be (mai nevén: a Dirac-féle zárójeles kifejezést). Az 
A(xx, px), B(xx, px) függvények Dirac-féle zárójeles kifejezését a következő képlet 
definiálja* : 
(A, B)*R = (A, B)R - (A, 0r)R Ird (0A, B)R ; (1.4) 
itt a 0 r szimbólumok alkalmas függvényeket jelölnek, melyeknek eltűnése fejezi 
ki a kényszerfeltételeket, (ITA) a 0r függvények Poisson-féle zárójeles kifejezéseiből 
képezett matrix inverz matrixa: 
Iri(0I, 0A)R = őrA. 
A 0r függvények következő választása bizonyul esetünkben célszerűnek: 
0l = (xaxa)1'*-a, 0 „ 
Kapjuk: 
eszerint 
PGXA  
(xexQf2 • 
( 0 „ 0 u ) r = 1; 
( I . 5) 
( 1 . 6 ) 
( 1 . 7 ) 
(I. 8) 
Felidézzük, hogy a 0, függvények, ha azokat a Dirac-féle zárójeles kifejezésbe 
helyettesítjük be, számokként viselkednek: ( / , 0rj* = 0 tetszőleges f(xx, px) függvény 
mellett. Ezzel szemben ( / , 0 r ) általában különbözhet zérustól. így tehát míg a 
Poisson-féle zárójeles kifejezés útján generált kanonikus transzformációk meg-
sérthetik a 0 r függvények által kifejezett kényszerfeltételeket, a Dirac-féle zárójeles 
kifejezés útján generált transzformációk e függvények értékét megőrzik. 
Vezessük be az xx, px dinamikai változók következő kifejezéseit: 
Maß = Bxßa L„ = xxPß - xßpx, Px = rpx, Rx = pxx, S = pr, (I. 9) 
ahol r=(xax<T)i, p =(p<rpa)i, Célszerű megalkotni a következő 5 X 5-ös antiszimmet-
rikus szkémát* : 
0 L3-L2 iP, ÍR, 
-L3 0 L, iP2 iR2 
L 2 - L , 0 iP3 iR3 ; ( 1 . 1 0 ) 
-iP,-iP2-iP3 0 S 
-iR,-iR2-iR3-S 0 
(G„) = 
* A görög nagybetűvel jelölt indexek az I, II értékeket veszik fel. 
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ez a jelölés lehetővé teszi, hogy az (I. 9) mennyiségekre vonatkozó valamennyi 
Dirac-féle zárójeles összefüggést egyetlen képletbe foglaljuk össze: 
(Gu, GKL)l = ÔjlGKJ + ÔikGjL + ÔJKGli + ÔjlGik. (I. 11) 
Az (I. 11) egyenlet az SO(3,2) csoport (öt valós tfi változó azon unimoduláris, lineáris 
transzformációinak csoportja, amelyek változatlanul hagyják a él + él + él — él 
kvadratikus alakot) Lie-algebráját értelmezi. Az 
EJPQRS GPQ GRS = О, ( I . 1 2 ) 
GISGSJ = 0 (1.13) 
összefüggések következnek az (I. 1) és (I. 9) képletekből. 
Magukra az xx, px dinamikai változókra az 
(*a, xß)R = 0, ( x x , pß)R = öxß, (px, p„)R = 0 ( 1 . 1 4 ) 
képletek felhasználásával az 
(xx,xß)*R = 0, (xx,Pß)*R = ö x ß - ^ , (Px,Pß)*=-JXfL (1.15) 
x„ x„ x„ x„ 
Dirac-féle zárójeles összefüggéseket nyerjük. 
A [4] munkában foglaltak szerint az (I. 7) egyenlőség elégséges feltételét képezi 
annak, hogy az (I. 6) alatt megadott 0 r függvények által meghatározott Dirac-
zárójel egy kanonikus változó-pár „befagyasztásának" feleljen meg. Az (I. 1), (I. 2) 
azonosságokat teljesítő xx, Px változók helyett kell tudnunk találni két olyan 
kanonikus változó-párt, amelyek alapul vételével felírt Poisson-féle zárójeles össze-
függések pontosan ugyanolyan alakúak, mint a megfelelő (,)R Dirac-féle zárójeles 
összefüggések. 
II. 
A éi, £2 és 7Ej, л2 két (oszcillátor) változó-pár, vagy azok 
= ^
+ i K k )
'
 4 = i U k ) ( I L 1 } 
komplex kombinációinak függvényeire vezessük be az 
_ ЗА dB ЗА dB _ ( дА dB дА dB ] 
( А , В ) о - ^ ^
 к
 ^ ^
 d a t j ( 1 1 . 2 ) 
Poisson-féle zárójeles kifejezést. Fennáll pl. 
(ak,a,)0 = 0, (ak,af)0 = -iöu, (4, af)0 = 0. (II. 3) 
* A latin nagybetűvel jelölt indexek az 1, 2, 3, 4, 5 értékeket veszik fel. 
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ahol 
Vezessük be a következő mennyiségeket: 
Maß = eaßaLa, PX=^.(AX-A*X), Rx = j(Ax + A*x), S = j N , (II. 4) 
Ä = j а* о)? as, Ax = jär a„ A* = j a* ä*, N = at as; (II. 5) 
itt fff> a 
* " ( ? i ) . - " ( i - í ) 
Pauli-matrixok elemeit jelöli; äk és ä) definíciója: 
Щ 
ahol 
dk — rksas' dk — rksas> 
T 
I) 1 
- 1 0 
J W r t = — T<X(c° 
tulajdonsággal rendelkező matrix (<7(a)r a matrix transzponálját jelöli). 
A 
0 L3 — L 2 iPi z'Rj 
- L 3 0 L j (P2 / Ё 2  
L 2 - L j 0 _ iP3 iR3 
-iP1-iP2 -iP3 0 S 
- iRx - iR2 - iR3 -SO 
(II. 7) 
(II. 8) 
(II. 9) 
(Gu) = (II. 10) 
5 x5-ös antiszimmetrikus szkéma komponenseire igazolhatjuk a 
(G/j » Gal)o = Őjí GKJ + öIK Gjl + ôJK Gli + öJL GJK 
SO(3,2) Poisson-féle zárójeles összefüggéseket [vő. (I. 10), (I. 11)]. 
Használjuk fel (II. ll)-et a 
(11 .11 ) 
l g _ a g 
Pa — T — - = R X a Ь 
(II. 12) 
(a = const) mennyiségek Poisson-féle zárójeles kifejezéseinek kiszámítására. A nyert 
(*«, Xß)o = 0, (3ca,px)o = Sxß — ( p x , p ß ) 0 = (И-13) 
Xff xa xa xa 
összefüggések alakja (I. 15)-tel pontosan megegyezik. 
* A latin kisbetűvel jelölt indexek az 1, 2 értékeket veszik fel. 
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A (II. 4), (II. 5) definíciókat felhasználva meggyőződhetünk a következő össze-
függések fennállásáról : 
SIPQRS GPQ G r s = О , ( I I . 1 4 ) 
GISGSJ = 0 (11.15) 
[vö. (I. 12), (I. 13)]. Innen kapható továbbá pl. 
M x ß = x a p ß - x ß p x (11.16) 
[vö. (I. 9)] és 
paxa = 0, x„xa = a2 (11.17) 
[vö. (I. 1), (I. 2)]. 
III. 
Követve a Dirac [2, 3] által javasolt módszert, olyan operátorokat kívánunk 
találni, amelyek kommutátorai az (I. 14) Poisson-féle zárójeles kifejezések helyett 
az (I. 15) Dirac-féle zárójeles kifejezéseknek felelnek meg (xx,px ésMxP =xxpß — xßpx  
operátorait ugyanezen betűkkel jelöljük): 
= 0, [ X a , P ß i = : L ß - ^ \ , [pa,pß] = - i ^ f ; (III. 1) 
t xa xa) Xa Xa 
itt a megszokott [A, B] = AB — BA jelölést alkalmaztuk. 
Az előző szakasz megfontolásai alapján kézenfekvő bevezetni az ak, ak har-
monikus oszcillátor (vagy bozon) keltő és eltüntető operátorokat a megszokott 
felcserélési tulajdonságokkal: 
[ak,a,] = 0, [ak,ak+] = dkl, [aï, a/] = 0 (III. 2) 
[vö. (II. 3)]. Definiáljuk a következő operátorokat: 
Mxß = exßyLy, Pa = -^(Aa-Aa+), 5 а = 1 ( Л я + Ла+), 5 = у Я + у , (III. 3) 
ahol 
Le = ja?aWas, Aa = jära^as, Ax+ = jar+ <т<? as+, N = а/ a, (III. 4) 
[vö. (II. 4), (II. 5)] 
àk = rksas, à/ = xksat (III. 5) 
a (T ( A ) , T matrixokat (I. 6), (I. 8) adja meg. A (III. 3) operátorokat célszerű egy 
5 x5-ös antiszimmetrikus (Gu) szkémába elrendezni [vö. (I. 10), (II. 10)]. Ennek 
komponensei az SO(3,2) Lie-algebra 
[Gjj , Gkl] = i (ôIL GKJ + Ô1K GjL + ôJK GU + <5JL GIK) ( I I I . 6) 
felcserélési összefüggéseit teljesítik; fennáll továbbá 
sipqrs GPQ GRS = 0 , ( I I I . 7 ) 
GIS GSJ + GJS GSI = 5 И . (III. 8) 
б» 
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Felhasználva a (III. 6), (III. 7), (III. 8) képleteket, azt találjuk, hogy az 
= aS~1,2Rx S'1'2, Px = ~(S1'2PXS-1'2 + S-1'2PXS1'2) (III. 9) 
operátorokra fennáll: 
és 
Mxß = X.Pß-XßP«, 
p„xa + xapa = 0, x„xa = a2 
(III. 10) 
(III. 11) 
[vö. (I. 1), (I. 2), (I. 9), (II. 16), (II. 17)]. A (III. 6) felcserélés! összefüggéseket fel-
használva képezhetjük a (III. 9) operátorok kommutátorait. Eredményül éppen 
a (III. 1) felcserélési összefüggések adódnak. 
Megtaláltuk tehát a kívánt tulajdonságú xx,px operátorokat; a (III. 10) (pálya-) 
impulzusmomentumra fennáll a Schwinger által megadott előállítás [1], bozon-
(vagy oszcillátor-) operátorok segítségével [vö. (III. 3), (III. 4)]. 
Felhasználva a keltő és eltüntető operátorok jól ismert mátrixelemeit, leszármaz-
tathatjuk a következő összefüggéseket: 
±(x±iy)cpln a i - (l±m + \)(l+m + 2) (21+ l)(2/ + 2) C i + l . m t l + 
Wim = 
í 
(/+ m)(l+m- 1) 
(2Ï— 1 ) ( 2 / + 1) 'Vt-l.mílf > 1(111. 12) 
(l+m + X)(l—m + 1) 
(21+ 1) (21+ 3) 
+ i (px ± iPy) <1>l. 
<Pí + l,m + 1 [ (
l + " i ) ( l - m ) 
V ( 2 / - l ) ( 2 / + l ) <Pi-i,, 
+ 1 í 
(l+m)(l + m— 1) 
(21— 1)(2/+ 1) C í - l , m ± i j * 
(l±m + \)(l+m + 2) 
(21+1)(2/+3) + 
'Pz 4>i« = - i - ( / + 1) )/ T ô T X n r ô T X r T ^ <P/+1, m + ( 2 / + l ) ( 2 / + 3 ) 
+ / y " ( / + w ) ( / - w ) 
itt 
(21 — 1) (21 + 1) Ф''1-' 
(III. 13) 
aîl+maîl~ (Pl
"> = v = = = = r + Фоо (HI. 14) 
sajátállapota az L2, L3 operátoroknak az / ( /+1) , ill. m sajátérték mellett. Ily módon 
a rotátor sajátállapotainak egy teljes rendszerét definiáltuk. A (II. 12) egyenletek 
alakja pontosan megegyezik azon ismert összefüggésekével, amelyek a derékszögű 
koordináták hatását adják meg az Ylm gömbfüggvényekre. A (III. 13) képletben 
a p vektoroperátor hatása a cplm állapotokra ugyanaz, mint а (2/a2)_ 1[rx (rX grad) + 
+ ( g r a d x r ) x r ] operátor hatása [vagy a —/(grad — r/a2) operátoré] az Ylm függ-
vényekre. 
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Ugyanez a teljes rendszer definiálható az impulzusmomentum Lx, L2, L3 
komponensei és a KX = R3, K2 = -P3,K3 = S operátorok segítségével is: 
A Kx±iK2, K3 operátorokat eredetileg Schwinger vezette be [1]. Azok egy SO(2,l) 
Lie-algebrát definiálnak; ez a (111. 3)-mal definiált SO(3,2) Lie-algebrának rész-
algebrája. 
A rotátor esetében természetesen csak / egész értékei lépnek fel. (Másrészről 
azonban ha az ak, aj operátorokat segédmennyiség helyett elsődleges dinamikai 
változóknak tekintjük, feles értékeket is kapunk. Mindez annak a körülménynek 
felel meg, hogy míg a rotátor esetében az invariancia-csoport az SO(3), a síkbeli 
izotróp harmonikus oszcillátor invariancia-csoportja az SU(2) csoport. Lásd [5, 6].) 
A (III. 12), (III. 13) [vagy (III. 15), (III. 16)] szerint megszerkesztett (plm állapotok 
az SO(3,2) csoport irreducibilis ábrázolási terét feszítik ki; ezen ábrázolás Casimir-
operátorainak sajátértékét (III. 7) és (III. 8) rögzíti. Ha az SO(3,2) csoportról 
annak valamelyik SO(3,l) alcsoportjára szorítkozunk, úgy ez az ábrázolás irreduci-
bilis marad (öncsatolt vagy Majorana-ábrázolással állunk szemben [7]; az SO(3,2) 
dinamikai csoport felléptét a síkbeli izotróp harmonikus oszcillátor esetében említik 
a [8, 9] közlemények). Ha az SO(3) kompakt alcsoportra korlátozódunk, ennek 
minden egyes irreducibilis ábrázolása (valamennyi nem-negatív egész / érték) pontosan 
egyszer lép fel. 
Bár egy SO(3,l) alcsoport már képes „generálni" a rotátor egész spektrumát 
(állapotterét; lásd [10]), az SO(3,2) csoport több olyan tulajdonsággal rendelkezik, 
mely indokolja, hogy ezt tekintsük a probléma „teljes dinamikai csoport"-jának. 
A (III. 7), (III. 8) feltételeknek alávetett SO(3,2) generátorok felhasználásával meg-
szerkeszthetők a rotátor-változókra kirótt (III. 11) kényszerfeltételeket teljesítő 
kanonikus változók operátorai [lásd (III. 9)], melyek — összhangban e kényszer-
feltételekkel — a (III. 1) felcserélési tulajdonságokkal rendelkeznek. A mozgás 
időbeli lefolyása a 4—5 síkbeli forgásként írható le [ S = G 4 5 egyszerű függvénye 
a rotátor Hamilton-operátorának: S = (2ma2H+ A Gxß (a, /1 = 1,2, 3) ope-
rátorok az impulzusmomentum komponensei; ezek invariancia-transzformációkat 
(térbeli elforgatásokat) generálnak. Ezen transzformációk segítségével H valamely 
adott sajátállapotából az adott energiához tartozó bármely más sajátállapot meg-
kapható. Végül az xx, px változókkal egyszerű kapcsolatban álló Gxi és GxS spektrum-
generáló „nem-invariancia" transzformációk generátorai. Bármely fizikai matrix-
elem kifejezhető az SO(3,2) generátorok matrixelemeivel. 
Mindez a dinamikai problémák csoportelméleti megfogalmazásának (lásd pl. 
[11], [12]) egyszerű illusztrációjaként szolgál. A döntő mozzanatok itt: a dinamikai 
csoportnak — s a kvantummechanikában: az előbbi egy irreducibilis ábrázolásá-
nak — megválasztása, valamint a generátorok azonosítása bizonyos fizikai mennyi-
ségekkel, ill. azok bizonyos kifejezéseivel. 
A (független) kanonikus változók, valamint (kompakt) ortogonális csoportok 
generátorai között létesíthető kapcsolat vizsgálatát illetően utalunk a [13] dolgozatra. 
(Lx±iL2)(plm = yi(l+\)-m(m±\)<pljm±l, 
L3<Plm = m<Pim, 
(III. 15) 
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A klasszikus Kepler-problémának a [14] közleményben megadott diszkussziója 
további példát ad arra, miképpen nyerhetünk kényszerfeltételeknek alávetett és 
ezeknek megfelelő Dirac-féle zárójeles összefüggéseket teljesítő kanonikus változókat 
csoportgenerátorokból. 
* 
Ez a dolgozat részben Kövesi D. Zsuzsával közösen végzett munkán [15] alap-
szik Közreműködéséért köszönet illeti meg. 
A szerző őszinte köszönetet mond Roger Nataf professzornak vendégszeretetéért, 
melyet az Orsay-i Magfizikai Intézet Elméleti Fizikai Osztályán iránta tanúsított. 
Köszönettel tartozik továbbá a Joliot-Curie ösztöndíjért, amelyben a Francia 
Atomenergiabizottság részesítette, valamint az ösztöndíjas tanulmányútja idejére 
a Magyar Tudományos Akadémiától kapott rendkívüli szabadságért. 
Függelék 
Kiindulva a (III. 2), (III. 3), (III. 4) összefüggésekből és felhasználva a (II. 6) 
Pauli-mátrixokra érvényes 
= Kßdki + Kß-A? (A. 1) 
relációt, meggyőződhetünk a következő összefüggések fennállásáról: 
[Lx, Lß] = isxßyLy, [Lx,Aj\ = isxßyAy, \Lx,Aß] = iexßyAj; (A. 2) 
[Ax,Aß] = 0, [Ax,Aj] = 20xßS-2iMxß, [Aj,Aj] = 0; (A. 3) 
[S,AX] = -AX, [S,Aj] = Aj, [S,La] = 0. (A. 4) 
Ezekből következnek a (III. 6) felcserélési összefüggések. Feljegyezzük még az 
( S + Ú ^ + ^ A S - 1 , = (A. 5) 
összefüggéseket, melyek az (A. 4) alatti első két relációból következnek. 
Az 
j.(AxAj-AßAj)=-(S+l)Mxß, f(AjAß-AjAx) = (S-l)Mxß (A. 6) 
összefüggések a Pauli-matrixokra vonatkozó 
< - o E c g = hxßy (ôst <rg - őur ffW ) (A. 7) 
azonosság, valamint (III. 2), (III. 3), (III. 4), (II. 7), (II. 8), (II. 9) segítségével iga-
zolhatók. Megjegyezzük, hogy az (A. 6) összefüggések közül a második következik 
az elsőből, tekintetbe véve (A. 3) alatt a második felcserélési relációt. A (III. 3), 
(A. 3) és (A. 6) összefüggésekből kapjuk: 
RxPß-RßPx = SMxß, 
£ctßyMxßPy — 0, 
e*ßyM 
Ezek a (III. 7) összefüggést adják. 
Ex  xß Ry = 0. 
(А. 8) 
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Következő lépésként az 
AaA, = AÍAt= 0, (A. 9) 
At A„ = 2 S 2 - 3 S + 1 , A„AÍ = 2S2 + 3 S + 1 (A. 10) 
összefüggések igazolandók. Ebből a célból a 
<j*e> cr(e> = 23 3 - 3 3 (A. 11) 
azonosságot, valamint a (III. 2) összefüggést kell tekintetbe vennünk. Megjegyzendő, 
hogy az (A. 9) alatt felírt két összefüggés egymásnak hermitikus konjugáltja, (A. 10) 
alatt pedig a második reláció következik az elsőből, tekintetbe véve az (A. 3) fel-
cserélési összefüggést. Az (A. 9), (A. 10) relációk segítségével nyerhetők a következő 
képletek : 
RaRx = + 
R„Pa + PaRx = 0, 
PaPa = S2 + j , 
(A. 12) 
Maa Ra- RaMax = -SPa-PaS 
Mxx Pa-P„ Max = SRX + RXS (A. 13) 
MxaMaP + MßaMax = -PxPß-PßPx~RxRß-RßRa+öxß; 
ezzel (III. 8)-at igazoltuk. 
A (III. 1) felcserélési összefüggések (A. 3), (A. 4), (A. 5) felhasználásával 
igazolhatók; (III. 11) és (III. 12) leszármaztatásához az (A. 4), (A. 5), (A. 6), (A. 9) 
és (A. 10) képleteket kell felhasználni. 
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RÖNTGENSUGÁRDÓZIS MÉRÉSI MÓDSZER 
NAGY FELÜLETÜ FILMDOZIMÉTERREL* 
BOJTOR I V Á N 
Országos „Frédéric Joliot-Curie" Sugárbiológiai és Sugáregészségügyi Kutató Intézet, Budapest 
A testben abszorbeált dózis mérése alapvető törekvése a dozimetriának. A mérést 
leginkább közvetett úton valósítják meg. A szerző filmes módszert ismertet, amely 
kiértékelésénél közelítő módszert: grafikus integrálást alkalmaz. A mért felületi be-
esési dózisból az ionizáló sugárzás abszorpciójára jellemző tényezők felhasználásával 
számítja ki az elnyelt dózist. A módszert a populáció sugárterhelésének meghatáro-
zására javasolja. 
Az egyéni- és a populációt ért gonád, valamint csontvelő sugárterhelés meg-
állapításához a térfogati dózis, illetve a felületi beeső dózis ismerete szükséges. 
A felülettel arányos beesési dózis mérésének jelentőségét Airth, Zieler hangsú-
lyozta [1, 2], különös tekintettel az átsugárzott felület nagyságának szerepére a tér-
fogati dózis meghatározásánál. Ennek alapján definiálható az R. cm2 egység, amely 
a beeső dózisnak idő- és felület szerinti integrálja. A felületi beeső dózisból az ab-
szorbeált energia a következőképpen kapható meg: 
T 
E„= f RxFxdx (R. cm3), 
0 
ahol E„ az abszorbeált energia, 
RXFX a felületi beeső dózis dx rétegben, 
T az abszorbens vastagsága. 
E képlet alapján határozták meg az R. cm2-ben mért, egységnyi felületi beeső dózis-
ból a testben abszorbeált energiát [3, 4]. 
A testre beeső felületi röntgendózis mérése különböző módon történhet. Isme-
retesek olyan, nagy felületü ionizációs kamrával rendelkező dózismérők, amelyek 
vagy R. cm2-ben mérnek vagy — megfelelő kalibrációval — az abszorbeált energia 
mérésére alkalmasak [2, 5, 6]. E dózismérők — konstrukciójuknál fogva is — leg-
inkább az orvosi röntgendiagnosztikában használatosak, ahol a vizsgálattal egyidejű-
leg mérik a röntgenezett személy sugárterhelését. Az ily módon nyert adatok azonban 
csak relatíve értékelhetők, mivel a mérőkamra a röntgencső fényrekesze után helyez-
kedik el, s így a testben létrejövő szórást csak igen kevéssé érzékeli. 
Ha a test egy besugárzott részének felületi dózisát akarjuk mérni, akkor reálisabb 
eredményt kínál a nagy felületű filmdoziméter. Ez ugyanis a mérendő helyen a direkt-
és a szórt komponenseket egyaránt érzékeli. A nagy felületü (35 X 35 cm), nagy mérés-
* Érkezett 1968. dec. 6. 
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tartományú (10—1000 R) filmdoziméter alkalmazását a populáció sugárterhelésének 
meghatározására Blatz, Epp, Koczkás és a szerző is ajánlotta [7, 8]. A már ismer-
tetett [9] nagy felületű filmdoziméter kifejlesztésekor az volt a célunk, hogy felületi 
integráldózist mérjünk és ebből az abszorbeált dózist meghatározzuk. A film ki-
értékelése történhet matematikai vagy kémiai úton is [10]. Utóbbi lényege az, hogy 
a filmben az előhívás során kivált ezüst mennyiségét meghatározzuk és így mintegy 
kémiailag integráljuk a dózissal arányosan kivált ezüst atomokat. 
E közleményben a matematikai kiértékelés egy módját ismertetjük. 
A nagy felületű integrál filmdoziméter mérései elve a következő. Meghatá-
rozandó a 
s 
Ds =/R(s)ds 
integrál értéke, ahol R(s) a dóziseloszlást leíró folytonos függvény az S síkon. 
Ez az eloszlás általában elemi függvénnyel nem írható le, ezért az integrál kiszámí-
tásához közelítő módszert kell alkalmazni. A számítási folyamat — különösen sok 
mérőfilm kiértékelése esetén — nem túl rövid, ezért pl. számítógép alkalmazása 
jelentősen megkönnyíti a feladat megoldását [11]. 
A módszert egy 400, különböző személyen végzett mérés eredményét tartalmazó 
filmen mutatjuk be. A filmet mellkas átvilágításnál viselték, 80 kV, 3 mA, 1 mm Al 
önszűrés expozíciós adatok mellett. A film exponálását, mint arról beszámoltunk [9], 
dr. Bogdány Barna főorvos volt szíves elvégezni. A mérőfilmen 595 ponton mértünk 
feketedést Baldwin Mk 4B típusú fotométerrel. A film felületi integráldózisának 
meghatározásához az adott felületet több olyan tartományra kell osztani, amelyeken 
belül a dóziseloszlás közel egyenlő. A számításnál az eloszlási görbékből egyet-egyet 
használunk fel, amely az adott tartomány dóziseloszlását jó közelítéssel leírja (1. ábra) 
R cm 
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Ha a filmet pl. hat ilyen tartományra osztjuk, akkor az össz-dózist a 
D = DSl + DSí+...+DSe 
összeg adja meg. 
Az egyes integrálok kiszámítására grafikus integrálást, a Simpson-íéle közelítő 
módszert alkalmaztuk. A számítás lényege a következő. 
A kiszámítandó területet határoló görbe-ívet parabola ívvel helyettesítjük, 
amely tengelye az y tengellyel párhuzamos. Ha az x, y koordináta-rendszerben 
az f(x) függvénynek egy három ponton átmenő ívét vesszük, amely abszcisszái 
h távolságra vannak egymástól (2. ábra), az ívre alkalmazott integrál : 
a + 2h 
J f(x) dx 
a 
Segéd koordináta-rendszert bevezetve, melyben az y tengely az x = a egyenes, az 
f(x + á) függvényt a px2 + qx + r parabolával helyettesítve, majd a p, q, r együttható-
kat a kezdeti feltételekből meghatározva, az eredeti koordináta-rendszerben kapjuk: 
a+2h h f f(x) dx = j(y0 + 4y1 + y2) 
a 
Ezt alkalmazva az a + 2h, a + 4h, ...,a + 2nh intervallumokra és a megfelelő ordi-
nátákat y2, yt, ..., y2n-nt\, a páratlan intervallumokban pedig az ordinátákat 
У1, Уз> •••> >"2л-1"ВУе1 jelölve, a végeredmény: 
a — 2nh 
f f(x)dx = уO'o + 4>j + 2y2+ ...+4y2n_1+y2n) 
a 
A képletet az 1. ábrán látható tartományokra alkalmaztuk 2л = 34 esetén, s a vég-
eredményt így hat integrál összegeként kaptuk meg. 
Az ismertetett közelítő módszerrel nyert felületi dóziseredmény (R. cm2) hibája 
két összetevőből áll. (A filmdoziméter szisztematikus hibáját itt nem tárgyaljuk.) 
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Az egyik komponens magának a S/'w/wo/i-képletnek a hibatagja, amely így adható 
meg: 
( b - a f f W ( Z ) 
[ 2 j 90/j4 ' 
ahol: a és b az integrál határai, n az intervallumok száma és bármely számérték 
lehet az integrál-határok között. E hiba nagysága elhanyagolható a mellett a hiba 
mellett, amely abból adódik, hogy a film teljes dózis-eloszlását leíró sok görbe közül 
csak a legjellemzőbbek alapján számoljuk ki az integrálok értékét. A film által mért 
felületi dózisérték közelítése annál jobb, minél több eloszlási görbe figyelembe-
vételével történik a grafikus integrálás és minél több intervallumot veszünk. Hiba-
becslésünk szerint —- a kiértékelésben szereplő filmen — 6 görbe integrálásával nyert 
értéket 100%-nak véve, 10 görbe esetén az eltérés —3,4%, 4 görbe esetén + 19,3%, 
3 görbe esetén +17,4% volt. Ebből és az eloszlási görbék összképéből látható, 
hogy 6—10-nél több görbe figyelembevétele már csak néhány %-kal növeli a pontos-
ságot. 
Mint említettük, a dózismérések és számítások végcélja az abszorbeált dózis 
ismerete, mivel ez alapját képezi a sugárhatások biológiai értékelésének. Az abszor-
beált dózis — természetesen — humán mérésekkel közvetlenül nem határozható 
meg. Zieler közleményéből — laboratóriumi mérések folytán — ismeretesek azok 
a faktorok, melyekkel a sugárkvalitás függvényében az R. cm2-ben megadott felületi 
dózisból kiszámítható az abszorbeált energia [3]. Az 1. táblázat mutatja a számítás 
menetét, amellyel az ismertetett módszerrel kapott felületi dózisból az abszorbeált 
dózist kiszámítottuk. További szándékunk az, hogy minél nagyobb számú popu-
láció medicinális eredetű sugárterhelését meghatározzuk. 
Köszönetemet fejezem ki Bobok Évának és Rákosi Endrének a kísérleti és szá-
mítási munkában nyújtott segítségért. 
1. TÁBLÁZAT 
Az abszorbeált energia meghatározása 
kV erg ^•absz 
E a b s z í e r s l S Z Á M Í T O T T E absz E a b s z 
Tfö" [ r a d - k g ! R.cm 2 ^•beeső R . cm 2 D p [R. cm2] [rad. kg] 
80 755 0,64 483 249640,03 1205,76 3,01 
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KÖNYVISMERTETÉS 
E. Schanda: Theorie der elektromagnetischen Wellen. 
Birkhäser Verlag, Basel und Stuttgart. 1969. 128 lap 
A berni egyetem Alkalmazott Fizikai és Matematikai Intézete 1966-tól kezdve a híradás-
technika területén működő fizikusoknak és mérnököknek kb. 200 fős nyári iskola keretében e terület 
újabb eredményeiről tájékoztatást nyújt. Az ismertetésre került könyv az első előadássorozatot tar-
talmazza. 
Azért, hogy a gyakorlati életben dolgozó szakemberekkel jó kontaktust létesítsenek, a rendez-
vény bevezető előadásokkal kezdődik. A szükséges alapismereteket vektoranalízis, majd az elektro-
mágneses elmélet Oersteddel kezdődő és a lézertechnikával erősen fejlődő holográfiának ismertetésé-
vel végződő történeti áttekintés után az elektromosságtan alaptörvényeinek tárgyalása nyújtja. Itt 
kerül sor a Lorentz-féle erőformulára, Ampère törvényére és a Maxwell-egyenleteknek a dinamika 
törvényeire vonatkozó egész rendszerének felépítésére. Ezt követi a Maxwell-elmélet energia-tétele, 
a Poynting-vektor, majd a hullámegyenletek, a Hertz-féle vektorok bevezetése skaláris és vektorpo-
tenciálokra, és síkhullámok esetére való alkalmazása. Ezután jön a közeg jóságának a hullámterje-
déssel kapcsolatos definiálása és alkalmazása. így sikerül a vezetőket és a dielektrikumot részletezni. 
A közeghatárfelületek esetén a térerősségekre a határfeltételeket és az elektromágneses hullámok ki-
terjedését síkvezetőre általában, majd körkeresztmetszetüre vezetik le. Külön tanulmányozzák sík-
vezető esetén egy hullámnak a polarizációját és benyomulást mélységét. A Sommerfeld-, Harms-
Goubau és a dielektromos vezetésre a hullámképet és a tovaterjedési konstanst közelítőleg határozzák 
meg. Megtárgyalják az impedanciaábrázolásokat derékszögű koordináta-rendszerben és Schmidt-
diagramban. Az üregvezetőkkel és üregrezonátorokkal kapcsolatban a vezérelt elektromágneses 
hullám a példa, amint az két vezető fal között kialakulhat. Ilyen esettel találkozunk paralelogramma 
és körkeresztmetszetű üregvezetőkben, ilyenek az üregcsőhullámok koaxiális vezetőkben és a hen-
gerhullámok két fémlemez között. Csak a legegyszerűbb hullámtípusok kerülnek tárgyalásra. Bemu-
tatják a vezetőveszteség közelítő számításait és kiszámítják egy amplitúdó modulált jelnek az 
üregvezető diszperziója következtében fellépő torzulását. Ezután kerül sor az üregrezonátorokra, 
körjóságukra és alkalmazási lehetőségeikre. 
A további tárgyalásanyag a következő. Anizotrop közegre nézve D és E között, ill. В és El 
között egy másodrendű tenzor adja meg a kapcsolatot. Ez a tenzor lép a hullámegyenletben az izotrop 
közegek skaláris dielektromos állandójának vagy permeabilitásának helyére. Az ionizált gáz (plazma) 
a mágneses térben az elektromágneses hullámokkal szemben anizotrop módon viselkedik, mivel a 
permittivitás helyébe egy tenzor lép. A ferritek esetén egy statikus mágneses térben a permeabilitás 
tenzor jelleget ölt. Az anyag és hullámok közötti kölcsönhatásból következik ezeknek a közegeknek 
diszperz jellege, amely a rezonanciákban, nullhelyekben és a törésmutató képzetes értékeiben jut 
kifejezésre. Részletesen diszkutálják ezeknek a közegeknek átviteli sajátságait és különösen a ferritek 
nem reciprok hálózati értékekre való technikai alkalmazását. Az elektromágneses hullámok egy 
Hertz-féle dipólusról való lesugárzásakor a hullámegyenleteknek gömbhullámokban való megoldása 
adja az antennaproblémák levezetésének alapját. A lineáris, felületantennák és antennacsoportok 
problémája következik ezután. A felfogó antennák esetére bevezetik az abszorpciós felületet. A felü-
letantennákkal kapcsolatban definiálják az antennanyereséget és az antennacsoportokra alkalmazzák 
az interferencia függvényeket, hogy a csoportkarakterisztikákat ki lehessen számítani. Megvizs-
gálják a felületantennák és antennacsoportok egy példáját. A Mathieu-differenciálegyenletek meg-
oldása és a Flaquet-féle elmélet rövid tárgyalása után egy hullám kiterjedése kerül sorra longitudinális 
reaktanciával terhelt vezető és speciális késleltető művonal esetében, majd a Brillouin-diagramm 
mindkét esetben. Ezután diszkutálják a késleltetett hullámnak elektronsugár általi kölcsönhatás 
következtében fellépő erősítését (haladó hullám cső). A paraméteres erősítőre vonatkozólag tesznek 
néhány megjegyzést, majd sorra kerül a periodikusan vezetőbe beépített reaktanciadióda által 
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létrehozott erősítés alaptörvényszerűsége. A kvantumerősítés elvének nagyon rövid tárgyalása után 
a témát a haladó hullámi! maserekkel kerekítik ki. Függelékben szerepel a lézersugárzásnak a távköz-
lésben való alkalmazása. 
A deciméteres, centiméteres és milliméteres hullámok kiscsillapítású átvitele érdekében felületi 
hullámvezetékeket alkalmaznak. A könyv a fő vezetési formákra — nevezetesen fémhuzalra (Som-
merfeld-vezetés), fémhuzalra dielektromos réteggel (Harms—Goubau vezetés) és az elektromos ve-
zetésre megadja az elektromágneses tér csillapodási és radiális kiterjedését. A Harms—Goubau 
vezetéssel kapcsolatban említésre kerül néhány technikai alkalmazás. A dielektromos vezetők szere-
pét néhány fejlődésben levő építőelem és mérőkészülék leírásakor ismertetik. 
A Föld és az ionoszféra közötti tér hosszú és nagyon hosszú hullámok esetén hullámvezetőként 
tekinthető. Az idevágó elmélet megbeszélésre kerül. Ebben kiemelkedik a nagyon hosszú hullámokra 
nézve csak kevésbé csillapított „Schumann mode" szerepe. Az elmélet az ezen a frekvencia területen 
megfigyelhető, viharjelenségek által gerjesztett zajspektrumokat megmagyarázza. A leghosszabb 
hullámokra nézve az ionoszféra a mágneses kettőstörés következtében teljesen átlátszó. Ebben az 
esetben a Föld felületéről származó (villámok) vagy a töltött részecskék nyalábjainak az exoférával 
való kölcsönhatása által gerjesztett zavarok (VLF emisszió) a földmágneses erőtér vonalai mentén, 
mint „whistler módusok" tovaterjednek. Most következik röviden az idevonatkozó plazmaelmélet. 
Az utóbbi időben az antennacsoportok elektronikus sugárzásvezérlése az érdeklődés középpontjába 
került. Kívánatos volna, ha erre az antennahelyettesítő kapcsolás rendelkezésre állna, amely tekin-
tetbe veszi a lesugárzási sajátságokat. Ezen cél érdekében foglalkozik ez a munka a minimálisan 
szóró antennák tulajdonságaival. Kimutatja, hogy a csatolásmentesítés, éppúgy mint a sugárzás 
irányvezérlése, a mikrohullámú hálózatelmélet alkalmazásával érhető el. (T. Gy.) 
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EPITAXIÁLIS RÉTEGEK VASTAGSÁGÁNAK 
MEGHATÁROZÁSA INFRAVÖRÖS 
INTERFERENCIA MÓDSZERÉVEL 
FEJES LÁSZLÓ 
HIKI Félvezető Laboratórium 
A dolgozat az epitaxiális rétegek vastagságának meghatározásával foglalkozik 
infravörös interferencia módszerével. Gyors módszert ismertet a növesztett epitaxiális 
rétegek vastagságának pontos kiértékelésére, a 400—700 cm"'-ig terjedő hullámszám 
tartományban felvett interferencia spektrum és a hordozó fajlagos ellenállásának 
ismeretében. A vastagság kiértékelhetőségét vizsgálva megállapítja, hogy azt együt-
tesen a növesztés ideje alatti diffúzió és a vastagságbeli inhomogenitás következtében 
fellépő intenzitáscsökkenés korlátozza. A vastagságbeli eltérés és a diffúzió hatására 
bekövetkező fáziseltolódás megengedhető maximális értékét meghatározza. 
Erősen adalékolt hordozóra növesztett ugyanolyan típusú epitaxiális rétegek 
vastagságának infravörös interferencia módszerével történő mérését 1961-ben 
Spitzer és Tannenbaum [1] javasolta. A módszer alapja az epitaxiális réteg-levegő, 
valamint az epitaxiális réteg-hordozó határfelületéről visszaverődő infravörös 
sugárnyalábok interferenciája. A módszer széles körű alkalmazását egyszerűsége, 
gyorsasága és roncsolásmentessége indokolja. 
Az epitaxiális szeletek infravörös interferencia spektrumai, az interferencia 
csíkoknak megfelelő reflexiós maximumok és minimumok hullámhossza azonban 
mintáról mintára eltérést mutat, még azonos vastagságú szeletek esetében is. Ez 
a jelenség felveti az interferencia spektrumok kiértékelésével kapcsolatos problémák 
megoldásának igényét. Az interferencia spektrum elemzésével sok tanulmány fog-
lalkozik [2—6] és mindenképpen indokolt az a feltevés, hogy a spektrum kritikusan 
függ a rétegek optikai tulajdonságaitól. Ugyanakkor az epitaxiális réteg vastagság 
számítására levezetett egyenlet az optikai jellemzők figyelembevételével korrekcióra 
szorul. Abe és Kato [3] az interferencia spektrum elemzése során kimutatták, hogy 
a számított vastagság maximálisan kb. 0,7[j.m-el nagyobb, mint a tényleges, más 
módszerrel mért érték. Ez az eltérés még nagyobb lenne, ha elfogadnánk Sato és 
munkatársai [5] által — a vastagságra — bevezetett „effektív törésmutatót". 
Ezen tanulmány célja kísérleti eredmények felhasználásával a spektrumra vonat-
kozó fizikai meggondolások tárgyalása, továbbá a rétegvastagság gyors kiértékelése, 
figyelembe véve az optikai állandóknak a hullámhossz függvényében történő meg-
változását és a kiértékelhető vastagságra gyakorolt hatását. Méréseinket az MTA 
MFI-ben rendelkezésünkre bocsátott Zeiss gyártmányú UR-10IR spektrofoto-
méteren végeztük el a [6] közleményben leírt reflexiós feltét segítségével. 
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1, Elmélet 
1. 1. Az epitaxiális réteg vastagsága 
Már Albert és Combs [2] rámutattak arra, hogy az epitaxiális réteg-hordozó 
határfelületén visszaverődéskor fáziseltolódás lép fel, mely függvénye a hullám-
hossznak. Ezért a 6—16[j.m-ig terjedő tartományban végezték méréseiket, ahol 
a fázisváltozás még kicsi. Meg kell jegyezni azonban, hogy a hordozó alacsony 
fajlagos ellenállása, tehát nagyobb adalékkoncentráció esetében az optikai állandók 
szempontjából sokkal megfelelőbb az általánosan használt 10—25[j.m-ig terjedő 
hullámhossz tartomány (400—1000cm_ 1-ig terjedő hullámszám tartomány). Ilyen 
hullámhosszakon a fáziseltolódás már nagy mértékű lehet és így figyelembevétele 
feltétlenül szükséges. Ezért a korábbi tanulmányunktól eltérően [6] az interferencia 
maximumok elemzését nem az optikai úthosszkülönbség alapján tárgyaljuk, hanem 
az optikai fáziskülönbségeket vesszük figyelembe. 
Az 1. ábrán látható az epitaxiális réteg vastagságának meghatározására szolgáló 
interferencia spektrum keletkezésének vázlatos modellje. Az alacsony adalék-
koncentrációjú (1015—1016 cm~3) epitaxiális réteg infravörös sugárzás hatására 
átlátszó, míg a hordozó a magas adalékkoncentráció (1018—1020 cm~3) következtében 
az infravörös sugárzásra átlátszatlan. Az 
1. ábrán látható, hogy az „a" beeső sugár és az 
epitaxiális réteg felületének normálisa közötti 
szög, a beesés szöge a. Az A beesési pont-
ban az „a" sugár kettéválik; egy megtört 
sugárra, mely az epitaxiális rétegben a felü-
let normálisához viszonyítva a ' szög alatt 
halad tovább és egy „b", a felületről vissza-
vert sugárra. Az A pontból visszavert „b" 
sugár Ф
х
 fázisváltozást szenved. A megtört 
sugár keresztülhalad a T vastagságú epi-
taxiális rétegen és В pontban az epitaxiális 
réteg-hordozó határfelületéről Ф2 fáziseltoló-
dással visszaverődik. A megtört, majd vissza-
vert sugár a továbbiakban az epitaxiális 
, . . . . . , , . , , , rétegen belül a felület felé halad, azt а С 
7. abra. Az epitaxialis reteg vastagsaga- . . , , • ,, .. 
nak meghatározására szolgáló interferen- pontban elen, ahol .smet megtörik es a 
cia spektrum keletkezésének vázlatos továbbhaladó „ c " sugár interferál a vissza-
modellje vert „b" sugárral. Természetesen többszö-
rösen visszaverődő sugarak is vannak, de 
ezek a vastagság meghatározásának analízisébe semmi újat nem hoznak, ezért 
itt elhanyagolhatók. A többszörösen viszszaverődő sugarakat az interferencia 
spektrum elemzése során az interferencia intenzitásánál vesszük figyelembe. 
Az epitaxiális rétegvastagság analíziséhez a következő feltevéseket kell tennünk : 
1. Feltételezzük, hogy az epitaxiális rétegben a töltéshordozó koncentráció 
megfelelően alacsony és ezért a dielektromos tényezőt a töltéshordozók nem befo-
lyásolják, csak a rács hatását szükséges figyelembe venni. Ez ekvivalens azzal a meg-
állapítással, hogy az epitaxiális réteg törésmutatója állandó (n = 3,42). 
2. Feltételezzük, hogy a hullámhossz elég nagy ahhoz, hogy a tiltott sávon 
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keresztül ne történjen egyenes átmenet. Ez a feltétel szilícium esetében A 1 p.m mel-
lett teljesül. A feltétel ekvivalens a dielektromos állandó rácskomponensének hullám-
hossztól való függetlenségével. 
3. Feltételezzük, hogy a zónák felépítése kizárja a zónákon belüli átmeneteket. 
4. Feltételezzük, hogy az epitaxiális réteg-hordozó határfelületén éles adalék-
koncentráció változás van és, hogy az egyes rétegeken belül az adalékkoncentráció 
állandó. 
5. Mivel a hordozó felületére beeső sugár és a felület normálisa közötti szög 
közel nulla, ezért a polarizáció hatása jelentéktelen és elhanyagolható. 
A 4. feltétel vitatható és epitaxiális szeletekre nem teljesül, azonban a későbbiek-
ben kísérleti eredmények alapján kimutatjuk, hogy ha a koncentráció változás nem 
éles, azaz ha a határréteg pl. diffúzió következtében kiterjed, akkor a spektrumból 
számítható vastagság lényegében nem változik. Ez az analízishez szükséges, de 
epitaxiális szeletekre nem teljesülő feltétel, amely azonban nem korlátozza az analízis 
eredményeinek alkalmazhatóságát. 
А С és D, egy frontban levő pontokban a „b" és „c" sugarak fázisát az optikai 
úthosszkülönbség és a visszaverődés okozta fáziseltolódásokkal határozzuk meg. 
Az A pontból visszavert sugár által megtett út: 
— 27" sin2 « 
(n2 — sin2 otfi2 ( ) 
A megtört sugár Л-tól C-pontig megtett útja: 
27» 
ab + bc = 2ab = . l . (2) (я2 — sin2 a)1'2 
Az optikai úthosszkülönbséget mint fáziskülönbséget és a visszaverődéskor fellépő 
fáziseltolódásokat figyelembe véve С és D pontban a sugarak fázisa: 
4я7»! 
А (я2 —sin2 ot)1/2 ~ ( 3 ) 
4rt7"sin2 a ... 
Ф
В = Т Г - 2 • 2 \ l /2 í * (4) 
A (»Ï - s in 2 a)1'2 
A két sugár fáziskülönbsége: 
4лТ 
<5
Ф
 = ~ (nl - sin2 a)1/2 + Ф
Х
-Ф2. (5) 
Interferencia maximumokat ott kapunk, ahol a ô0 fáziseltolódás egész számú 
többszöröse 2я-пек, azaz 
<5
Ф
 = 2 лМ, ahol M = 0 ,1 ,2 . . . (6) 
На М = 1/2, 3/2, 5/2 ..., akkor az interferencia minimumok feltétele teljesül. M az 
interferencia maximumok, vagy minimumok rendűsége. 
í* 
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Az (5) és (6) egyenlet alapján megkapható az epitaxiális réteg vastagsága 
T = h 
2 (я2 —sin2 a)1/2 М , — 
фи . ф2у 
2л 2л (7) 
ahol j a változók összetartozását jelöli M különböző értékeinél. 
A gyakorlatban azonban egy adott M j érték helyett jóval könnyebb valamely 
két M j érték különbségét meghatározni a spektrumból. Az epitaxiális réteg vastag-
ságát meghatározó egyenletet írjuk fel két különböző interferencia maximum, vagy 
minimum feltételére úgy, hogy M2>MX, M2 — Mx = m és kx>k2. Ekkor 
4 лТ 
a2 
4л T 
(я? - sin2 a)1'2 + Ф12 - Ф22 = 2лM2, 
(п\ - sin2 a)1/2 + Ф
п
 - Ф12 = 2лМх. 
A két egyenletet egymásból kivonva és T-re megoldva: 
~ mk1 k2 
2 (я| — sin2 a)1/2 — k2) 
1 j ф и ~ ф 1 2  
2nm 
Ф,, - Ф., 
2 n m 
(8) 
ahol Ф12, Ф22 — а Ф,, ill. а Ф2 fáziseltolódás к2 mellett, 
Фц> Ф21 — а Фх, ill. а Ф2 fáziseltolódás кх mellett. 
А Ф
х
 és Ф2 fáziseltolódásokat a rétegek я törésmutatójával és к extinkciós 
tényezőjével lehet meghatározni 
tg Ф/ = j n : 2 \ . 2 , (?) 
tg Фо = 
n l - n \ - k \ ' 
2nxk2 
— ni—ki ' 
(10) 
АО, 1,2 indexek megfelelően a levegőre, az epitaxiális rétegre és a hordozóra vonat-
koznak. 
Láthatjuk, hogy a fáziseltolódás számításához я és к értékeit szükséges meg-
kapnunk. A törésmutató és az extinkciós tényező értékeit a szabad töltéshordozók 
abszorpciójának klasszikus közelítésével lehet meghatározni. Schuman és Phillips [8] 
kimutatta, hogy a legjobb közelítés alapján: 
я = 
1 
yt 
e2k2NJ(S) 
k = 
п 
4л2 E0 с m* 
e 2 Я2 NJ(S) 
1/2 
4л 2 eg с2 m* 
1/2 
1 + 
• 1 ± 
1 4 - -
e 8 A 6 A 4 e 2 g 2 [ L ( S ) ] 2 
64 л6 ej; с6 я!*4 e „ - е
2
 к
2
 NJ (S) 
4 л2 е0 с2 m* 
е
8
 Я
6
 N* qI g2 [L (S1)]2 
1/2 1/2 
64л6 Ед С2 /Я*4 
е,— 
e2k2NJ(S) 
4л2 Eg с2 m* 
1/2 
(П) 
1/2 
(12) 
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ahol 
•
/ ( S )
 - r é m i 
x*'2e-xdx 
x3 + S ' 
о 
0 
s = 
N2ék2Q2r(4)g 
4 л2 с2 m*2 
g = 8
 [Г( 5/2)]2 ' 
Г(4) 
|2 ' 
n a törésmutató, 
к az extinkciós tényező, 
N a töltéshordozó-koncentráció, 
q0 az egyenáramú fajlagos ellenállás, 
X a hullámhossz, 
m* a töltéshordozók effektív tömege, 
e az elektron töltése, 
с a fény sebessége, 
£q az abszolút dielektromos állandó, 
£r az intrinsic félvezető dielektromos állandója, 
S az integrál változója, 
r(z) a gamma-függvény. 
A (11) és (12) egyenletben a pozitív vagy negatív előjel kiválasztása biztosítja, 
hogy n-re és A-ra reális értéket kapjunk. A fáziseltolódások a (11) és (12) egyenletek-
nek a (9) és (10) egyenletekbe való helyettesítésével számolhatók. 
Kimutatható, hogy az adalékkoncentráció csökkenésével a törésmutató 
az intrinsic szilícium törésmutatójához, az extinkciós tényező pedig nullához tart. 
A gyengén adalékolt epitaxiális rétegben (Aep i < 1017 c m - 3 ) a í>j fáziseltolódás 
10—25 [rm-ig terjedő hullámhossz tartományban egyenlő л-vel, és nem függ a hullám-
hossztól. 
А Ф., fáziseltolódásra hasonló megoldást nem kapunk. А Ф2 fáziseltolódás 
hullámhossztól való függését a hordozó különböző fajlagos ellenállása mellett szilí-
cium epitaxiális szeletekre Schuman és munkatársai [4] számították ki 2—40 y.m-ig 
terjedő hullámhossz tartományban. A fáziseltolódást az interferencia maximumok 
és minimumok rendűségének meghatározására használták. 
A bennünket érdeklő 400—1000cm_ 1-ig terjedő hullámszámtartományban 
а Ф2/2л grafikonjait a 2. ábrán láthatjuk n —n + szerkezet esetén. А Ф2 fáziselto-
lódás 0—л-ig változhat a hullámhossz, vagy a koncentráció növekedésével. 
Mint korábban említettük, а Ф
х
 fáziseltolódás egyenlő л-vel és nem változik 
a hullámhosszal, ezért a (8) egyenlet a következőképpen alakul: 
(13) 
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2. ábra. A 0J2n fáziseltolódás változása a hullámszám függvényében 
A (13) képlet alkalmazásával kapcsolatos kérdéseket a 2. pontban a vastagság ki-
értékelése kapcsán tárgyaljuk. 
1.2. Az interferencia spektrum elemzése 
A 3. ábrán látható az interferencia spektrum keletkezésének vázlatos modellje, 
mikor a többszörösen visszaverődő sugarakat is figyelembe vesszük. A 4. ábrán 
a W—1998-as szeletünk reflexiós interferencia spektruma látható. A maximumokat 
7?max, a minimumokat pedig Rmm burkoló 
görbe segítségével összeköthetjük. Célunk 
a két burkoló görbe segítségével az inter-
ferencia amplitúdóját 
\ 
N 
Ra / Z ' 
/ / yRi 
/ ' / / " 3 
/ epitaxia vwv Л 
\ n2 hordozo j 
k2\ 
AR d D (14) 
meghatározni. 
A reflexiós tényezőt kis beesési szög 
esetén a következőképpen határozhatjuk 
meg [5] : 
R = z r , 
3. ábra. Az interferencia spektrum keletke-
zése többszörösen visszaverődő sugarak figye-
lembevételével 
roi + Ç 12 + 2r01 £ 1 2 COS (S - Ф2)  
1 + + 2r01 <jf12 cos (<5 - Ф2) ' (15) 
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ahol az /'-edik visszaverődő sugár reflexiós amplitúdója, 
ô az optikai úthosszkülönbségből adódó fáziskülönbség (lásd: 5. képlet), 
Ф2 fáziseltolódás az epitaxiális réteg-hordozó határfelületén (lásd: 10. képlet), 
r0l a levegő-epitaxiális réteg határfelületéről visszaverődő sugár reflexiós 
amplitúdója: 
r0 i = ; , (16) 
+ 
r12 az epitaxiális réteg-hordozó határfelületéről visszaverődő sugár reflexiós 
amplitúdója a fáziseltolódás figyelembevételével: 
r
 i2 = £12 exp (/Ф2). (17) 
400 S00 , „, 600 700 
hullámhossz [cm-'J 
4. ábra. A W-1998-as n-n* epitaxiális szelet interferencia spektruma 
Moss levezetése alapján (9): 
s 2 _ ( « i - « 2 ) 2 + ^1 
R l 2
 - ^ - (пг+п^ + kl • ( 1 8 ) 
A 4. ábrán látható profil figyelembevételével a 15. egyenletből cos (5 — Ф2) = + 1 
esetében Ämax és rmin burkoló görbék kifejezhetők: 
= (19) 
1 - Г О ! « 12 
A két utóbbi egyenlet alapján láthatjuk, hogy az interferencia intenzitása csupán 
«о, nx, «2 és k2 optikai állandóknak a függvénye. Ezen optikai állandóknak a rétegek 
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adalékkoncentrációjával és a mérés hullámhosszával való összefüggését a (11) és 
(12) egyenletek adják meg. 
Az interferencia amplitúdójának a mért spektrumból kiolvasott értéke azonban 
kisebb a 3. ábrán látható modell alapján számítotténál. Az epitaxiális rétegeket 
direkt vagy inverz úton állítják elő. Mindkét esetben azt mondhatjuk, hogy a növesz-
tés körülményei — a növesztés hőmérséklete, ideje, a hordozó adalék atomjainak 
koncentrációja és diffúziós állandója — különböző szeletekre más és más. 
Az epitaxiális rétegen belül az adalék eloszlás profilját a következő három 
folyamat határozza meg [7]: 
a) az „önadalékolás", mely abban jelentkezik, hogy a hordozóról elpárolgó 
adalékatomok beépülnek az epitaxiális rétegbe, 
b) a gázadalékolás, a növesztési folyamat során tudatosan bevitt adalék, 
c) az erősen adalékolt hordozó atomjainak a növesztés folyamán bekövetkező 
diffúziója a felépülő epitaxiális rétegbe. 
Az epitaxiális réteg-hordozó határfelület közelében az adalékkoncentráció 
profilt lényegében a diffúzió határozza meg. Ezért a spektrum intenzitásának csök-
kenését és az interferencia csúcsoknak megfelelő hullámhosszak eltolódását fel-
tehetően az epitaxiális réteg magas hőmérsékleten történő növesztése során, a hor-
dozó adalékatomjainak az epitaxiális rétegbe történő diffúziója okozza. 
Ha feltételezzük, hogy egy bizonyos hőkezelési folyamat előtt az adalékkoncent-
ráció profil kielégíti az 1.1. pontban ismertetett 4. feltételt, akkor a diffúzió t ideje 
után a hordozó felületétől x távolságra az epitaxiális réteg N(x, t) adalékkoncent-
ráció profilját a következőképpen írhatjuk fel [10]. 
ahol Ns a hordozó adalékkoncentrációja, 
D az adalék diffúzió állandója. 
Ezek után vizsgáljuk meg az 5. ábrán látható H—124-es szeletre felvett inter-
ferencia spektrumokat. A vizsgált mintánk A s = 1019 cm~3 koncentrációjú fosz-
forral adalékolt hordozóra 20 perc alatt növesztett kb. 1 ohm cm-es, ugyanolyan 
típusú foszforral adalékolt epitaxiális szelet. Az I-el jelölt a növesztés után felvett 
interferencia spektrum. Ezek után a szeletet 1,5 és 3 órás hőkezelésnek vetettük alá 
1200°C-on H2 atmoszférában. 
Az 1,5 és 3 órás hőkezelés után felvett spektrumokat az ábrán II- és lll-mal je-
löltük. 
Az 5. ábra alapján a következőket állapíthatjuk meg: 
1. Hőkezelés következtében a háttér reflexiós tényezője, amelyre az interferencia 
spektrum felépül, változatlan marad. Ez a 6а ábrából világosan kitűnik abból, 
hogy a felületről visszaverődő R0 sugár reflexiós amplitúdója változatlan marad, 
mivel a felület közelében hőkezelés hatására nx nem változik (lásd: 16. egyenlet). 
2. Hőkezelés hatására az interferencia amplitúdója csökken. Ha figyelembe 
vesszük, hogy hőkezelés hatására az epitaxiális réteg-hordozó határréteg egy bizonyos 
d vastagságra kiterjed, akkor ebben az esetben már nem beszélhetünk az 1.1. 
pontban ismertetett 4. feltétel teljesüléséről. 
A határrétegben hőkezelés következtében a (21) képletnek megfelelően kialakuló 
N(x, t) adalékkoncentráció profil azt eredményezi, hogy a koncentráció változásá-
(21) 
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nak megfelelően ebben a d tartományban az optikai állandók is fokozatosan vál-
toznak. A változás mértékét a réteg kiterjedése helyett sokkal inkább az epitaxiális 
réteg-hordozó eredeti határfelületén, x = 0 helyen (lásd: 6b ábra) a hőkezelés követ-
keztében kialakuló adalékkoncentráció gradiense határozza meg. 
a = 
dN(x, t ) 
dx (22) 
400 
H- 124 
£ = 0,006Ttom 
T = 21,15 Um 
600 
- huí/dmhossz [cm'1] 
700 
5. ábra. A H-124-es epitaxiális szelet 0, 1,5 és 3 órás hőkezelés után 
felvett interferencia spektrumai 
Ha az adalékkoncentráció gradiense diffúzió következtében az x = 0 helyen csökken, 
ez maga után vonja az optikai állandók „gradiensének" csökkenését és az inter-
ferencia amplitúdója ezért csök-
ken. N R. ^ /?; 
Az amplitúdó csökkenését
 v 
a 19. és 20. egyenlet alapján 
r01 változatlansága mellett £12 
változása okozhatja. A hordozó 
közelében hőkezelés hatására az 
adalékkoncentráció növekedése 
miatt az epitaxiális réteg n, törés-
mutatója csökken. 
Mivel az epitaxiális réteg-
ben a törésmutató eloszlás nem 
egyenletes, ezért célszerű a Sato 
és munkatársai [51 által beveze- , . .... , , . . . 
ff Ut' f ' , ,
 f , 6. abra. Az epitaxialis reteg-hordozo hatarreteg kiterje-
tett „enektív toresmutato tel-
 d é s e d j f f ú z i ó következtében (a). Az epitaxiális szelet 
v é t e l e ; a z o n b a n n e m a te l jes hőkezelés után kialakuló adalékkoncentráció profilja (b) 
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epitaxiális rétegre vonatkoztatva, hanem csak a hordozó közvetlen közelében, 
mert a diffúzió következtében megnövekedett adalékkoncentráció mennyiség ezen 
a helyen csökkenti a törésmutatót. 
A csökkentett törésmutató: 
= « i - d w j , (23) 
ahol nx a meghatározott adalékkoncentráció profilból számítható eltérés a valódi 
törésmutató értékétől. Ezen csökkentett nx_ értéket behelyettesítve a 18. egyenletbe, 
meghatározhatjuk Ç12 reflexiós amplitúdót, majd ennek ismeretében a 19. és 20. 
egyenlet segítségével számíthatjuk az interferencia amplitúdójának csökkenését. 
3. Az 5. ábrából az is látható, hogy a hőkezelés hatására az interferencia maxi-
mumok és minimumok azonos mértékben nagyobb hullámszámok felé tolódnak el. 
Ezt a következőképpen magyarázhatjuk. A 17. egyenletből látható, hogy az epitaxiális 
réteg-hordozó határrétegről visszaverődő sugár reflexiós amplitúdója függvénye 
а Ф2 fáziseltolódásnak is. На а Ф., fáziseltolódást a 10. egyenlet alapján az előző 
pontban bevezetett nx_ értékkel számítjuk, akkor megkaphatjuk az eltolódás 
mértékét. Itt jegyezzük meg, hogy a maximumok és minimumok eltolódá-
sának mértéke független a hullámhossztól. Ennek egy további következménye, hogy 
4. Hőkezelés következtében a szomszédos interferencia maximumok vagy 
minimumok közötti Av hullámszám különbség változatlan marad, vagy másképpen 
megfogalmazva az epitaxiális réteg okozta optikai úthosszkülönbség a hőkezelés 
folyamán nem változik. Ebből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy diffúzió 
következtében a spektrum eltolódása ellenére is a 13. egyenlet alapján ugyanazt 
a vastagságértéket kapjuk. 
Mint láthatjuk az 1.1. fejezetben a vastagság analíziséhez szükséges 4. feltétel, 
azaz, hogy az epitaxiális réteg-hordozó határfelületén éles adalékkoncentráció 
változás legyen, valóban nem kritikus. 
2.1. Az epitaxiális réteg vastagságának kiértékelése 
Mint az előbbi 1.2. pont 4. következtetésében láthattuk, a szomszédos inter-
ferencia csúcsok Av intervalluma változatlan marad hőkezelés után is. Ezért az 
epitaxiális réteg vastagságát célszerű ezen hullámszám intervallum alapján meghatá-
rozni. A hullámszámok használata azáltal is indokoltnak tekinthető, hogy a felvett 
spektrumból közvetlenül a hullámszámot olvashatjuk le, és nem szükséges még ennek 
a reciprokát venni a hullámhossz meghatározásához, ami a leolvasásból adódó 
pontatlanságot csak tovább növelné. A spektrumból kiolvasható átlagos hullámszám 
intervallum a következő: 
<24> 
Irl m A j /12 
Ezt az átlagos hullámszám intervallumot behelyettesítve a (13) egyenletbe, a követ-
kező kifejezést kapjuk: 
Г -
 1
 )• (25) 
2(wj — sin2a)1 '2 dv [ 2nm j l ; 
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A 
2(»f —sin2 a)1 '2 A\ 
kifejezés alapján az epitaxiális réteg T vastagsága és a A v átlagos hullámszám inter-
vallum közötti összefüggést a 7. ábrán láthatjuk. Az I. táblázat feltünteti a Av és 
T' összefüggő értékeit a = 10°-os beesési szög esetén. 
Az I. táblázat segítségével 10—50(um vastagságú epitaxiális rétegek T vastagságát 
határozhatjuk meg, miután a felvett spektrumból kiolvasott v l5 v2, és m értékek-
kel a (24) egyenlet alapján Av, átlagos hullámszám intervallumot kiszámítottuk. 
A továbbiakban vizsgáljuk 
meg, hogy a (25) egyenletben sze-
replő két különböző v4 és v2 hul-
lámszámon fellépő Ф21—Ф22 fázis-
eltolódás különbséget hogyan ve-
hetjük figyelembe az epitaxiális 
réteg vastagságának kiértékelése-
kor. Itt szeretnénk megjegyezni, 
hogy mérési tapasztalataink alap-
ján — különösen vastagabb 
szeletek esetében —, kiértékel-
hető interferencia spektrum, a 
400—700 c m ^ - i g terjedő hullám-
szám tartományban jelentkezik. 
Ezt a tartományt az UR—10 ÍR 
spektrofotométer KBr optikája 
fogja át. A fentebb említett okok 
miatt az epitaxiális réteg-hordozó 
határfelületén fellépő Ф2 fázisel-
tolódásnak a vastagságra gyakorolt hatását a 400—700cm_ 1-ig terjedő tartomány-
ban fogjuk vizsgálni. 
A 2. ábrán látható а Ф2/2л fáziseltolódás a hullámszám függvényében, különböző 
fajlagos ellenállású hordozók esetére. Ha a hordozó egy adott fajlagos ellenállása 
mellett a 400 és 700 c m - 1 hullámszámokhoz tartozó Ф2/2л értékeket egyenes vonallal 
összekötjük, akkor a 2. ábrán látható, szaggatott vonallal jelzett egyeneseket kapjuk. 
Feltételezésünk szerint ezen egyenesek meredeksége а Ф2/2л fáziseltolódás „átlagos 
meredekségét" adják a 400—700cm~1-jg terjedő tartományban. A görbék átlagos 
meredekségének bevezetését leginkább az indokolhatja, hogy a spektrumból kiol-
vasható intervallumot a 26. képlet alapján mint A v átlagos hullámszám intervallumot 
vesszük figyelembe és ebből számítjuk az E táblázat alapján T ' értékét. 
Ha a 2. ábrán megnézzük pl. a £, = 0,006 ohmcin-hez tartozó Ф , / 2 я = / ( у ) 
grafikont, akkor látható, hogy v(I = 450cm~ 1 körül a nagyobb meredekség folytán, 
a spektrumban megjelenő Av„ intervallum kisebb, mint vfc = 650 c m - 1 körül a kisebb 
meredekség következtében, az ugyanabban a spektrumban mutatkozó A\'b inter-
vallum. Abban az esetben — mint pl. a 2. ábra 0,001 ohm cm-hez tartozó görbéje 
mutatja —, amikor а Ф»/2я =:/(v) meredeksége a spektrum hullámszám tartományán 
belül nem változik, akkor a különböző hullámszámok körüli zlv intervallumok 
80-
70 
60-
50-
•"ч ti 40-
fii 
К. 30 
20-
10-
10 
\ 
V \ \ ОС Ю N \ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
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200 300 
7. ábra. Az epitaxiális réteg T' vastagsága és az inter-
ferencia spektrum Av átlagos hullámszám intervalluma 
közötti összefüggés 
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I. TÁBLÁZAT 
Av (cm -1) T' (gm) Av (cm"1) T' (gm) Av ( cm - 1 ) T' (gm) 
29 50,48 
29,28 50 
30 48,80 70 20,91 110 13,31 
31 47,22 71 20,62 111 13,19 
32 45,75 72 20,33 112 13,07 
33 44,36 73 20,05 113 12,95 
34 43,06 74 19,78 114 12,84 
35 41,82 75 19,52 115 12,73 
36 40,66 76 19,26 116 12,62 
37 39,56 77 19,01 117 12,51 
38 38,52 78 18,77 118 12,41 
39 37,54 79 18,53 119 12,30 
40 36,60 80 18,30 120 12,20 
41 35,70 81 18,07 121 12,10 
42 34,85 82 17,85 122 12,00 
43 34,04 83 17,64 123 11,90 
44 33,27 84 17,43 124 11,81 
45 32,53 85 17,22 125 11,71 
46 31,82 86 17,02 126 11,62 
47 31,15 87 16,83 127 11,53 
48 30,50 88 16,64 128 11,44 
49 29,88 89 16,45 129 11,35 
50 29,28 90 16,27 130 11,26 
51 28,70 91 16,09 131 11,17 
52 28,15 92 15,91 132 11,09 
53 27,62 93 15,74 133 11,00 
54 27,11 94 15,57 134 10,92 
55 26,62 95 15,41 135 10,84 
56 26,14 96 15,25 136 10,76 
57 25,68 97 15,09 137 10,69 
58 25,24 98 14,94 138 10,61 
59 24,81 99 14,79 139 10,53 
60 24,40 100 14,64 140 10,45 
61 24,00 101 14,49 141 10,38 
62 23,61 102 14,35 142 10,31 
63 23,24 102 14,21 143 10,24 
64 22,87 104 14,08 144 10,17 
65 22,52 105 13,94 145 10,10 
66 22,18 106 13,81 146 10,03 
67 21,85 107 13,68 146,39 10,00 
68 21,53 108 13,55 147 9,96 
69 21,22 109 13,43 148 9,89 
egymással egyenlőek. Tehát azt mondhatjuk, hogy a spektrumból a (24) egyenlet 
segítségével meghatározott dv, átlagos hullámszám intervallum bevezetésével a 
mérés hullámszám tartományán belül, szinte már előre feltételeztük a 0J2n=f(v) 
összefüggés átlagos meredekségét is. 
Vizsgáljuk meg с ж 0,001 ohm cm-es hordozó esetében, hogy а ф2 fáziseltoló-
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dás figyelembevétele a (25) egyenlet alapján milyen hatást gyakorol а Г vastagságra. 
Az I. táblázatból kiolvashatjuk, hogy 7" = 1 0 tum vastagságnak zlv = 146,39 c m - 1 
intervallum felel meg. Mivel a gs = 0,001 ohmcm-nek megfelelő Ф 2 / 2л= / (у ) össze-
függés meredeksége állandó, és mint korábban láttuk, a növesztés folyamán végbe-
menő diffúzió hatására az interferencia csúcsok úgyis eltolódnak, ezért a görbén 
bárhol megnézhetjük, hogy a zlv =146,39 c m - 1 átlagos hullámszám intervallumhoz 
mekkora АФ2/2л eltolódás tartozik. 
Ф 2 1 - Ф22 
2лт m=L = 4 ^ = 0,032. 
Az így kapott érték és a 25. egyenlet alapján 
АФ 
Т=Г | 1 = 10(1-0 ,032) = 10-0,32. 
Láthatjuk, hogy а Ф2 fáziseltolódás figyelembevétele a 7" értékét 0,32jj.m-nal 
csökkenti. 
T'= 40 [xm-os vastagságnak zlv = 36 ,6cm - 1 intervallum felel meg. A hordozó 
ugyanazon fajlagos ellenállása mellett, ehhez az intervallumhoz a következő eltolódás 
tartozik: 
~ m = 4 = ^ = U,UU8. 
1ЛГП |т' = 40дш Z7t 
Ekkor a T vastagság: 
T = = 40(1-0 ,008) = 4 0 - 0 , 3 2 . 
7" = 40 u.m-os vastagság а Ф2 fáziseltolódás figyelembevételével ismét 0,32;xm-nal 
csökken, ami várható is volt, mivel а Ф2/2л = / (v) összefüggés meredeksége állandó. 
Tehát az eredmények alapján azt mondhatjuk, hogy g s = 0,001 ohmcm-es hordozó 
esetén a 400—700 cm_ 1- ig terjedő tartományban mért spektrumból meghatározott 
T' vastagság а Ф2 fáziseltolódás figyelembevételével AT= 0,32 [xm-nal csökken, 
bármilyen vastagságú epitaxiális réteg esetében. 
Ha a 400—700 c m - 4 g terjedő tartományban elfogadjuk a Zlv átlagos hul-
lámszám intervallum bevezetésével а Ф2 /2ti=/(v) összefüggésére adódó átlagos 
meredekséget, akkor az előbb ismertetett módon, különböző fajlagos ellenállású hor-
dozók esetére a zl T vastagságot meghatározhatjuk. A különböző fajlagos ellenállású 
hordozókra számított AT értékeket а II. táblázat tartalmazza n—n* és p—p+ 
epitaxiális szeletekre. 
Az epitaxiális rétegek vastagságának gyors kiértékelését, a 400—700 cm_1-ig 
terjedő tartományban felvett spektrum és az epitaxiális szelet hordozó rétegének 
fajlagos ellenállása ismeretében a következőképpen végezhetjük el. 
Az előbb ismertetettek alapján felírhatjuk, hogy az epitaxiális réteg vastagsága 
egyenlő: 
T = T' — AT. (26) 
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II. TABLAZAT 
A felvett spektrumból kiolvasható vl5 v2 és m értékei alapján a (24) egyenlet segít-
ségével meghatározzuk a A v, átlagos hullámszám intervallumot. Ennek ismeretében 
az I. táblázatból kikeressük a hozzátartozó T' vastagságot, ha szükséges interpo-
lálunk. Az epitaxiális szelet n — n+ vagy p—p* szerkezete és a hordozó fajlagos ellen-
állása ismeretében a IL táblázat-
ból meghatározzuk a A T értékét. 
Végül a 7" és AT ismeretében a 
(26) egyenlet egyszerű összefüg-
gése alapján megkapjuk az epi-
taxiális réteg pontos vastagságát. 
Természetesen, ha a mérése-
ket nem a 400—700 cm_1-ig 
terjedő tartományban végezzük, 
akkora II. táblázatban megadott 
értékek nem érvényesek. Ebben 
az esetben a mérés hullámszám 
tartományának megfelelően A T 
értékeit az ismertetett módon át 
kell számolni. Az 1. táblázatban 
megadott T' értékek bármely 
mérési tartományban alkalmaz-
hatók. 
n— n* p—p* 
gs(ohm cm) ЭГ(цш) p,(ohm cm) a t (txm) 
0,001 0,32 0,001 0,31 
0,002 0,52 0,002 0,46 
0,003 0,65 0,003 0,55 
0,004 0,70 0,004 0,62 
0,005 0,57 0,005 0,55 
0,006 0,50 0,006 0,50. 
0,007 0,43 0,007 0,47 
0,008 0,36 0,008 0,43 
0,009 0,31 0,009 0,37 
0,01 0,27 0,01 0,34 
0,015 0,20 0,015 0,22 
0,02 0,15 0,02 0,17 
2.2. A mérés kiértékelhetősége 
Az eddig ismertetettek alapján azt mondhatjuk, hogy az epitaxiális szeletek 
növesztési ideje nagy mértékben befolyásolja az interferencia spektrum kiértékel-
hetőségét, mivel a növesztés idejének — mint diffúzió idejének — megnövekedésével 
az interferencia intenzitása csökken. Ha meggondoljuk, hogy vastagabb epitaxiális 
rétegek növesztése hosszabb időt vesz igénybe (40—60 perc), mint vékonyabb 
rétegeké (10—20 perc), akkor nyilvánvaló, hogy a vastagabb szeletekre felvett 
spektrum intenzitása kisebb lesz. Az illusztráció kedvéért a 8. ábrán bemutatjuk 
az F—140-es szeletünkről 5Xl0mm 2 -es megvilágított felülettel felvett interferencia 
spektrumot. A minta 0S = O,O1 ohmcm-es antimonnal adalékolt hordozóra 50 perc 
alatt növesztett kb. 1 ohmcm-es foszforral adalékolt epitaxiális szelet. A minta-
szelet epitaxiális rétegének az ismertetett módon kiértékelt vastagsága: T=41,35 gm. 
Az inverz epitaxiális szeletek növesztési ideje kb. 3 óra, ami diffúzió szempont-
jából jelentős. Ha az adalékatomok diffziós állandója nagy és a növesztés hőmér-
séklete magas, akkor egy bizonyos idő után kiértékelhető spektrumot nem kapunk. 
Az interferencia spektrum megjelenését és kiértékelhetőségét befolyásoló másik 
tényező az epitaxiális réteg vastagságában — a minta megvilágított területén belül — 
mutatkozó inhomogenitás. A rétegek vastagságában számottevő eltérés az inverz 
úton és a direkt úton előállított vastagabb epitaxiális szeletek esetében mutatkozhat. 
40—50 pm vastagságú inhomogén epitaxiális rétegek vizsgálatakor, ha a mintát 
2 cm átmérőjű felületen világítottuk meg, akkor kiértékelhető képet nem kaptunk. 
5X10, vagy 5X5mm 2 -es megvilágított felületet alkalmazva, a szelet különböző 
helyein a vastagság eloszlása kimérhető. Az eredmények alapján azt mondhatjuk, 
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hogy azokon a helyeken, ahol — az eloszlási kép alapján meghatározott — az epi-
taxiális réteg vastagságában mutatkozó eltérés nagyobb, ott az interferencia inten-
zitása kisebb, mivel a különböző vastagságértékeknek megfelelő interferencia 
képek gyengítik egymást. Ezért egyrészt az interferencia spektrum kiértékelhetősége, 
40 
r'u 
30-
20 
to-
rn 
F - J40 
P, ' 0,0 t 52 cm 
T - 41.35 
500 600 
- hullámhossz [сm''] 
700 
8. ábra. T = 4 I , 2 5 [im vastagságú epitaxiális szelet interferencia spektruma 
másrészt szükség esetén a vastagságeloszlás felvétele szempontjából nagyon célszerű 
5X10 mm2-es, vagy még kisebb megvilágított felülettel végezni a mérést, amelyen 
belül az epitaxiális réteg vastagságában mutatkozó eltérés még csekély. 
Célunk, hogy kiértékelhetőség szempontjából meghatározzuk az epitaxiális 
réteg vastagságában — a minta megvilágított felületén belül — megengedhető maxi-
mális eltérést. Ha a (7) egyenletből 
kapható 
Г = 
xj 
2(nf — sin2 a)1/2 mj + 
1 
(27) 
kifejezés alapján, különböző rendű 
maximumokra kiszámítjuk a f - i 
összefüggéseket, és megszerkesztjük 
a 9. ábrán látható diagramot, akkor 
abból egyértelműen meghatároz-
ható, hogy egy adott T' vastagsághoz 
tartozó interferencia maximumokat 
különböző hullámhosszakon milyen 
T'±ATk vastagsághoz rendelhető 
maximumok fogják 
20 22 24 2 
X [Jim] 
9. ábra. A 27. egyenlet 7 " - к diagrammja interferencia 
kioltani. 
A diagrammból kiolvasható ±ATk eltérés nem függ attól, hogy azt 
T' értéknél vizsgáljuk. Az ily módon megkapható 
milyen 
± A T k , kritikus vastagságbeli 
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eltérés abszolút értékét a hullámhossz függvényében a 10. ábra mutatja. Ahhoz, 
hogy a 400—700 cm_ 1-ig terjedő mérési tartományban (14, 28—25 [rm) kiértékelhető 
interferencia képet kapjuk, a 10. ábrából látható, hogy a megengedhető maximális 
eltérés kb. 1 p.m lehet. 
Vizsgáljuk meg ezek után, hogy a diffúzió hatására bekövetkező intenzitás-
csökkenés megengedhető értéke mekkora lehet kiértékelhetőség szempontjából. 
Mint azt az 1.2. pont 3. következetetésében láthattuk, az interferencia maximumok 
és minimumok azonos mértékben nagyobb hullámszámok, azaz kisebb hullám-
hosszak felé tolódnak el, ami a 
9. ábra T' — X diagramja alapján 
a rendűség növekedéséhez vezet. 
Az interferencia csúcsok rendűségét 
a következő kifejezéssel számíthat-
j u k : 
M j =
 }
m \ , ( 28 ) 
ag —aj 
ahol egy tetszőleges maximum vagy 
minimum hullámhossza, 
Xj a többi maximum és mini-
mum hullámhossza, 
m egész vagy fél szám, amely 
meghatározza a maximu-
mok és minimumok számát 
X0 és Xj hullámhosszak 
között. 
A H—124-es szeletünkre közvetlenül növesztés után felvett spektrum alapján 
(lásd 5. ábra), a számított rendűség + 0,095-del különbözött az egész, ill. fél számok-
tól. Ez az eltérés 1,5 órás hőkezelés után +0,261, míg 3 órás hőkezelés után +0,476 
volt. Az 5. ábrán látható 3 órás hőkezeléshez tartozó spektrum és a (28) egyenlet 
segítségével számított rendűségeltérés alapján azt mondhatjuk, hogy a 400—700 
cm_ 1-ig terjedő mérési tartományban a megengedhető rendűségbeli eltérés + 0 , 5 
lehet, hogy még kiértékelhető interferencia képet kapjunk. 
Ez a megengedhető, +0,5-es rendűségbeli eltérés л fáziseltolódásnak felel meg. 
Természetesen a növesztés ideje alatti diffúzió és a vastagságheli inhomogenitás 
következtében fellépő jelenség — az interferencia spektrum amplitúdójának csökke-
nése és az interferencia csúcsok eltolódása — együttesen jelentkezik az epitaxiális 
rétegek infravörös interferencia módszerrel történő mérésekor. 
3. Összefoglalás 
A direkt vagy inverz módon növesztett n —«+ és p—p* epitaxiális szilícium-
rétegek vastagságát meghatározó egyenletet az optikai úthosszkülönbség, mint 
fáziskülönbség és az egyes rétegek határfelületéről visszaverődéskor fellépő fázis-
változások figyelembevételével vezettük le. A vastagságot meghatározó egyenletben 
а Ф, fáziseltolódás hullámhossztól való függését az egyes rétegek adalékkoncent-
rációja által meghatározott, szintén hullámhossztól függő optikai állandók segít-
2.0-
Ci 1.8 • 
1.6 • 
"Л 19 
» 1,2 
1.0 H 
0.8-
06-
0,9 
0.2-
10 12 19 16 16 20 22 29 26 
А [мч 
10. ábra. A kritikus vastagságbeli eltérés abszolút 
értéke a hullámhossz függvényében 
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ségével határoztuk meg. A vastagságot meghatározó egyenlet levezetéséhez szük-
séges 4. feltétel nem teljesülése a képlet érvényességét nem korlátozza. Az epitaxiális 
szeletekre azért nem teljesül ez a feltétel, mert a növesztés során a hordozó adalék-
atomjai diffundálnak az epitaxiális rétegben, és ezért az adalékkoncentráció profil-
nak megfelelően az optikai állandók is fokozatosan fognak változni. 
A hőkezelésnek alávetett epitaxiális szelet interferencia spektrumai alapján 
a következőket állapítottuk meg: 
1. A háttér reflexiója, melyre az interferencia spektrum felépül, változatlan 
marad. 
2. Az interferencia spektrum intenzitása csökken. 
3. Az interferencia csúcsok azonos mértékben nagyobb hullámszámok felé 
tolódnak el. 
4. A szomszédos interferencia csúcsok közötti hullámszám intervallum vál-
tozatlan marad. 
Ezen változásokat analitikailag az epitaxiális rétegbe beépülő, ill. a hordozó-
ból kidiffundáló adalékatomok mennyisége által meghatározható optikai állandó 
változásával lehet figyelembe venni. 
A 400—700cm~1-ig terjedő tartományban felvett interferencia spektrum és a hor-
dozó fajlagos ellenállásának ismeretében az I. és IL táblázat alapján lehetséges az 
epitaxiális rétegek vastagságának gyors és pontos kiértékelése. 
А Ф2 fáziseltolódás figyelembevétele а II. táblázat alapján a spektrumból 
kiértékelhető T' vastagságot 0,15—0,7p.m-nal csökkenti. Ez jó egyezést mutat 
azzal a megfigyeléssel [3], hogy a spektrumból számítható vastagság maximálisan 
kb. 0,7 p.m-nal nagyobb, mint a vastagság más módszerekkel mért értéke. 
A vastagság kiértékelhetőségét vizsgálva megállapítottuk, hogy azt együttesen 
a növesztés ideje alatti diffúzió és a vastagságbeli inhomogenitás következtében fel-
lépő intenzitás csökkenés korlátozza. 
Megállapítottuk, hogy a 400—700cm~1-ig terjedő mérési tartományban, 
kiértékelhetőség szempontjából a megengedhető vastagságbeli eltérés maximálisan 
kb. 1 p.m, és a diffúzió hatására bekövetkező fáziseltolódás n lehet. 
Itt szeretném köszönetemet kifejezni Kürthyné Komlósi Judit és Tímár József 
munkatársaknak, a megfelelő minták elkészítéséért, illetve a hőkezelések elvégzéséért. 
Egyúttal köszönetünket fejezzük ki az MTA MFI-nek, hogy rendelkezésünkre 
bocsátotta az UR—10 IR spektrofotométert, és ezzel a mérések elvégzését számunkra 
biztosította. 
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Kiegészítés 
Mint korábban említettük, az epitaxiális réteg-hordozó határfelületén bekövetkező Ф
г
 fázis-
eltolódás hullámhossztól való függését Schuman és munkatársai [4] számították ki. Munkájukban 
a fáziseltolódást az interferencia maximumok és minimumok rendűségének meghatározására hasz-
nálták. A számított rendűséget egész vagy fél értékre kerekítették, majd ezen érték segítségével 
határozták meg az epitaxiális réteg vastagságát. Mintáik vastagsága 3—7 (ím volt. Ilyen vékony 
rétegek növesztési ideje csekély, ezért a számított rendűség közel volt az egész, ill. fél értékekhez. 
Az eltérés megállapításuk szerint 10%, amelyet ilyen vékony rétegeknél az interferencia alacsony 
rendűségének tulajdonítottak. 
Valójában ezt az eltérést a növesztés ideje alatti diffúzió okozza. H-124-es szeletünkre már 
korábban kiszámítottuk, hogy közvetlenül növesztés után a rendűség + 0,095-del, 1,5 órás hőkezelés 
után +0,261-del, míg 3 órás hőkezelés után +0,476-del különbözik az egész, ill. fél számoktól. 
Ha ilyen különbségek ellenére a maximumok rendűségét egész, míg a minimumok rendűségét 
fél számokra kerekítjük, akkor a 0,1,5 és 3 órás hőkezelés után felvett spektrum alapján számított 
vastagságértékek а Ф2 fáziseltolódás figyelembevételével a következők; 20, 92, 20, 28 és 19,73um. 
Láthatjuk, hogy hőkezelés hatására az ily módon számított vastagság csökken, ami egyértel-
műen arra mutat, hogy a hordozó rétegből az adalékatomok az epitaxiális rétegbe diffundálnak. 
Ezt a vastagságot mint az epitaxiális réteg infravörös sugárzásra érzékeny, diffúzió hatására csök-
kenő vastagságát definiálhatjuk. 
A H-124-es szeletünkre a tanulmányban ismertetett módon kiértékelt vastagság 21,15 цт , 
ami az epitaxiális réteg tényleges, növesztett vastagsága. Ez a spektrumból kiértékelhető érték 
diffúzió hatására változatlan marad. 
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I. Bevezetés 
Az anyag kvantumelméletében két alapvető elképzelés van, amelyek szorosan 
kapcsolódnak John C. Slater professzor felfedezéseihez, nevezetesen a Slater-deter-
minánsok és a Hartree—Fock módszer. Fizikai megértésünk az atomok, molekulák, 
szilárd testek és atommagok szerkezetéről lényegében a független részecske modellen 
alapszik [1], és az előbbiek alkotják az alapvető matematikai és elméleti segéd-
eszközöket a modell tárgyalásához. A self-consistent-field módszert (SCF) először 
Hartree fejlesztette ki intuitíve atomok számára [2]. Összetett atomi spektrumokat 
tanulmányozva Slater bevezette a ma már híres determinánsokat [3], amelyeket 
róla neveztek el, és egy későbbi cikkben [4] kimutatta, hogy Hartree módszere iga-
zolható és kiterjeszthető, ha a determináns hullámfüggvényre felírt sok-elektron 
Schrödinger-egyenletre alkalmazzuk a variációs elvet. A Fock által körülbelül egy-
idejűleg és Slatertöl függetlenül közölt cikkel együtt [5] ez képezi az ún. Hartree—Fock 
módszer alapját. Kevés felfedezés volt hasonló fontosságú a kvantummechanika 
alkalmazásában az anyag tulajdonságainak vizsgálatára. 
Slater érdeklődése a független részecske modell iránt tovább folytatódott az 
évek során, és egy egész sor cikkben különösen a „kicserélődés" és a „korreláció" 
jelenségével foglalkozott (lásd Irodalom). Különböző rendszerek szimmetria tulaj-
donságait vizsgálva Slater észrevette többek között a Hartree—Fock módszer néhány 
sajátosságát is. Ezek képezik jelen tanulmány kiindulópontját, amely tanulmányt 
a szerző Slaternek ajánl. 
II. Szimmetria dilemma a Hartree-Fock módszerben 
Hartree az atomok elektronstruktúrájára vonatkozó eredeti számításaiban [2] 
mindig feltételezte, hogy az elektron-pályák szimmetria-adaptáltak és s, p, d , f , ... 
jellegűek, és hogy a számításokban a self-consistent potenciálok a gömbszimmetrikus 
részeikkel helyettesíthetők. Lényeges finomítást jelentett, amikor Slater és Fock 
arra a gondolatra jutott, hogy а Ф teljes hullámfüggvényt az egy-elektron függvények-
* Quantum Theory of Atoms, Molecules, Solid State, Academic Press Inc, New York, 1966 
2» 
4 9 6 PER-OLOV LÖWDIN 
bői vagy spin-pálya függvényekből felépített D Slater-determinánssal kell közelíteni, 
és hogy a legjobb eredményt akkor kapjuk, ha a rendszer sok-elektron Hamilton-
operátorára a ó(D\jY\D) = 0 variációs elvet alkalmazzuk a (D\D) = 1 feltétellel. 
Általánosan elfogadott feltételezésnek látszik, hogy ha a rendszer rendelkezik 
bizonyos Ж-Ъап explicite kifejezésre jutó szimmetria tulajdonsággal, akkor a 
Hartree—Fock egyenleteknek a variációs elvvel kapott megoldásai automatikusan 
szimmetria-adaptáltak lesznek. Delbrück bebizonyította [6], hogy lia az egész rend-
szer gömbszimmetrikus, és azt kívánjuk, hogy a teljes determináns XS jellegű legyen, 
akkor a megfelelő Hartree—Fock függvények pálya-impulzusmomentum és spin 
sajátfüggvények lesznek. Molekulák és szilárd testek elméletében előforduló álta-
lánosabb típusú szimmetriák esetében Rootliaan [7] és a szerző [8] kimutatták, hogy 
az a feltevés, hogy a Hartree—Fock egyenletek megoldásai szimmetria-adaptáltak, 
azaz egy irreducibilis ábrázolás bázisát képezik, mindig self-consistent és a teljes 
energia egy meghatározott szélső értékének felel meg. Egyetlen kérdés merül csak 
fel, hogy ez a szélső érték az energia abszolút minimuma-e vagy sem. 
(р\Ж\D) szélsőértékeinek jellegét Thouless [9] és Adams [10] tanulmányozták. 
Ezek az értékek lehetnek maximumok, minimumok vagy vízszintes érintőjű inflexiós 
pontok, és bizonyos mértékig zavaró, hogy Adams az „abszolút minimum" kifeje-
zést használja minden egyes pontra, ahol а (Ж) teljes energia második variációja 
pozitív définit, pedig ezt a kifejezést általában fenn szokták tartani az összes lehet-
séges minimumok legalacsonyabbikának jelölésére. A He atomról szóló érdekes 
tanulmányában Coulson hangsúlyozta (Ж) nyeregpont jellegét a zárt héj (Is2) 
elektronpályáinak Hylleraas által tárgyalt (Is', Is") felhasadásával kapcsolatban. 
Mind ez ideig senki sem talált semmiféle egyszerű feltételt az abszolút minimumra 
és a tulajdonságait sem sikerült tanulmányozni. A Boulder-i (1958) és Tokióban 
(1962) tartott nemzetközi szimpozionok kapcsán több szerző kifejtette a véleményét, 
miszerint rendkívül plauzibilis, hogy аф\Ж\Н~) teljes energiának a Hartree—Fock 
egyenletek megoldásával kapott abszolút minimuma olyan pálya-sajátfüggvények 
rendszerének kell, hogy megfeleljen, amelyek szükségszerűen szimmetria-adaptáltak, 
de ez bizonyítást nem nyert. A Sanibel Islandon tartott Hylleraas szimpozionon (1963) 
a szerző ismét megpróbálta felhívni a figyelmet a problémára [12], különösen az itt 
tárgyalt aspektusokra. 
A problémák valamelyest leegyszerűsíthetők, ha a D Slater-determinánst 
magát vizsgáljuk a szereplő spin-pálya sajátfüggvények rendszere helyett. Némi 
zavart támaszthat az a tény, hogy a T egzakt sajátfüggvény és a D közelítő saját-
függvény egészen különböző tulajdonságokkal rendelkezhetnek. Például ha A egy -
normális mozgásállandó, amely kielégíti a 
összefüggéseket, akkor Ж minden T sajátfüggvénye automatikusan sajátfüggvénye 
Л-пак is, vagy (degenerált energianívó esetén) úgy választható, hogy az legyen, azaz 
Ennélfogva az egzakt sajátfüggvény esetén a második sajátérték egyenlet egyszerűen 
az első következménye. Másrészt a D közelítő hullámfüggvény esetén a Hartree— 
Fock módszerben az első sajátérték egyenletet a ü(ű[jf |£)) = 0 variációs elvvel 
helyettesítjük, a (D\D)= 1 feltétel teljesülését kikötve. Mind ez ideig senki sem bizo-
ЖА = ЛЖ, ЛЛ+ + Л + Л (1) 
ЖТ = ET, AT = XT. (2) 
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nyitotta be általánosságban, hogy ebből a variációs elvből következik а ЛD — ÀD 
második egyenlet, és így ez az összefüggés olyan megszorításnak tekintendő, amely 
szükségszerűen az abszolút minimum fölé emeli az energia értékét. A problémát itt 
egy A mozgásállandó esetére tárgyaljuk, de később kiterjesztjük G = {g} csoportok-
ra is. 
Valószínűleg Slater volt az első, aki észrevette, hogy a Hartree—Fock módszer 
és a szimmetria követelmények nem automatikusan kompatibilisek [13], miközben 
a VB és MO módszerek közti kapcsolatot a hidrogén molekulára való alkalmazáson 
keresztül tanulmányozta, 1930-ból származó, az egy vegyértékű fémek kohéziójá-
ról írt klasszikus cikkében és ezt a tényt később több cikkében explicitebben kifej-
tette [14]. Az energia görbéket az R internukleáris távolság függvényében vizsgálva 
azt találta, hogy eléggé szeparált a és b atomok esetén az egyszerű (ax, bß) deter-
mináns alacsonyabb energiájú, mint a megfelelő (ag)2 típusú szimmetria-adaptált 
Hartree—Fock megoldás azon egyszerű tény következtében, hogy az utóbbi rossz 
aszimptotikus viselkedést mutat, amely R esetén nagy energiájú ionizált állapo-
tokhoz vezet. 
Másik hasonló típusú, de az egyensúlyi távolságra magára utaló példát szolgál-
tat a D6h szimmetriájú benzol, amelynél Pauncz és munkatársai újabb számításai 
[15] azt mutatják, hogy vannak olyan D3h szimmetriának megfelelő determinánsok, 
amelyek energiája alacsonyabb, mint a megfelelő Deh szimmetriájú determinánsoké. 
És bár ezen utóbbiak (D3h) nem egzakt megoldásai a Hartree—Fock egyenleteknek, 
a közelítések elég jónak mutatkoznak ahhoz, hogy az eredmények határozott jelentő-
ségre utaljanak. 
Slater továbbá kimutatta, hogy nem kompenzált spineket tartalmazó rendszerek-
ben [14], ahol a spin nem szerepel explicite a Hamilton-operátorban, a pozitív spinű 
elektronokra más kicserélődési potenciál hat, mint a negatív spinű elektronokra, 
mivel kicserélődési kölcsönhatások csak parallel spinű elektronok között lépnek fel. 
Ennélfogva azt várhatjuk, hogy a különböző spinű elektronok pálya sajátfüggvényei 
is különbözőek lesznek ezen kicserélődési polarizáció következtében. Ilyen rend-
szerre egyszerű példa a litium atom 2S alapállapota, amelynél ez a hatás a hagyo-
mányos (Isa, \sß, 2sa) formát (ls'a, ls"ß, 2sa)-ra változtatja. A kicserélődési pola-
rizáció alapvető fontosságú a mágneses jelenségek tárgyalásában [16], de itt csak 
azt a tényt hangsúlyozzuk, hogy a Hartree—Fock egyenletek, vagyis a variációs 
elv megoldása nyitott héjak esetén olyan közelítő hullámfüggvényekre vezet, amelyek 
többé nem egzakt sajátfüggvényei a teljes S2 spinnek. 
Ezekből a példákból nyilvánvaló, hogy a közelítő hullámfüggvények alapvető 
szimmetria tulajdonságai nem következnek automatikusan a variációs elvből, és 
hogy ennek a problémának kellő figyelmet kellene szentelni. Érdemes lenne vilá-
gosabban különbséget tenni a különböző self-consistent-field eljárások között és 
hangsúlyozni a definíciókat. A konvencionális Hartree—Fock módszerben nyilván-
valóan a következő két alapegyenletből indulunk ki: 
ô(D\3#*\D) = 0, AD = ID, (3) 
és az ennek megfelelő minimumról azt mondhatjuk, hogy Л-пак megfelelő. Könnyen 
kimutatható [8], hogy ha Л а Ax, Л2 , Л3, ... egy-elektron operátorok szimmetrikus 
alap-függvénye, akkor a D-ben szereplő spin-pálya sajátfüggvények, amelyek 
megfelelnek az energiaminimumnak, automatikusan Ax sajátfüggvényei lesznek, 
vagy úgy választhatóak, hogy azok legyenek. 
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Másrészt, ha elhagyjuk а ЛD = ÀD megszorítást, és csak a 
ö(D\Jf\D) = 0 (4) 
összefüggést tekintjük, a megszorítás nélküli „általános" Hartree—Fock eljáráshoz 
jutunk, és az abszolút minimumnak megfelelő D megoldás általában elveszíti azt 
a tulajdonságát, hogy / l-nak is sajátfüggvénye, vagyis a megfelelő Hartree—Fock 
függvények már többé nem „szimmetria-adaptáltak". Slaternek a kicserélődési 
polarizációval kapcsolatos elgondolása alapján sok nem-zárt héjú rendszert vizs-
gáltak ilyen módszerrel [17]. 
Világos, hogy az egy Slater-determinánssal dolgozó Hartree—Fock módszer 
dilemmába kerül a szimmetria tulajdonságokat és egyéb mozgásállandókat illetően. 
Ha az energia abszolút minimumát keressük, elveszítjük a szimmetria tulajdon-
ságokat, és ha figyelembe vesszük a szimmetria tulajdonságokat, az energia jelentő-
sen megemelkedik — gyakran 1 eV-tal vagy még többel elektronpáronként. 
E szimmetria dilemma legfrappánsabb példái közül néhányat talán a szilárdtest 
fizikában találhatunk. Dobozba zárt szabad elektronok rendszerét vizsgálva egy kons-
tans pozitív háttér esetén szinte általános feltételezés volt, hogy lényegében síkhullá-
mok adják a Hartree—Fock egyenletek megoldását. Overhauser [18] azonban kimu-
tatta, hogy egy-dimenziós Fermi-gázban, amelyben ü-függvényszerű taszítóerők lép-
nek fel, léteznek „óriás spinhullám" formájú self-consistent megoldások is, amelyek-
nek az energiája alacsonyabb, mint a síkhullám állapoté. Ez az eredmény paradoxnak 
tűnik, ha azt hisszük, hogy (3) második összefüggése szükségszerűen következik 
az elsőből. Néhány negatív ionokkal kapcsolatos példát láthattunk a közelmúlt-
ban [19]. 
A szimmetria dilemmából több út vezet ki, de talán csak egy, amelynél nem sza-
kadunk el a független részecske modelltől. A (D\tf\D) abszolút minimumának 
megfelelő, a (£>|£>}=1 feltételt kielégítő D elvesztette alapvető szimmetria tulajdon-
ságait. Azonban kimutatható, hogy ez a determináns most különböző szimmetriájú 
komponensek egyértelműen meghatározott összege, és a komponensek közül leg-
alább egy még jD-nél is alacsonyabb energiájú. Ilyen „komponensekre bontás" 
az О projekció operátorokkal hajtható végre, és hogy ezt megtehessük, először 
a projekció operátorok tulajdonságait fogjuk tanulmányozni. 
Legyen A tetszőleges normális mozgásállandó, amely kielégíti az (1) összefüggé-
seket. Továbbá essenek A sajátértékei a Ax, ..., A„ véges számú pontokba a 
komplex számsíkon, amelyek közül akármelyik végtelen sokszorosan degenerált 
lehet. Ilyen operátor mindig kielégíti az 
III. Komponensekre bontás tetszőleges mozgásállandó esetén 
n 
F (A,)= # ( Л - /
Ч
) = 0 (5) 
A = 1 
típusú redukált Cayley—Hamilton egyenletet. Példaként tekinthetjük a P12 kicserélő-
dési operátort, amely teljesíti a P f 2 = l összefüggést. Sajátértékei ± 1 , mindkettő 
végtelen sokszorosan elfajult, és a redukált Cayley—Hamilton egyenletek a követ-
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kező formát öltik: 
( Л « + 1 ) ( Л . - 1 ) = 0. ( 6 ) 
Vezessük most be az F(z) = n(z — Xk) redukált karakterisztikus polinomot, 
amely л-edfokú a z komplex változóban. 
Az ehhez tartozó 
(z ~ A) F' (lk) iJJkXk — Xt ^ 
függvény (и —l)-edfokú polinom, amelynek az értéke 1, ha z = ).k és 0, ha z = Я, 
(l+k); ennélfogva olyan, mint egy Lagrange-féle interpolációs polinom. Érdekes a 
m 
G ( z ) = l - 2 0k(z) (8) 
függvényt tanulmányozni, mivel ez egy (n — l)-edfokú polinom, amelynek n különböző 
zérushelye van : z = Xk, Я2, ..., Я„. A G(z) függvény így azonosan eltűnik minden 
z értékre, és az egyszerű algebrai azonosságot kapjuk: G(z) = 0 vagy 
1 = i О fiz). (9) 
k= 1 
Alapvető fontosságú az elméletben az С/(Л) operátor, amelyet úgy kapunk, 
hogy a (7) egyenletben a z komplex változót а Л operátorral helyettesítjük: 
0 f i A ) = n P k - я К Д Д } - 00) 
- Я/ m i l я, 
A redukált Cayley—Hamilton egyenlet (5) szerint (Л-Xk)Ok = F(Á)/F'(Xk) = 0, 
amiből kapjuk: 
AOk = OkA = XkOk. (11) 
Ez az összefüggés mutatja, hogy Ok sajátoperátora Л-nak Xk sajátértékkel. Az (5) és 
(9) egyenletekből kapjuk továbbá, hogy 
0 \ = O k , O k O , = 0, 1 = Z O k , (12) 
k = l 
ami azt jelenti, hogy az 0k,02,..., 0„ operátorok idempotensek, páronként orto-
gonálisak és teljes rendszert alkotnak. A bizonyítás részletei megtalálhatók korábbi 
publikációkban [20]. 
Tekintsünk most egy tetszőleges Ф próba hullámfüggvényt és vizsgáljuk meg, 
hogy felírható-e Л sajátfüggvények összegeként. Bevezetve а Ф
к
 = О
к
Ф jelölést 
és felhasználva a (l2)-beli teljességi relációt, kapjuk: 
Ф = 1-Ф = (2о
к
\Ф=уо
к
Ф = 2Ф
к
 (13) 
\k ) к к 
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és » 
лф
к
 = ло
к
ф = х
к
о
к
ф = ).
к
ф
к
, (14) 
ami mutatja, hogy ilyen „komponensekre bontás" létezik. A projekció operátorok 
(12)-beli tulajdonságait felhasználva az is könnyen kimutatható, hogy ez a kom-
ponensekre bontás egyértelmű. 
Felhasználva а л operátor normális voltát, vagyis hogy лл+ = л + л, bebizo-
nyítható, hogy az összes ok operátorok önadjungáltak: 
0 ( = Ok . (15) 
Ezt összekapcsolva az (1) és (12) egyenletekkel kapjuk, hogy 
oío, = óklo,, о^жо, = () (к v /). (16) 
Ezen összefüggésekből következik, hogy a komponensekre bontás ф
к
 függvényei 
nemcsak ortogonálisak, hanem kölcsönhatás mentesek is Ж-га vonatkoztatva: 
(фк 1*1 ф,) = (ok ф 1*1 о, ф) = (ф\01 ж о, Iф) = 0 (17) 
IV-k esetre. Az Ox, 02, ..., On projekció operátorok segítségével így a teljes Hilbert-
tér // altérre van osztva, amelyek ortogonálisak és nem kölcsönhatóak. 
А Ф próba hullámfüggvényt vizsgálva célszerű bevezetni az 
_(ф
к
\ф
к
) _(ф\о
к
\ф)
 плл 
(Ф\Ф)~ (Ф\Ф) (I8) 
pozitív súlyfaktorokat, amelyek kielégítik a következő feltételeket: 
O S f f l k á l , 2 4 = 1» (19) 
к 
és œ k v 0 esetén az energia várható értéke фк hullámfüggvényre: 
(Ф
к
\ж\Ф
к
) (Ф\жо
к
\Ф)  
(Ф
к
\Ф
к
) (ф\о
к
\Ф) • 
(13) és (17) egyenleteket felhasználva kapjuk: 
(ф\ж\ф) 2(фк\*\ф,) (
Фк
\ж\ф
к
) .
 g 
- (ф\ф) - щф)
 к к
 мо 
azaz а (ж)
ф
 várható érték az összes &u é>2, ..., sn mennyiségek pozitív súlyfaklorok-
kal képezett átlagértéke. Kivéve ha ezen mennyiségek mind egyenlőek, biztosan 
létezik legalább egy S k , amely kisebb, mint (Ж), és ily módon a komponensekre 
bontás egy értékes módszer az energia csökkentésére. Alkalmazható például a ko-
valens sáv tulajdonságainak tanulmányozására [21], ahol а л — р
х2 kicserélődési 
operátorral kapcsolatos energia stabilizációt adja meg. Ezenkívül a komponensekre 
bontás különösen értékesnek bizonyult az impulzusmomentum tulajdonságainak 
és sajátfüggvényeinek vizsgálatában [22]. 
(20) 
MAGYAR ^ 
rUDOMÁNYOS К Ш Ш К  
KÖNYVTÁRA 
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IV. Projekció operátorok és komponensekre bontás véges csoportok esetén 
Tekintsük most azt az esetet, amikor az összes normális mozgásállandók 
egy G = {g}|G| =«-edrendű véges csoportot alkotnak. A csoport tárgyalására cél-
szerű bevezetni a csoportra képezett invariáns átlagot: 
M/(í) = 0 / ( 4 (22) 
s M s 
amely kielégíti az 
M / Ú ) = М Д * - 1 ) = Mf(gs) = ... stb. (23) 
5 5 S 
összefüggéseket. A „csoportalgebra" a csoport komplex koefficiensekkel szorzott 
elemeinek lineárkombinációi („addiciói") által alkotott lineáris tér. Tekintsünk 
két tetszőleges A és В elemet, amelyek a következő módon definiáltak: 
A = M i ( s ) r ' , 
(24) 
В = M ß(s)s~\ 
s 
Szorzatukat meghatározza a disztributív törvény és a csoport szorzás, azaz 
[Z akZk}[2 bigi^ = 2 akb,gkg,> és felhasználva (23) összefüggéseket kapjuk: 
AB= MMx(s)ß(t)s-4-1=MMo:(s)ß(us-1)u-1 
(25) 
= M[Ma(s)ß(us~i)]u-1'=My(u)u-\ 
U S и 
Azt mondjuk, hogy A és В megfelelnek a csoport fölött értelmezett a és ß függvények-
nek és hogy az AB szorzat megfelel egy új у függvénynek, amely a és ß konvolúciója, 
y = y*ß (26 a) 
jelöléssel, és amelyet a következő összefüggéssel definiálunk: 
У (и) = м y(s)ß(us-1) (26b) 
s 
a (25) egyenletnek megfelelően. Megjegyezzük, hogy teljes izomorfia áll fenn a cso-
portalgebra és a csoport fölött értelmezett függvények között, és a szorzatok az előző-
ben megfelelnek a konvolúcióknak az utóbbiban és megfordítva. 
Legyen V egy /-edrendű altere a csoportalgebrának, amely stabilis minden cso-
portmüvelet során, úgyhogy gV K-hez tartozik, és alkossa az X=(Xlt X2, ...,Xf) 
sorozat az altér egy bázisát. A definíciónak megfelelően kapjuk: 
gx, = 2XkTk,(g), 
к 
(27) 
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és ennélfogva minden g elemhez egy T(g) = {r\,(g)} mátrix tartozik, úgyhogy 
gX = XT(g). Ebből következik továbbá, hogy 
es 
ghX = gXr (h) = ХГ (g) Г (A) = ХГ (gh) (28) 
T{g)T(h) = T{gh). (29) 
Mivel а Г mátrixoknak ugyanazok a szorzási szabályaik, mint a csoport elemeinek, 
azt mondjuk, hogy a csoport egy ábrázolását képezik. Minden stabilis altér egy ábrá-
zolást határoz meg. Г spurját a reprezentáció karakterének nevezzük: 
z(*) = sp{rfe)} = 2{Tte)}tt. (30) 
к 
Egy V stabilis alteret irreducibilisnek nevezünk, ha nem létezik olyan valódi 
altere, amely szintén stabilis a csoportműveletek során; a hozzárendelt ábrázolást 
ilyenkor irreducibilis ábrázolásnak nevezzük. Tekintsünk most két Vx és Vß irredu-
cibilis alteret, amelyek fx, illetőleg fß rendűek, és a megfelelő T^és I^ ábrázolásokat, 
és legyen A Vß egy lineáris leképezése Vx-ra az A négyzetes mátrix segítségével. 
A mátrixnak megfelelő operátor, 
T = M T . W A T ^ Í - 1 ) (31) 
s 
egy lineáris operátor, amely átviszi Vß-t Va-ba és eleget tesz a következő egyenletnek: 
Т З Д = T a ( g ) T (32) 
minden csoportbeli g-re. A jól ismert Schur lemma szerint vagy fennáll, hogy 
T= 0, vagy létezik T~x; ez utóbbi esetben a T^ és T^ ábrázolások ekvivalensek. 
Most célszerű bevezetni a következő jelölést: 
_ Í0, ha Г
я
 és Г
в
 nem ekvivalensek 
a / , _ i l , ha Г, és Г 0 azonosak, ( ) 
ami azt jelenti, hogy lényegében kizártuk azt az esetet, amikor T s és ekvivalensek, 
de nem azonosak. A Vx=Vß,Tx = rß esetre ismét alkalmazva a Schur lemmát, 
kapjuk, hogy T = 2- l , ahol 1 az egységoperátor Vx-ban. így kapjuk: 
T = М Г . ^ А Г Д * " 1 ) = öxßklx. (34) 
s 
Ha a spurt képezzük, kapjuk: к = f Y1 Sp {A} cc — ß esetre, azaz 
М Г Д ^ А Г Д з "
1 ) = / „ " % SP{A}1Ä. (35) 
s 
Továbbá az A = AT(g) helyettesítéssel 
М В Д А ' Г , ^ -
1 ) = f f 1 Sp {А' Г (g)} l x . (36) 
s 
Nézzük ennek az összefüggésnek а (к, I) elemét; mivel az A'={A'„„} mátrix 
teljesen tetszőleges, A'mn együtthatóinak azonosaknak kell lenniük mindkét oldalon, 
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amiből következik, hogy 
M { r a ( 5 ) U { 4 0 O } , , , = f - 1 Öaß Ôkl ( з д и , (37) 
s 
vagy a (26) konvolúciós jelöléssel: 
{Г
а
}
кт
 * {Г„}„( = f f 1 5 a ß ôkl {q} n m . (38) 
Behelyettesítve m = k-1 és A'-ra összegezve kapjuk: 
X . * { T ß ) n l = f f x 5 a ß { Y ß ) n l , ( 3 9 ) 
továbbá behelyettesítve n — l-t és I-re összegezve: 
X**Xß =ff1öaßX*ß (40) 
ami az alapvető konvolúciós összefüggés az irreducibilis ábrázolások karaktereire; 
tartalmazza a karakterek szokásos ortogonalitási relációját g = e esetre, ahol e 
a semleges elem. 
Igen fontosak a kvantummechanikai alkalmazásokban a csoportalgebra 
{P.}km elemei, amelyeket az /
а
{Г
а
}4„, függvényekkel a következő egyenlet kapcsolja 
össze : 
{P.)k,n = Л М { Г
а
( 5 ) }
к т
5 - 7 . (41) 
S 
Kiindulva a (25) és (26) egyenletekből a (38) konvolúció felhasználásával kapjuk a 
km d.ß bu {PßXm (42) 
szorzat összefüggést. Nyilvánvaló, hogy a {£„}** mennyiségek a projekció operátorok 
egy csoportját alkotják, amely operátorok idempotensek és kölcsönösen kizáróak. 
A reguláris ábrázolások tulajdonságaiból következően: 
és mivel az első összefüggésből következik, hogy ] f x f l = \G\, ezért gyakran mint 
teljességi relációkat emlegetik őket. Segítségükkel közvetlenül kapjuk: 
22{P.)kk = e, (44) 
x к 
azaz a {Px}kk projekció operátorok „az egység felbontását" képezik. 
На а С csoport g elemei szimmetria műveleteket képviselnek, amelyek а Ф vek-
torok hosszát nem változtatják, úgyhogy ||g4>|| = ||Ф||, akkor 
10ФЦ2 = ( g ф \ 8 ф ) = <<% + s ! ф ) = ( ф \ ф ) (45) 
minden Ф-re, azaz g+g=gg+ —e. Ez az összefüggés magában foglalja, hogy a G 
szimmetriacsoport elemei unitérek a kvantummechanikában használt metrika 
esetén. Ha továbbá а Г , ábrázolást unitérnek választjuk, kapjuk: 
[Pfkm = { P 4 k - (46) 
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Különösen felhívjuk a figyelmet arra, hogy a {Px}kk projekció operátorok önadjun-
gáltak. 
A (42) egyenlet felhasználásával könnyen kimutatható, hogy a [Px}km operá-
torok lineárisan függetlenek, és mivel számuk 2zf2—\C\, kifeszítik az egész G-ed-
rendű csoportalgebrát. A (41) definícióból következik, hogy 
g = / « M { r x ( H U g s - l = f , M { г , ( r g ) } k m r - 1 = 2 {Pflki { Г . ( g ) } l m , ( 4 7 ) 
s r l 
azaz egy sor {Px}km operátorai ( » 7 = 1 , 2 , . . . , / / а Г
а
 irreducibilis ábrázoláshoz 
rendelt stabilis alteret alkotnak. 
Tekintsünk most egy tetszés szerinti Ф próba hullámfüggvényt és a hozzá tartozó 
gФ függvényeket. Továbbá célszerű bevezetni a 
П т = { H U H (48) 
függvényeket és mátrixokban elrendezni őket: 
ф\ 1 <b* 12 Ф\з • •ф1и 
Ф* =z 
Ф-21 
Ф
Х22 Ф\з • •Ф%и (49) 
Фиг Фиг- •Фиг J 
Vegyük észre, hogy a (42) egyenletnek megfelelően az ugyanazon sorban levő függ-
vények megkaphatok egymásból egy eltolási operátor segítségével: 
Ф
Х
к,п = {Р«}птФ1- ' ( 5 0 ) 
Ebből következik, hogy az azonos sorban levő függvények vagy mind eltűnnek, 
vagy egyik sem; a (42) és (46) egyenlet szerint mindegyiknek a normája azonos: 
(П
т
\Ф1
т
) = (Ф1к\Пк)- (51) 
А (47) egyenletből következik továbbá, hogy az egy sorban levő Ф
кт
 függvények 
а Гд irreducibilis ábrázolás szerint transzformálódnak. 
A (42) és (46) összefüggéseket együtt alkalmazva a következő operátoregyen-
leteket kapjuk: 
{P^k{Pß}m = öxßökl{Pß)nm, ( 5 2 ) 
Ж{Р„}
п1 = sxß ôkl Ж{Р„}пт, ( 5 3 ) 
amelyek alapvető fontosságúak a kvantummechanikai alkalmazásokban. Közvet-
len következményükként adódnak a 
(Фх
т
к\Ф*п,) = 0
х
„0
к1(Ф\Ф£т), ( 5 4 ) 
ФЦ,) = К„0
к1(Ф\Ж\ Ф*т) ( 5 5 ) 
összefüggések, amelyek mutatják, hogy a különböző irreducibilis ábrázolásokhoz 
vagy ugyanazon irreducibilis ábrázoláson belül különböző oszlopokhoz tartozó függ-
vények nemcsak ortogonálisak, hanem nem kölcsönhatóak is Ж-ra vonatkoztatva. 
Térjünk most rá a „komponensekre bontás" kérdésére. (44) egyenlet felhasz-
nálásával kapjuk: 
Ф=еФ=\22 Ф = 2Фхкк, (56) 
I a E J zk 
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azaz Ф kifejtését „diagonális" jellegű Ф
кк
 függvények szerint. Minden nem eltűnő 
Ф
кк
-ra konstruálható egy teljes sor az eltolási operátorok segítségével az (50) egyen-
letnek megfelelően, és а Ф
кт
 (m=\, 2, ..., Q ortogonális függvények rendszerét 
kapjuk, amely а Г
а
 irreducibilis ábrázolásnak megfelelően transzformálódik. Az 
(55) összefüggésből következik, hogy ezeknek a függvényeknek nemcsak a normája 
azonos, hanem a hozzájuk tartozó energia is: 
(ф*
кт
 Фкт) = (Ф\Ж\Ф1
к
) = <Ф«
кк
 \Ж\ФЬ>. (57) 
Az (56) egyenlet így Ф-nek (13)-mal teljesen analóg komponensekre bontását adja, 
és Ж várható értéke Ф-re így a különböző komponensekhez tartozó energiák 
súlyozott átlaga a (21) egyenletnek megfelelően. Tehát a komponensekre bontás 
még a csoportelméletben is fontos módszer az energia csökkentésére. 
A helyzet tovább javítható, ha figyelembe vesszük a különböző oszlopokat 
(49)-ben. Egy pillanatra tételezzük fel, hogy а Ф próba függvény semmiféle szimmetria 
tulajdonságokkal sem rendelkezik, és hogy а^Ф függvények egy |G|-edrendű lineárisan 
független rendszert alkotnak; ugyanez érvénye's akkor а Ф
кт
 függvényekre. A (49) 
mátrix különböző oszlopaiban levő függvények ortogonálisak és nem kölcsönhatóak, 
és most megalkotjuk az egy kiválasztott oszlophoz, mondjuk a Á-adikhoz tartozó 
szekuláris egyenletet. Az (55) egyenletnek megfelelően 
(Ф*
тк
 \Ж-Е\Ф*
пк
> = (Ф\Ж-Е\Ф*
пт
), (58) 
azaz a mátrixelemek függetlenek /с-tól. Ebből az következik, hogy minden oszlop 
egy és ugyanazon „blokkhoz" vezet a szekuláris egyenletben, minden blokk / / s zó r 
fog ismétlődni, és ennélfogva minden E gyök l e g a l á b b / / s z o r f°g ismétlődni energia 
degenerációra vezetve, amelyet а Г
а
 irreducibilis ábrázolás rendje jellemez. Úgy 
tűnik, mintha a szekuláris determináns által z-re adott karakterisztikus polinom 
\(Ф'
тк
\Ж-2\Ф°пк)\ = \fa M {Га(5)}лт(ф \Ж — z\ и Х Ф ) | (59) 
s 
explicite függne Г
а
 mátrixelemeitől, de ebben a kötetben található érdekes cikkében 
Byers-Brown kimutatta, hogy az csak а karakterektől függ. На а Ф függvény 
bármi módon szimmetria-adaptált, előfordulhat, hogy az egy oszlopban levő Ф?„
к  
függvények nem lineárisan függetlenek, és akkor egy ortonormált rendszert kell 
konstruálni a szekuláris egyenlet felállítása előtt, különben az azonosan el fog 
tűnni minden z értékre. 
Az (56) egyenletben felírt komponensekre bontás felhasználható а ЖТ = ЕЧ/  
egyenletet kielégítő T egzakt hullámfüggvény tulajdonságainak tanulmányozására is. 
Tudjuk, hogy 
ф = 2 П
к
, (60) 
ak 
és ha egy meghatározott ф
кк
 tag nem tűnik el, (50) szerint egy teljes sort alkothatunk 
az eltolási operátorokkal: 
Пт = {Px)km Пк = [Pa)km (61) 
Ezek a függvények mind nem eltűnőek és ortogonálisak és а Г
а
 irreducibilis ábrá-
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zolás bázisát képezik. Továbbá felírhatjuk, hogy 
ЖПт = f = {Р
а
}
кт
ЖЧ> = E{Px}km 4> = ЕПт, (62) 
azaz a függvények mind а Ж Hamilton-operátor E sajátértékhez tartozó 
egzakt sajátfüggvényei, és a degeneráció legalább fa-szoros. Ez az alapvető teoréma 
a csoportelmélet kvantummechanikai alkalmazásaiban. 
E fejezet csoportalgebrával kapcsolatos gondolatai Wedderburntól, Schurtól, 
Frobeniustól és Yoimgtól származnak. Ha az olvasó a kvantummechanikai alkal-
mazásokról akar áttekintést nyerni, IVeyl, Wigner és van der Waerden klasszikus 
könyveit ajánlanám [23]. 
Itt csak véges csoportokat tárgyaltunk, de az „invariáns átlag" (22) egyenlettel 
definiált fogalmán alapuló elképzelésekből számos átvihető kompakt végtelen cso-
portokra. Talán arra is felhívnám a figyelmet, hogy a forgáscsoport és transzlációs 
csoport projekció operátorai megkaphatok a (10) összefüggésben felírt egyszerű 
szorzatból (lásd különösen a [22] munkát). 
V. A projekciós Hartree—Fock módszer 
Az О projekció operátorok értékes módszert szolgáltatnak a mozgásállandók 
tárgyalására mind egyszerű Л operátorok, mind G = {g} csoportok esetén. Ha ezen 
mennyiségekre az azonosság felbontásán alapuló komponensekre bontást alkal-
mazzuk, bebizonyítható, hogy minden W egzakt sajátfüggvény kielégíti automati-
kusan a 
Ж Р = EV, O F = F (63) 
összefüggéseket, vagy pedig felírható ezen relációkat kielégítő komponensek egy-
értelműen meghatározott összegeként. Megjegyezzük, hogy egy egyszerű Л mozgás-
állandóra az О projekció operátort a (10) összefüggés egyszerű szorzata adja, míg 
egy csoportra a (41) egyenletben definiált irreducibilis ábrázoláshoz kap-
csolódó {Pfkk diagonális operátor. 
Az egyetlen egy D normált Slater determinánson alapuló Hartree—Fock 
eljárásnál a Schrödinger-egyenletet a variációs elvvel helyettesítjük, és a konven-
cionális Hartree—Fock módszer valóban a 
ô(D\tf\D) = 0, OD = D (64) 
összefüggéseken alapszik. Bár ezek analógok a (63) összefüggéssel, a második biz-
tosan egy olyan megszorítást jelent, amely megnöveli az energiát. Hullámfüggvényünk 
javítása céljából kívánatosnak látszik a megszorító feltételt elhagyni és megkeresni 
(Р\Ж\D) abszolút minimumát, ami az előzőekben tárgyalt „általános" Hartree—Fock 
módszerhez vezet. Az abszolút minimumhoz tartozó D Slater-determináns általában 
nem sajátfüggvénye a mozgásállandóknak, de az előzőekben kapott eredmények 
mutatják, hogy a következő formában írható: 
D= 2Dk, Dk= OkD Л esetében, (65) 
к 
vagy 
D= ZDlk, E>lk = [PflkkD, G = {g} esetében, (66) 
xk 
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és hogy ez a komponensekre bontás egyértelmű, a komponensek ortogonálisak 
és nem kölcsönhatóak, és a komponensek közül legalább egy alacsonyabb energiájú, 
mint D maga. Ez azt jelenti, hogy egy megfelelő OD komponenst kiválasztva mind 
a szimmetria tulajdonságokat megőrizhetjük, mind pedig csökkenthetjük az energiát. 
Sőt a kiválasztott OD komponens részletes vizsgálatával még tovább csökkenthető 
az energia, ha az energiát erre a hullámfüggvényre minimalizáljuk, nem pedig D-re. 
Ez a gondolatmenet vezet a szerző által 1954-ben felvetett projekciós Hartree—Fock 
módszerhez [24]. 
A variációs elv alkalmazásakor a Schrödinger-egyenlet megoldására az Eckart 
feltétel [25] azt mondja ki, hogy a próba hullámfüggvény pontosabbá válik az energia 
csökkentésével, és ebből következik az is, hogy a konvencionális Hartree—Fock 
módszerrel nem kaphatunk különösen jó eredményeket, annak ellenére, hogy ezek 
kvalitatíve értékesek és fontosak lehetnek. Az „általános" Hartree—Fock módszer 
esetén hatásosabban tudjuk csökkenteni az energiát, de helyette elveszítjük a szim-
metria tulajdonságokat és a normális mozgásállandókat. E dilemmából egy termé-
szetes kivezető út, ha a F hullámfüggvényeket egyetlen Siater-determináns valódi 
projekciójával közelítjük : 
4> ъ OD, (67) 
ahol 0 = 0k(A) egy egyszerű A mozgásállandó esetén, és 0 = {Px}kk egy G = {g} 
csoport esetén; és a variációs elvet a következő kifejezésre alkalmazzuk: 
_ (ор\ж\ор) _ (р\р+жо\р) _ (р\жо\р) 
K
 ' <OD\OD) (D\Ö + 0\D) (D\0\D) ' w 
Az OD hullámfüggvény bizonyos értelemben ugyanaz, mint a konvencionális 
Hartree—Fock módszerben, csak elhagytuk az OD = D megszorítást a (64) egyenlet-
ből. Nyilvánvaló, hogy a (68) kifejezés abszolút minimumához tartozó OD hullám-
függvény már nem lesz egyetlen Slater-determináns. Mindazonáltal, bár követke-
zetesen eltértünk a Hartree—Fock módszer alapeszméjétől, az OD hullámfüggvény 
még mindig kapcsolódik a független részecske modellhez abban az értelemben, hogy 
egy Hartree-szorzat egyértelműen definiálja a komponensekre bontáson keresztül. 
Evvel kapcsolatban hasznos végiggondolni, hogyan vezette be Slater a Hart-
ree—Fock módszert [34]. Egy TV-részecske rendszer független részecske modelljének 
alapja eredetileg a Hartree-szorzat volt: 
<AiEi) 02E>)ipfixf ... ф
к
(xN), (69) 
ahol xk = (rk,t)k) az összetett hely-spin koordináta. Ha a részecskék fermionok, 
eleget kell tenniük a Pauli-elvnek, és az evvel kapcsolatos antiszimmetrikus jelleget 
megvalósíthatjuk, ha a (69) összefüggésnek az 
oas = m -
1 z ( - i ) p p (70) 
p 
(41) típusú projekció operátor által kiválasztott antiszimmetrikus komponensét 
használjuk fel az SN szimmetriacsoport antiszimmetrikus ábrázolására. Ez a projek-
ció a (69) Hartree-szorzatból egy D Slater-determinánst képez, és meg kell említeni, 
hogy általában növeli az energiát, mivel fermionok (bozonokkal ellentétben) nem 
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szoríthatók be az energia-nívó rendszer aljára szorosabban, mint egy fermion egy 
spin-pályafüggvényhez. Ennélfogva egy kis „bozon" jelleget keverve a hullámfügg-
vénybe jelentősen csökkenthető az energia, de ez az eljárás fermionoknál bizonyosan 
nem korrekt, és a (70) egyenlettel definiált projekció operátor szükséges az elmélet 
megfogalmazásához. 
A projekciós Hartree—Fock módszer alapgondolata a projekció kiterjesztése, 
hogy ne csak az antiszimmetrikus tulajdonságot biztosítsa, hanem a hullámfüggvény 
normális mozgásállandókkal kapcsolatos összes szimmetria tulajdonságait, és ennél-
fogva az OD hullámfüggvény a független részecske modellel kapcsolatos Hartree-
szorzat (69) szimmetria szempontból megfelelő projekciójának tekinthető. Vegyük 
észre, hogy ez a leképezés egyértelmű, hogy a többi Dkm tagok megkaphatok a Dkk 
komponensből az eltolási operátorok segítségével: 
Dxkm={Px)kmDlk = {Pa}kmD, (71) 
és hogy mindezekhez a függvényekhez azonos energia tartozik. 
Gyakori ellenvetés a projekciós Hartree—Fock módszerrel szemben, hogy az 
OD determináns többé már nem egyetlen Slater-determináns, hanem inkább ilyen 
determinánsok összege, és hogy ily módon a módszer közelebb áll a konfigurációk 
szuperpozíciójának módszeréhez, mint a független részecske modellhez. Ez igaz 
abban az értelemben, hogy egy Slater-determináns N\ Hartree-szorzát összege, de 
figyeljük meg, hogy a D és OD hullámfüggvényeket egyértelműen meghatározza 
a (69) Hartree-szorzat, azaz N spin-pálvafLiggvény Ч\, 4'.,, ... !PN rendszere, míg 
a konfigurációk szuperpozíciójának szokásos módszere a spin-pályafüggvények 
olyan rendszerén alapszik, amelynek rendszáma M nagyobb a részecskeszámnál: 
M > N . Az a tény, hogy az OD hullámfüggvényt egyértelműen meghatározza a 
4\, 4*2, ... Fn pontosan N darab spin-pálya sajátfüggvény, alapvető fontosságú 
mind a fizikai interpolációk szempontjából a független részecske modellel kapcsolat-
ban, mind a matematikai számítások egyszerűségét tekintve az energia minimali-
zálásakor a (68) kifejezésben. Megjegyezzük, hogy az OD hullámfüggvényt ugyanúgy 
egy fogalmi entitásnak kell tekintenünk, mint az előzőekben D-t, és a Hartree-szor-
zatokkal vagy Slater-determinánsokkal végrehajtott kifejtés nem szükségszerűen 
a legjobb út OD alapvető tulajdonságainak megértésére. 
Ezen elv példájaként tekintsük az alap spin-pálya sajátfüggvények egy 
tetszőleges nem-szinguláris transzformációját: 
K = 2 Ftalk. (72) 
i 
Amint azt Slater kimutatta, igaz a következő tétel: 
d e t ^ O c , ) } = det {Ffixf} • det {alk}, 
azaz D' = D-det {alk}, amely szerint a determináns hullámfüggvény csak egy kons-
tans faktorral változik. Ez a tétel alapvető fontosságú a Hartree—Fock módszerben, 
mivel így az alap spin-pályafüggvényeket ortonormáltaknak választhatjuk az általá-
nosság megsértése nélkül, úgyhogy (4'k\^i) = Ski. Mivel az előzőekben definiált 
projekció operátorok lineáris operátorok, közvetlenül kapjuk: 
OD' = (OD) det {alk}. (73) 
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azaz (72) transzformáció még a projekciós Hartree—Fock módszerben is csak egy 
konstans faktorral változtatja meg az OD hullámfüggvényt. így az alap spin-pálya-
függvényeket még itt is ortonormáltaknak választhatjuk az általánosság megsértése 
nélkül. 
A (73) egyenletből nyilvánvaló, hogy az OD hullámfüggvény nem függ az egyes 
4'k spin-pályafüggvények választásától, hanem az ezek által kifeszített MN lineáris 
tértől, amelyet a projekció operátor jellemez [26] : 
Q = I ^ X * ! * ) - 1 ^ ! , (74) 
ahol *F = {Ч'1, T2 , . . . Vjv}- A következő alapösszefüggések érvényesek: 
e2 = e, Q+ = e, Sp(e) = N. (75) 
На а 4* függvényrendszert ortonormáltnak választjuk, = 1, továbbá 
e = №X*l = i i n x m - (76) 
* =1 
Ha az ( y i , y 2 ) komponenst tekintjük, kapjuk: 
e W , W = 2 П W ) П W ) . (77) 
k=i 
ami mutatja, hogy a g projekció operátor magja azonos a Fock-Dirac sűrűségmátrix-
szal [26]. Mivel az OD hullámfüggvény egyértelműen függ g-tól, a projekciós Hart -
ree—Fock módszer esetén a fő feladat g olyan variációja, hogy a (68) kifejezéssel 
adott energia abszolút minimum legyen. 
Az általános Hartree—Fock módszerhez hasonlóan, ahol a variációs feladat 
egy redukált sajátérték feladathoz vezet az egy-elektron térben: 
)Tk(x1) = ek4'k(x1) (78) 
а Ж
е({ Hamilton-operátorral, amely csak g-tól függ, igaz ez a projekciós Hartree— 
Fock módszerben is. Bevezetve a Ж =(Ж) jelölést az energia (68)-beli kifejezését 
variálva kapjuk: 
ь(ж) = ~ ° D + k o m p l e x kon->usált} = (79> 
amiből 
(ÓD\ [Ж - Ж) 0\D) = O. (80) 
Ez azt jelenti, hogy a kapott egyenletek pontosan ugyanazok lesznek, mint a közön-
séges általános Hartree—Fock módszerben, ha az eredeti Ж Hamilton-operátort 
az összetett (Ж-Ж)0-\al helyettesítjük, amely tartalmazza mind az О projekció-
operátort, mind az energia végső Ж várható értékét. Az összetett Hamilton-operátor 
általában egy sok-részecske Hamilton-operátor, de a szerző egy előző cikkben [27] 
kimutatta, hogy a közönséges Hartree—Fock elmélet kiterjeszthető ilyen Hamilton-
operátorokra is, és az eredményül kapott effektív Hamilton-operátor csak a (77) 
egyenettel definiált g mennyiségtől függ. 
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Ezen kiterjesztett Hartree—Fock egyenletek gondolata már 1954-ben felmerült, 
de „egzakt m ó d o n " mind ez ideig nem oldották meg őket egy konkrét rendszerre sem. 
Itt érdemes emlékeztetni arra, hogy a megszorítások nélküli rendszer abszolút 
minimumára felírt — sokkal korábban felvetett — közönséges Hartree—Fock 
egyenletet sem oldották meg „egzaktul" még a legegyszerűbb atomi rendszerekre 
sem, és ezen a téren még nagyon sok a tennivaló. Egzakt megoldás helyett meg kell 
elégednünk a modern elektronikus számítógépek kapacitásának és sebességének 
növelésével állandóan javított numerikus közelítésekkel. A legsikeresebb közelítések 
egyike az ASP—MO—LCAO—SCF elképzelésen [281 alapszik, amelyben az alap 
4 \ spin-pályafüggvények а {Ф„} M-edrendü csonkított rendszer segítségével vannak 
kifejtve: 
m 
2 фцс
цк
. (81) 
Д=1 
Bevezetve az R = cc+ töltés- és kötésrend mátrixot, ahol 
N 
вцv = 2 сцксл> (82) 
k= 1 
kapjuk, hogy е = |*>(Ч'| = |Ф)сс+(Ф| = |Ф>К<Ф| és 
m 
Q(X1,X2)= 2 ( 8 3 ) 
p ,v=l 
ami mutatja, hogy a q fundamentális invariáns közelítőleg leírható az MXM-ed-
rendű R diszkrét mátrix segítségével. A fő probléma most R olyan variálása, hogy 
az energia (68) kifejezése abszolút minimum legyen, és ez a gyakorlatban egy előző 
cikkben [28] leírt módon haj tható végre a Hartree—Fock módszer alkalmazásával 
sok-test Hamilton-operátorokra. 
A projekciós Hartree—Fock módszer elvileg egyszerű, de a hozzá szükséges 
matematika elég bonyolultnak látszik, mert nem ismerős számunkra. A diszkusszió-
ban utalni fogunk arra, hogy elektronrendszerekre szemmel láthatóan jó eredménye-
ket ad a módszer — 5 • 10~4-nél kisebb relatív hibával az energiában — de nem akarjuk 
azt a látszatot kelteni, hogy ilyen numerikus eredmények kaphatók jelentős mennyi-
ségű munka és számolás nélkül. A projekciós Hartree—Fock módszer mélyebb meg-
értésére talán a legjobb módszer kiszámítani a csak g-tól függő OD hullámfüggvényre 
vonatkoztatott első- és másodrendű sűrűségmátrixokat. Valójában az elsőrendű 
sűrűségmátrix adja kezünkbe a kulcsot ahhoz, hogy explicit formában megkapjuk 
a kiterjesztett Hartree—Fock egyenleteket a (78) projiciált rendszerre. Az elsőrendű 
sűrűségmátrixot az OD spin-projiciált determinánsokra Harriman találta meg [29], 
és a problémával kapcsolatban további munka folyik. 
Végezetül vegyük észre, hogy itt spin-pálya sajátfüggvények, azaz a következő 
alakú egy-elektron függvények szerepelnek: 
У ( * ) = У ( г , 0 = У + ( г ) а ( 0 + ! Р - ( г Ш 0 . (84) 
Még nem ismeretes, hogy vajon ilyen általános spin-pálya sajátfüggvényeknek fontos 
szerepük van-e olyan rendszerek tárgyalásában, ahol a spin nem szerepel explicite 
a Hamilton-operátorban, de alapvető fontosságúvá válnak, amint spin-pálya vagy 
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spin-spin csatolások szerepelnek a Hamilton-operátorban. Ilyen rendszerben a g 
fundamentális invariánsnak kettő helyett négy komponense van: q+ + , q + _ , 
VI. A korrelációs probléma 
A független részecske modellről szóló tanulmány nem lenne teljes a korrelációs 
probléma tárgyalása nélkül. Mivel a független részecske modellben minden egyes 
részecske a külső térben és az összes többi részecske által létesített „átlag-tér"-ben 
mozog, elhanyagoljuk az egyes részecskék mozgása közti korrelációt, amelyet a 
részecskék közötti Coulomb-taszításból és a taszító-törzs kölcsönhatásból származó 
erős taszító hatás eredményezhet. Ebben a részben a korrelációs problémával fog-
lalkozunk elektronrendszerek esetén, de a tárgyalásmód kiterjeszthető általános 
fermionrendszerekre is. 
Elektronoknál a korrelációs probléma az e2/r12 Coulomb-taszítással kapcsolatos, 
amely egy „Coulomb-lyuk"-at hoz létre minden elektron körül a többi elektronra 
vonatkoztatva. 
Párhuzamos spinű elektronoknál a kicserélődési kölcsönhatások egy „Fermi-
lyuk"-at hoznak létre, amely lefedi a Coulomb-lyuk nagy részét is, így a korrelációs 
probléma tárgyalásakor lényegében ellentétes spinű elektronokra szorítkozhatunk. 
A helyzetet bonyolítja az a tény, hogy a Pauli-elv klasszikus megfogalmazásából 
kiindulva a konvencionális Hartree—Fock módszer ben minden rendelkezésre álló 
elektronpályához két ellentétes spinű (a és ß) elektront rendelünk. Az elektronok 
ilyen párosítása szükséges a megfelelő szimmetriájú D determinánsok képzéséhez is, 
de mivel a két elektront kényszerítjük, hogy ugyanazon az elektronpályán marad-
janak, ez az elrendezés egy jelentős korrelációs hibát eredményez. 
Hogy valamiféle fogalmat alkothassunk e hiba nagyságrendjéről, a korrelációs 
energiát a Hamilton-operátor egzakt energiája és a konvencionális Hartree—Fock 
energia különbségeként vezetjük be [30]: 
Korr = ^egzakt Fjjp. (85) 
Két-elektron rendszerek — He-szerű ionok és a hidrogén molekula — egyszerű 
tanulmányozása [30] azt mutatja, hogy a korrelációs hiba mintegy —1,1 eV-ot 
tesz ki, amiből +1 ,1 eV a kinetikus energia rész és —2,2 eV a viriál-tételnek meg-
felelően a potenciális energia. Az egy elektronpárra jutó korrelációs energia nem 
konstans és növekvő atomszámmal jelentősen megnő [31]. Empirikus megállapítás 
alapján a korrelációs energia a teljes energiának közelítőleg 1 %-a. 
Megkérdezhetjük, mennyire csökkenne le a korrelációs hiba, ha elejtenénk 
a „párosító megszorítást" és hagynánk a különböző spinű elektronokat különböző 
pályákra menni, hogy elkerülhessék egymást, „ha úgy óhajt ják". Hylleraas foglak 
kozott az első ilyen típusú példával [11]: a hélium atom (ls2) elektronhéjának fel-
hasadásával (Is; ls")-re, ami jelentős energia csökkenést eredményez. Egy másik 
példát adott Slater dolgozatában az egy vegyértékű fémekről [13], amelyben kimutatta, 
hogy a különálló atomok energia görbéi kielégítően csökkenthetők, hogy megfelelő 
aszimptotikus viselkedést mutassanak, ha megengedjük, hogy a különböző spinű 
elektronok különböző alrácsokban helyezkedjenek el. így az általános Hartree—Fock 
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módszerben a korrelációs hiba nagy része egyszerűen kiküszöbölhető, ha megenge-
dünk „különböző pályákat különböző spinek esetén" (DODS). 
A szimmetria tulajdonságok problémáját a projekciós Hartree—Fock módszer 
oldja meg, amely lehetővé teszi a teljes energia további csökkentését is. Az atomi 
és molekuláris rendszerekre végrehajtott egyszerű alkalmazások azt mutatják, hogy 
ily módon a korrelációs energia 95%-a eliminálható, és a fennmaradó hiba a teljes 
energiában 0,05%, ami talán elégséges a vizsgált rendszerek fő sajátságainak kvali-
tatív magyarázatára. 
A „különböző elektronpályák különböző spinek esetén" módszer a projekciós 
Hartree—Fock módszer keretében a váltakozó molekulapálya módszer (AMO), 
amelyet a szerző 1953-ban javasolt [32]. E módszerben váltakozó rendszerekben 
levő különböző spinű elektronok különböző alrendszerekben gyűlhetnek össze, 
és a szétválasztásukat az egyszerű 9 változó paraméter szabályozza, amelyet a (68) 
egyenletre alkalmazott variációs elv határoz meg, vagy elektron páronként egy 
paraméter. A módszert újabban kiterjedten alkalmazták konjugált rendszerekre 
[33], és Patinez és de Heer [34] így tárgyalta a korrelációs problémát végtelen lineáris 
lánc esetén. Jelenleg Calais alkalmazza az alkáli fémek kohéziójának vizsgálatá-
ban [35]. A különböző pályák különböző spinek számára általános módszernek 
a projekciós Hartree—Fock módszerben több alkalmazásán dolgoznak, vagy szán-
dékoznak dolgozni atomok és molekulák esetére az uppsalai és floridai kutató-
centrumokban. 
A független részecske modell sikerét atomok, molekulák, szilárd testek és külö-
nösen atommagok tárgyalásában gyakran nehéz volt megmagyarázni, és Brueckner 
[36] felvetette, hogy lényegében a self-consistent-field módszer másik formájától 
függhet, amely az úgynevezett reakció-operátor effektív két-részecske részén alap-
szik. A szerző kimutatta [37], hogy ez a tárgyalásmód egy egzakt self-consistent-
field módszerré finomítható a teljes reakció-operátor figyelembevételével. Az a 
véleményem, hogy a korrelációs effektusok lényegében eliminálhatóak, legalábbis 
elektronok esetén egyszerűen a szimmetria tulajdonságok megfelelő kezelésével, 
és ez szoros kapcsolatra vezet a héjszerkezet és a független részecske modellt jel-
lemző mozgásállandók között. Elektronoknál csak a teljes energia utolsó 0,05 %-a 
igényelné a reakció-operátor vizsgálatát végtelen-rendű perturbáció számítás segít-
ségével [38], míg atommagok esetén a helyzet lényegesen bonyolultabb lehet. 
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ENERGIA SAJÁTÉRTÉKEK ALSÓ ÉS FELSŐ 
KORLÁTJÁNAK SZÁMÍTÁSA 
PERTURBÁCIÓSZÁMÍTÁSBAN 
PARTICIONÁLÁSI TECHNIKÁVAL* 
PER-OLOV LÖWDIN 
1. Bevezetés 
A stacionárius állapotok kvantummechanikai tárgyalásában a perturbáció-
számítás már régóta igen fontos szerepet játszik [1—4]. Kiderült, hogy sok jelenséget 
nagyon jól le lehet írni alacsony rendű perturbációs közelítésben, pl. első vagy máso-
dik rendben, és az eredmények olyan jók, hogy általában nem látszik szükségesnek 
magasabb rendű közelítések figyelembevétele, vagy a perturbációs sor konvergen-
ciájának vizsgálata. Ugyanakkor van sok más perturbációs típusú jelenség, amelyek 
tárgyalását egyáltalán nem lehet perturbációs technikával megkísérelni és ahol az 
alkalmazás abszurd eredményekre vezet, mint pl. a kvantum-elektrodinamikában. 
Annak ellenére, hogy az itteni fő nehézségek a kvantummechanika alapfeltevéseivel 
függenek össze, nyilvánvalóvá vált, hogy a perturbációszámítás standard formuláit 
óvatosan kell használni, és még egyszerű esetekben is nagy figyelmet kell fordítani 
a perturbációs sorfejtés sajátságaira és konvergencia tulajdonságaira. 
Az utolsó 15 évben megújult az érdeklődés a perturbációs elmélet megalapozásá-
nak és alkalmazásának kérdésében. Az inhomogén egyenleteknek mint a perturbá-
ciós technika egyik hatásos eszközének fontosságát régebben Schrödinger [1] és 
Hylleraas [4] hangsúlyozta, míg újabban ezt a módszert Dalgarno [5], Hirschfelder 
és munkatársai [6], Hall [7] és mások elevenítették fel. Az elektrongáz és a magfizikai 
soktest-problémával kapcsolatban intenzíven tanulmányozták a perturbációszámí-
tást a hullám és reakció operátorok fogalmának felhasználásával. Különösen 
Brueckner [8] és iskolája járult hozzá lényegesen ehhez a fejlődéshez. 
Kvantummechanikai számításokat csak ritkán lehet egzaktul elvégezni, ezért 
ahhoz, hogy a közelítő számításokat megbízhatóvá tegyük, szükséges alsó és felső 
korlátokat megadni a számítani kívánt mennyiségre. Az energia értékek különösen 
fontosak, mivel többé-kevésbé ezeket használjuk fel a stacionárius állapotok definiá-
lására. A variációs elv egyik következményeként az alapállapot és az alsó gerjesztett 
állapotok energiájára egy csonkított szekuláris egyenlet [9] megoldásával könnyű 
felső korlátot adni, ugyanakkor sokkal nehezebb alsó korlátot találni az energiára [10]. 
Weinstein „közbenső Hamilton függvény"-ének fogalmát, és Aronszain projekciós 
technikáját [12] felhasználva, Bazley és Fox [15] próbált alsó energiakorlátot meg-
adni. Módszerük a perturbációszámítás bizonyos részeire is alkalmazható. 
Lineáris egyenleteket kényelmesen lehet kezelni és megoldani, ha a változókat 
két vagy több csoportba osztjuk, melyeket szukcesszíve eliminálunk. Ha ezt a mód-
szert egy sajátenergia-probléma szekuláris egyenletével kapcsolatos lineáris egyenlet-
rendszerre alkalmazzuk, a Schrödinger egyenlet tanulmányozására egy particionálási 
* A „Perturbációszámítás és kvantummechanikai alkalmazása" című könyvből, (szerk. Calvin 
M. Wilcox; John Wiley and Sons, Inc., 1966.). 
5 1 6 PER-OLOV LÖWDIN 
technikát kapunk, amit alább részletesebben tárgyalunk. Az 1948—51-es időszakban 
különböző szerzők [14] összefüggéseket fedeztek fel a particionálási technika és 
a perturbációszámítás között, és valószínűnek tűnt, hogy az előbbi az utóbbi ered-
ményeit többé-kevésbé zárt alakban adja meg. 
Ez a dolgozat a szerző „Tanulmányok a perturbációszámításban" című cikk-
sorozatának rövid összefoglalása, az eredeti cikkekre [15] PTI—XI jelzéssel hivat-
kozunk. Mindegyik cikk azon az elképzelésen alapul, hogy a particionálási technika 
zárt kifejezéseket ad, melyek hasznosak a Schrödinger egyenlet megoldásában, és 
hogy a szokásos perturbációs sorfejtések speciális alakjai bizonyos inverz operátorok 
geometriai sorba való kifejtésének. Ezért ebben a módszerben nem csak a pertur-
bációs sor egyes tagjait, hanem az összegét is tanulmányozzuk. A konvergencia 
tulajdonságok megállapítása és a maradéktagok becslése céljából fontos az egyes 
tagokra felső és alsó korlátot meghatározni. Különösen fontos a „zárójel függvény", 
mely magukra az energiasajátértékekre ad felső és alsó korlátot. A számítások 
elvégzésénél előnyös olyan eszközöket használni, mint a fentebb említett inhomogén 
egyenleteket, a hullám és reakció operátorok fogalmát, az Aronszajn projekciókat 
stb., így igen sok érintkezési pont van a perturbációszámítás elméletének egyéb 
újabb fejleményével. 
2. A particionálási technika 
A kvantummechanika egyik alapve.tő problémája a Schrödinger egyenlet 
megoldása: 
Жф = Еф, (1) 
ahol а Ж Hamilton operátorról feltesszük, hogy hermitikus (Ж+=Ж) és alulról 
korlátos. Egyszerűség kedvéért a továbbiakban feltesszük, hogy a legalacsonyabb 
sajátérték diszkrét és nem elfajult. A particionálási technika illusztrálása céljából, 
diszkrét reprezentációval indulunk, melynek bázisa а Ф={Ф
к
} teljes ortonormált 
rendszer. Bevezetjük az energia mátrixot Н={Ж
к1} és a c={ck) oszlopvektort a 
Ж
к1 = (Фк\Ж\Ф,), Ск = (Фк\ф), (2) 
összefüggésekkel. Ezekkel kapjuk а ф = 2кФкск sorfejtést, és (1) helyett egy mátrix-
egyenlet alakú sajátértékproblémát 
Hc = Ec. (3) 
Ez nem más mint egy lineáris egyenletrendszer az ismeretlen ck együtthatókra, az 
E paraméterrel, melyet az M = H - E - 1 jelöléssel a következő alakba írhatunk: 
Mc = 0. (4) 
Osszuk most а Ф bázist két reszre, Ф
а
 és Ф
ь
-re, ekkor az M mátrix és а с oszlopvektor 
megfelelő particionálása: 
í M a a M a h ] 
\ M b a M b b J ' C = U m = i \ t r » : • (5) 
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A (4) egyenletrendszer a következőképpen alakítható át: 
Maaca + Mabcb = 0,) 
Mbaca+Mbbcb = O.j 
A második egyenletből kifejezve cb-1 kapjuk: 
cb = - Mfbx Mbaca, (7) 
amennyiben az Mgj,1 mátrix létezik; megjegyezzük azonban, hogy a második egyenlet-
nek lehet értelmes megoldása akkor is, ha Mbb-nek nincs inverze, mindaddig, 
amíg az egyenletrendszer e részének explicit egyenletei teljesen kompatibilisek. 
(7)-nek az első (6) egyenletbe való behelyettesítésével a következő kifejezést kapjuk: 
М
ш
с
а
 = 0, (8) 
ahol 
Maa = Maa - Mab Mbf Mba. (9) 
Ez az egyszerű particionálási módszer igen j ó eszközt ad lineáris egyenletrendszerek 
szétcsatolására. 
Beírva M = H-E- 1-et, (8) és (9)-ből azt kapjuk, hogy az eredeti saját-
érték probléma (3) helyettesíthető a hasonló 
Haaca = Eca, (10) 
problémával, ami csak az (a) altérre vonatkozik, amennyiben az eredeti Haa almátrixot 
pótoljuk a következő „felöltözött" mátrixszal: 
H aa = Haa+ Hab(E- 1 ЬЬ — НььУ1 Hba. (1 1) 
Itt a (b) altér hatását teljesen a második tag írja le, ami az a-*b-+b-»a kölcsön-
hatásért felelős. A két (a), (b) altér teljesen tetszőlegesen választható, pillanatnyilag 
а Ф
а
 alteret úgy választjuk, hogy egyetlen, Ф
х
 elemből álljon. A (10) egyenlet alakja 
ekkor Hxxcx = Ecx és cx + 0 esetén kapjuk, hogy E = Hn vagy 
E=HXX + HXb(E -lbb- HbbyxHbx. (12) 
Ha az (E- Íj,;, — Hbb) mátrixot diagonális és nem-diagonális részre osztjuk és a (12)-ben 
szereplő inverz mátrixot geometria sorként nem-diagonális része szerint sorbafejtjük, 
felhasználva az 
(A — B)'1 = A-1 + A'1 BA1 + A'1 BA'1 BA'1 + . . . , (13) 
formulát, a Brillouin-féle perturbációszámítás [3] alapvető energiaképletét kapjuk. 
Ez rávilágít a partíciós technika és a perturbációszámítás — melyre később még 
részletesebben visszatérünk — eredményei közti szoros kapcsolatra. 
Az е. és ex változók bevezetése ; a „zárójel függvény" 
Mivel a (12) egyenlet az £ energia sajátértékre implicit összefüggést jelent, 
gyakran célszerűbb a particionálási technika eredményeit két valós (vagy komplex) 
£, EX változóra átfogalmazni, melyek minden értéket felvehetnek és nemcsak a saját-
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értékeket. Ezeket a változókat bevezethetjük, ha a (3) egyenletrendszert a következő 
két részrendszerrel 
Haa ca + Hab cb = e1ca, (14) 
hba сa + hbb cb = bcb 
helyettesítjük, melyek egymástól teljesen szétcsatoltak. Fejezzük ki cb-1 a második 
egyenletből, ekkor 
cb = (s-\bb-Hbb)-1Hbaca, (15) 
ahol a cb = cb(e) alvektor az e változó függvénye. (15)-öt (14) első egyenletébe vissza-
helyettesítve kapjuk 
A a C a = £ iC a , (16) 
ahol 
Haa = Н<ш + Н а Ь ( г - 1 ь ь - Н ь ь Г ' Н Ь а . (17) 
A Haa mátrix elemei tehát e függvényei, és a (16) sajátérték problémának csak az 
£j paraméter olyan értékeire van megoldása, melyek teljesítik a 
det {Haa(e) — s1 • laa} = 0 (18) 
szekuláris egyenletet, azaz sx = f(e) az с változó többértékíi függvénye, melynek 
ugyanannyi értéke van. mint amennyi az (a) altér dimenziója. Ebben a tárgyalásban 
£ független és ex függő változó, de ha az (я) és (b) alteret felcseréljük, a két változó 
szerepe is felcserélődik. 
Abban az egyszerű esetben, mikor Ф
а
 = Ф
х
 (16)-ból kapjuk, hogy 
e1 = H u + H l b ( E - l b b - H b b ) - 1 H b l = / (£) , (19) 
ami Ej-et mint e függvényét definiálja. Az inverz mátrix deriváltjára a következő 
egyszerű szabály érvényes 
ami közvetlenül a következő formulát adja: 
$ = - hlb(e • 1 bb-Hbb)-2 Hbl = . (21) 
Látható, hogy az első derivált mindig negatív. Ebből következik a „zárójel tétel", 
mely szerint e bármely értékére, melyre a fent tárgyalt mennyiségek léteznek, az 
(e, £j) intervallumban („zárójelben") legalább egy valódi E sajátérték van. 
A bizonyítás egyszerű, és azon a tényen alapul, hogy az у = /(e) görbe több 
folytonos ágból áll, melyeket függőleges aszimptóták választanak el. Az aszimptóták 
Hbb azon sajátértékeinek felelnek meg, melyek egyidejűleg nem sajátértékei Я-пак is. 
(L. 1. ábra.) H sajátértékeit az ex = e = E feltétel adja, azaz az y = /(£) görbe és az 
y = e metszéspontja. Legyen (e; ej) a görbe valamelyik ágának egy pontja, és legyen 
(£; E) az ugyanazon ághoz tartozó metszéspont, mely az Е sajátértéket definiálja, 
írjunk £j = E+ Ej, £ = E+ E-t, vegyük figyelembe, hogy E=f(E), akkor a Lag-
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range-féle középérték tétel segítségével 
E+ Ex = f(E+ E) = f(E) + E / ' ( F + 0E), 
Ei = E / ' ( F + 0 E ) , 
(22) 
(23) 
ahol 0 ^ 0 s l . Mivel az / ' derivált negatív, E és Ex előjele különböző, amivel be-
bizonyítottuk a tételt. 
A zárójelező tulajdonság miatt 
az Ej = / ( e) függvényt „zárójel 
függvénynek" nevezzük. Ha e F-nek 
felső korlátja, Ej egy alsó korlátot 
ad meg, és megfordítva. (23) és 
(21) összevetéséből látható, hogy ex 
akkor „jobb korlát"-ja a valódi sa-
játértéknek, mint в, azaz E! abszolút 
értékben akkor kisebb mint E, ha 
cbcb tl2, (24) 
ami azt jelenti, hogy a megfelelő ф 
sajátfüggvényhez Ф
х
 hozzájárulása 
nagyobb, mint az összes többi bázis 
függvény együttes hozzájárulása. Az 
(a) alteret definiáló Ф
г
 függvényt a 
továbbiakban „referencia függvény-
nek" nevezzük. 
\ 
S 
/. ábra. Az £ i= / ( s ) zárójel függvény tipikus 
viselkedése esetén 
Variációs elv 
(12) szerint a valódi F sajátérték az F=/(F) egyenlet egyik megoldása. Az 
F(e)=e— /(e) függvény beveze-
y-t-fee) 
£ It* ti £ 
/ 
/ / чву 
tésével kapjuk, hogy 
F(e) = 6 - / ( e ) , 
F'(é) = 1 - / ' 0 0 = 7 
(25) 
2. ábra. A Newton—Raphson eljárás érintő szerkesztése 
az к —f(s) = 0 zérus pont megkeresésére 
ahol с = c(e) a cx és cb(e) alvek-
torokból alkotott vektor. Az 
F(F) = 0 egyenlet klaszszikus 
megoldási módszere a Newton— 
Raphson szabály, ami a 2. ábra 
szerinti érintő szerkesztésen ala-
pul, és a következő formulát adja 
6 = £ m 
F ' ( 8) = £ — 
E — Ex 
+
 фг 
E i \ c i \ + е с ь с
ь (26) 
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(14) szerint, érvényes а с+Яс = uki l 2 + se jc b reláció, ami (26)-ba helyettesítve 
a következő eredményre vezet: 
* c+ Hc\ 
s* = — ( 2 7 ) 
c+c \e 
Ez érdekes kapcsolatot jelent a 2. ábra érintő szerkesztése és a variációs elv között. 
A többértékü zárójel függvény 
Tegyük most fel, hogy а Ф
а
 halmaz m dimenziós alteret feszít ki, és tekintsük 
a (18) összefüggéssel definiált £x =/(fi) /»-értékű függvényt. A függvény általános 
viselkedésének tanulmányozására célszerű bevezetni az Uaa és Ubb unitér mátrixokat, 
melyek Haa és Hbb-t diagonális alakba transzformálják: 
1 aa 11an С a a — к aa 
к 
к 
UjbHbbUbb 
Bevezetjük még a következő jelöléseket 
h ab — С ja H abebbt hja = Ujb Hba Uaa 
haa = С ja H aa Ka = ^aa + hab (8 • 1 fob Kb) * Ka > 
(28) 
(29) 
(30) 
(31) 
ezekkel det {Haa — laa} = det { h a a \ a a } , ami azt jelenti, hogy az ex függ-
vényt definiálhatjuk a következő összefüggéssel : 
d e t { U ( s ) - e i - U } = 0, 
ahol liaa egy m X m-es mátrix, melynek elemei 
kk ki+ 2 
a—m+lfi 
kjtjk 
к 
(32) 
(33) 
Ez azt jelenti, hogy e = ±°°-re az /и-értékű et függvénynek E1 = hkk (k= 1, 2, ..., m) 
vízszintes aszimptótái vannak, melyek Haa sajátértékeinek felelnek meg. Az £j függ-
vénynek vannak továbbá függőleges aszimptótái E = hxx-ra, azaz Hbb sajátértékeire, 
amennyiben legalább egy a hkx mennyiségek közül zérustól különböző a megfelelő 
£ = haa értéknél. A kivételes esetet alább még tárgyalni fogjuk. Mivel a (32) deter-
minánsra érvényes a „nem-keresztezési szabály", az sx függvény általában m számú 
egymást nem átfedő ágból áll, melyek az e1 = hkk vízszintes aszimptótáknál kezdőd-
nek és végződnek e = ±°°-re. 
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Továbbá az el függvény összes ága csökkenő. A (16) összefüggést és adjungáltját 
a következő formába írva 
(Haa - £i • l e J c„ = 0, c* (H a a - 6j • Í J = 0 (34) 
az első reláció e szerinti deriváltját képezve, majd a deriváltat balról c^-szal meg-
szorozva, a második relációt felhasználva kapjuk: 
{dhaa dEx 
{ de f-i**) ca = 0. (35) 
Ebből megkapjuk az % függvény deriváltját: 
r+ dHaa ^ 
Ca FI ab (£ • ' bb — Ffhh) 2 FIbaCa dsx 
ж 
de 
с] c„ с с ~ —Сь
 cblca С
а
 â 0, (36) 
azaz az m ág mindegyikének negatív az iránytangense. m = 3-ra egy tipikus ex függ-
vény a 3. ábrán látható. Megjegyezzük, hogy az E valódi sajátértékek teljesítik az 
e1=e relációt és így az y =/( ; : ) görbe és az y = e egyenes metszéspontjaiban talál-
ft 
1 / 
\ 
\ 
\ 
\ í.= <rlxlr> 
\ 
у / 
\ \ \ 
1 
£ 
Л 
/ \ 
3. ábra. Az = f(e.) többértékű zárójel függvény tipikus viselkedése т = Ъ esetén 
hatók. Az £, = [(e) függvénynek egyszerre csak egy ágát tekintve, bebizonyítható 
a zárójel tétel érvényessége pontosan úgy, mint az m = 1 esetre, és ezért egy kiválasz-
tott e értékre az m számú (e; £
х
) intervallum mindegyike legalább egy valódi E 
sajátértéket tartalmaz. Tehát az /»-értékű Ej = / (e ) függvényt is lehet „zárójel függ-
vénynek" nevezni. 
Az E=f(E) összefüggést teljesítő sajátértékeket ismét az F(e) = e—/(e) = 
= £ — £j függvény zérus pontjának meghatározására szolgáló Newton—Raphson 
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eljárás segítségével lehet megtalálni. A deriváltra (36) szerint kapjuk: 
= , о ? ) La ca 
és így az érintő szerkesztés a következő formulát adja: 
f(e) s 1 c i c a + E c i c h 
F' (s) с + с 
(14)-et felhasználva kapjuk a c+Hc = Excica + Ecb cb összefüggést és az 
(38) 
c+ hc 
£ * = - + - — (39) 
c+ с 
végeredményt, ami azt mutatja, hogy a variációs elv és a Newton—Raphson eljárás 
közötti kapcsolat többértékű zárójel függvény esetén is érvényes. 
Végül, néhány szót kell még szólnunk néhány kivételes esetről is. (33) szerint 
az gj függvénynek s = hxx-ra függőleges aszimptótája van, amennyiben legalább 
egy a hkx mennyiségek közül nem tűnik el. Ha rögzített x-ra az összes hkl mennyiség 
zérus k= 1,2, ..., m, a függőleges aszimptóta eltűnik. Ebben az esetben, a H és Hbb 
mátrixoknak legalább egy közös 3M sajátértéke van, ami az 
Ui 0 I ( н
аа
 Н
аЬ  
0 ui) \н
ьа
 hbb 
и
а а
 о 
О u b b 
ьаа öab 
fia Ь
ьь 
(40) 
transzformációból következik, és a hozzá tartozó sajátvektorok rendre 
c = | f ° J és c„. (41) 
Mivel nyilvánvalóan c„ = 0, а Ф
а
 altér egyáltalán nem járul hozzá a megfelelő ф 
sajátfüggvényhez, az E=hax sajátérték egyáltalán nem jelenik meg ebben a particio-
nálásban -— „elvesztett sajátérték" lesz. A particionálási technika alkalmazásá-
nál ezért érdemes visszaemlékezni arra, hogy csak azokat a sajátértékeket kapjuk 
meg, melyek sajátfüggvényei nem teljesen ortogonálisak az (a) altérre. 
A particionálási technika előnyös abból a szempontból, hogy egységesen tár-
gyalja az elfajult és nem elfajult nívókat; 1. PT1. Ez azon a tényen múlik, hogy 
a (12) formula a redukált karakterisztikus egyenletet jelenti, melyben minden saját-
érték csak egyszer jelenik meg még akkor is, ha a szokásos det {Я — £ - 1 } = 0 
szekuláris egyenlet а Я mátrix teljes karakterisztikus egyenlete. 
A particionálási technika lényegében a magasabb rendű szekuláris egyenletek 
megoldásának numerikus módszereként fejlődött ki. Az alkalmazott iterációs 
eljárások leírására a PTI-re utalunk. Nyilvánvaló azonban, hogy а Ж fizikai 
Hamilton operátorhoz tartozó FI mátrix végtelen rendű és ezért ha a mátrixot véges 
rendben levágjuk, olyan közelítést kapunk melyben a levágott mátrix sajátértékei 
felső korlátot adnak Ж valódi sajátértékeire [9]. Egy ilyen levágás úgy is felfogható, 
mint a végtelen mátrixnak két (a) és (3) altérnek megfelelő particionálása, melyek 
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közül csak az elsőt tar t juk meg. Azután megbecsülhető az eljárás hibája a (b) rész, 
azaz (11) második tag ja hatásának tanulmányozásával. Ilyen típusú problémákkal 
alább még foglalkozunk. 
3. A particionálási technika operátor alakja 
A továbbhaladáshoz célszerű átfogalmazni a particionálási technikát operátor 
nyelvre. Vezessünk be egy s valós (vagy komplex) változót, amely minden értéket 
felvehet, és egy (p referencia függvényt, amit úgy normálunk, hogy (<p|<p)= 1 legyen. 
A megfelelő 0=\(p)(cp\ projekciós operátor kielégíti az 
02 = 0, 0+ = 0, 77(0) = 1 (42) 
relációkat. Egyszerűség kedvéért feltételezzük, hogy az (a) altér egy-dimenziós, 
bár az elmélet kiterjeszthető több dimenziós altér esetére is, amint azt a mátrix 
esetben láttuk. A (b) a l tér a Hilbert tér megmaradó részéből áll, és (a) „ortogonális 
komplementeréének nevezzük. Definiálható a P = \ — 0 projekciós operátorral 
is, ami kielégíti a 
p2
 = p Qp — pQ—Q ( 4 3 ) 
egyenleteket. Bármely teljes rendszert cp-re ortogonálissá téve a (b) alteret kifeszítő 
rendszert kapunk. Megjegyezzük, hogy általános eredményeink függetlenek a bázis 
választásától. 
Az (a) és (b) alterek O, ill. P projekciós operátorainak mátrix reprezentánsai: 
4J Ő). 4S í) 
A fent leírt particionálási technika legfontosabb mennyisége a következő alakú 
mátrix 
[ 0 0 
(0 ( e - U - F J - J 
(45) 
ami a (b) altérre vonatkozó „rezolvens". Megjegyezzük, hogy а Р(е — Ж)Р meny-
nyiségnek nincs inverze, míg az [а- О + P(e — Ж)Р] mennyiségnek van, mind-
addig, amíg a zérustól különbözik. Ez azt jelenti, hogy a T mátrix egy 
T = Р[и-0 + Р(Е-Ж)Р]~1Р, (46) 
típusú operátornak felel meg. amit a P által definiált altér „redukált rezolvensének" 
nevezünk. Ez kielégíti a következő egyszerű relációkat: 
л T 
T+ = T; ОТ = ТО = 0; = 0; (47) 
Р(е-Ж)Т=Р. (48) 
A két utolsó egyenlőség közvetlenül kapható az 
[х- О + P(s-Ж)Р]-[а- О + P(e-Ж)Р]~1 = 1 
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egyenletből, ha ezt jobbról 5-vel és balról О és 5-vel beszorozzuk. (47) és (48) miatt 
önként kínálkozik a 
т
=в-ж <49> 
szimbolikus alak. Ezt a jelölést néha használni fogjuk a terület korábbi irodalmával 
fennálló kapcsolat megmutatására. 
Az (1) Schrödinger egyenletet a következő alakba írhatjuk: 
(Ж-е)ф = 0, (50) 
ami azt jelenti, hogy а ф sajátfüggvényt а (Ж — e) operátor eltünteti. (16)-tal analóg 
módon bevezetjük az e változóhoz tartozó ф
Е
 „próba hullámfüggvényt": 
ф
Е
 = (р + Ф
Е
 = (р + Т
с
Ж<р. (51) 
ф
е
аср referencia függvényből és a q> ortogonális komplementeréhez tartozó Ф = ТЖср 
függvényből tevődik össze. Mivel (5<р|Ф) = 0, kapjuk 
(Фг) = 1. (52) 
Célszerű ezt a „normálást" alkalmazni, mivel ez a spektrumnak mind a diszkrét, 
mind a folytonos részére jó. А ф
Е
 próbafüggvény akkor tartozik a spektrum diszkrét 
részéhez, ha a 
(ФЖ) = Ш) + Ф\*е) (53) 
normálási intergál létezik, egyébként a folytonos részhez tartozik. P<p= 0 és (48) 
felhasználásával közvetlenül kapjuk 
Р(Ж-е)ф
Е
 = Р(Ж-е)<р-РЖ<р = 0, (54) 
ami azt mutatja, hogy а ф
Е
 próbafüggvény a (b) altéren belül (50) típusú egyenlet-
nek tesz eleget. Az (a) altérre ez általában nem igaz, hanem 
(Ж — e) ф
е
 = (0 + Р)(Ж — в) ф
Е
 = 0(Ж-в)ф
Е
 = (р((рЖ-е\ф
Е
), (55) 
ahol a jobb oldali tag arányos a q> referencia függvénnyel. Célszerű most bevezetni az 
ei = ((Р\Ж\ф
Е
) = ((р\Ж + ЖТ
Е
Ж\ ер) (56) 
jelölést. 
Az (55) egyenlet szerint а ф
Е
 próbafüggvény kielégíti a 
(Ж-е)ф
е
 = (Е1-Е)(р (57) 
inhomogén egyenletet, az (52) határfeltétellel együtt, és ez az egyenlet akkor és csak 
akkor megy át az (50) Schrödinger egyenletbe, ha Ek = e. Ekkor az e változó az 
E sajátértéket veszi fel, és а ф
Е
 próbafüggvény а Ж Hamilton operátor sajátfügg-
vénye. 
Az £j = e = E pontok megtalálására az (56) mennyiséget érdemes tanulmányozni, 
ami definiálja az 
5 mp mp fii = \<p 
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függvényt. Ez a (19) alatt definiált „zárójel függvénnyel" analóg. (46)-ból 
dT/ds = — T2 következik és az, hogy 
de 
= -<<р\ЖТ2Ж\ср> = -(ТЖ<р\ТЖ<р) = -<Ф£|Ф£> < 0. (59) 
Az utolsó átalakításban Ж T-t áttettük a <p vektorra, ez (53) szerint csak a spektrum 
diszkrét részében lehetséges. Az előző paragrafusban használt érveléssel megmutat-
ható, hogy minden (г; е4) intervallum legalább egy valódi E sajátértéket tartalmaz 
és е4 = /(g) egy „zárójel függvény". A zárójel tétel egyszerű alkalmazásaként 
g = — °° választható, ami е1 = ((р\Ж\(р)А ad. Ez a mennyiség tehát a legkisebb 
E sajátérték felső korlátját adja. Ezt az eredményt általában variációs elvből vezetik le. 
(27)-tel analóg módon megmutatható továbbá, hogy ha g értékből kiindulva 
érintő szerkesztési eljárással (1. 2. ábra) alkalmazzuk a Newton—Raphson módszert 
az E—f(E) = 0 egyenlet megoldására, az új e* érték a Hamilton operátornak 
а ф
Е
 próbafüggvénnyel képezett várható értéke: 
a* = (60) 
(фафе) 
Természetesen az elmélet végső célja megtalálni az £4 = g = E pontokat és a meg-
felelő ф
Е
 sajátfüggvényeket. Ha ez egzaktul nem lehetséges, meg lehet adni a tetsző-
legesen kicsi (e; Ej) intervallumot, mely tartalmazza az E sajátértéket, a megfelelő 
ifi próbafüggvény pedig (57) szerint pontonként (ex— e)q> pontosságig átlagosan 
\\(Ж-В)ф
Е
\\ = |
Ё 1 - 8 Г (61) 
pontossággal kielégíti a Schrödinger egyenletet. Ez azt jelenti, hogy az (51) által 
definiált ф
Е
 próbafüggvénynek jobb „lokális tulajdonságai" vannak, mint a szokásosan 
használt variációs függvényeknek [16]. 
Végül megjegyezzük, hogy az operátor formalizmus, bár teljesen paralel a mátrix 
megfogalmazással, mégis felvet néhány új problémát. 
4. Hullám és reakció operátorok. 
A Brillouin és a Schrödinger-féle perturbációszámítással való kapcsolat 
A perturbációszámítással való kapcsolat megkeresésére feltesszük, hogy a 
Hamilton operátor Ж—ЖдЛ-V alakú, ahol а V perturbáció nem feltétlenül 
kicsi. Legyen <p0 a perturbálatlan állapot sajátfüggvénye és ф az éppen tárgyalt 
perturbált állapot sajátfüggvénye. A kettő között bevezethető a 
ф --= Wcp0 (62) 
összefüggés, ahol W az úgynevezett hullámoperátor. W egyáltalán nincs egyértelműen 
definiálva, szerkezete és bonyolultsága az alapul szolgáló elmélet formáján és 
célján múlik. Célszerű bevezetni a 
<Фо1<А> = <ФО1^1ФО) = 1 (63) 
4 Fizikai Folyóirat XVII /6 
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normálást. А Жф = Еф Schrödinger egyenletet cpj-lal beszorozzuk, majd integrálunk, 
így kapjuk : 
E = (<р,\Жф) = {(р0\Ж0 + V\ф) = E0 + (<p0\VW\cp0). (64) 
Az energia eltolódás nyilvánvalóan a 
t = VW (65) 
operátor <p0-la\ képzett várható értéke, t az ún. reakció-operátor vagy a spektrum 
folytonos részének szórásoperátora. 
A hullám és reakció operátorok tulajdonságait igen részletesen tanulmányozták 
a modern perturbációszámítás bizonyos fejezeteiben [8]. Most eltérünk az általában 
elfogadott számítási módszertől, amennyiben e-t valós (vagy komplex) változónak 
tekintjük, és ahelyett hogy a speciális e1 = e = E pontokat próbálnánk direkt meg-
határozni, alsó és felső határokat akarunk megadni E-re, a variációs elv és az 
e i ~ / ( e ) zárójel függvény segítségével. 
Az előző paragrafus elveinek és formuláinak alkalmazására referencia függvény-
ként bevezetjük a perturbálatlan állapot cp0 normált sajátfüggvényét. Rögtön kapjuk 
Ж0О=ОЖ„ = Е„О, (66) 
ahol E0 a perturbálatlan állapot energiája. A V kifejezést (51) és (56)-ba 
behelyettesítve, (66) és a Ttp,= 0 egyenlet felhasználásával, a következő alapvető 
formulákat kapjuk: 
ф. = (1 +TeV)cp0, (67) 
Se - E, + (<p,\V + VTtV\q>,). (68) 
Ezt (62) és (64)-gyel összehasonlítva látjuk, hogy célszerű bevezetni a következő 
általánosított hullám és reakció operátorokat: 
Wt = 1 + TE V, (69) 
WK= V + VTeV. (70) 
Az általánosítás azért lehetséges, mert e még most is szabadon választható 
változó, fVc (p0-at a iJ/E próba hullámfüggvénybe transzformálja és nem а фЕ egzakt 
hullámfüggvénybe, végül pedig tí az ej zárójel függvény kifejezésében is megjelenik, 
nemcsak az egzakt energia eltolódásban. Csak az ea = e = E speciális esetben megy át 
Wc és te a szokásos mennyiségbe. A következőkben az e indexet általában elhagyjuk, 
de mindig figyelni fogunk az e függésre. 
T, W és t néhány transzformációjáról 
A (69) és (70) hullám, ill. reakció operátorok tanulmányozásánál célszerű 
bevezetni a H0 perturbálatlan Hamilton operátorral kapcsolatos T0 redukált rezol-
venst 
Т0 = Р[х-О + Р(Е-Ж0)РГуР, (71) 
amit szimbolikusan a 
=
 ( 7 2 ) 
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alakban írhatunk. Ilyen típusú mennyiségek tárgyalásánál gyakran kényelmes alkal-
mazni a következő operátor azonosságok egyikét 
(А—В)~г = A~X + A~1B{A — B)~1, (73) 
(А-ВУ1 = А~1 + (А-В)~1ВА-1, (74) 
vagy pedig a (73)-nak (74)-be való behelyettesítésével adódó 
(А-ВУ1 = А-1 + А-1ВА-1 + А-1В(А-Ву1ВА~1. (75) 
szimmetrikus formulát. 
А Ж — Ж0+У kifejezést behelyettesítjük (46)-ba, bevezetjük az 
A = а - О + Р(Е-Ж0)Р és а B = PVP jelölést, így (71) és (73) felhasználásával 
kapjuk, hogy 
T = Tg+TgVT, (76) 
(1 -TgV)T= Tg 
és 
T=(\-TgVyxTg, (77) 
ami hasznos kifejezés T-re. A hullám és reakció operátorokra kapjuk még 
W = 1 +TV = 1 +(1 - T0VyxTgV = (1-TgVy1 (78) 
t = v+ VTV = V+ F(1 - TgVyjTgV = F(1 - TgVy1 (79) 
T és f-re ehelyett megkaphatok a T = T„(l - VTüyl és t = (1 - F r 0 ) _ 1 F kifeje-
zések is, ha figyelembe vesszük, hogy önadjungált operátorok. (77), (78) és (79) 
összehasonlításából kapjuk 
T = JF£0 = £ 0 IF + , 
t = F I F = W+ F, (80) 
F £ = ГГ0, £ F = £0r. 
Amint látni fogjuk, a (75) szimmetrikus formula alapvető szerepet játszik a per-
turbációszámításban alsó és felső korlátok meghatározásánál. (75)-öt T kifejezésére 
alkalmazva kapjuk 
T = Tg+TgVTg+ TgVTVTg = Tg+Tgt Tg. (81) 
Ebből a reakció operátorra kapjuk 
t = F+ VTV = v+ VTgV+ VTgtTgV. (82) 
Ezek a formulák elegendőek a későbbiekben használandó általános kifejtési techni-
kának az illusztrálására. 
Brillouin-féle perturbációszámítás 
A (73) és (74) formulák ismételt alkalmazásával kapjuk az 
(А — В)'1 — A~x 2 (ВА~х)к, (83) 
k=0 
4* 
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végtelen sorfejtést, ami a BA 1 mennyiségben geometriai sor. Ezt a szabályt a (77), 
(78) és (79) kifejezésekre alkalmazva a következő formális sorfejtéseket kapjuk 
T= 2(T0VfT0, (84) 
E=0 
w= 2(T0V)k, t=V2(T0Vf (85) 
E = 0 k=0 
A konvergencia kritériumát a későbbiekben fogjuk diszkutálni. (67) és (68) szerint 
a t//£ próba hullámfüggvényre és az s t zárójel függvényre kapjuk: 
Ф. = (l + T0V+T0VT0V+...)(p0, (86) 
ex = E0 + ((p0\V+- VT0V+ VT0VT0 V +... \<p0), (87) 
e1 = £ = £'-re ezek a formulák a Brillouin-féle perturbációszámításban [3] szokásos 
kifejezésekre redukálódnak. 
A perturbációszámítás inhomogén egyenletekre alapozott modern tárgyalásá-
val [5—7] való kapcsolat tanulmányozására bevezetjük a 
Xk = (T0Vy<p0, ek+1 = (cp0\V\Xk) (88) 
jelöléseket. A (86) és (87) sorfejtés most a következő alakú 
Ф.= 2Xk, £i = E0+2£k- (89) 
fc=0 k = l 
Érvényes a Xk + i — To^Xk rekurziós formula és (48) szerint a 
Р ( е - Ж 0 ) х к + 1 = РУХк, (90) 
vagy 
(g Жд) Xk+i = VXk~£k+i<Po- (91) 
összefüggés is. Ez azt jelenti, hogy Xo = (Pvból kiindulva (91) típusú inhomogén 
egyenletek megoldásával és az EK+1 mennyiségek (88) segítségével történő kiérté-
kelésével szukcesszíve megkaphatok a Хз> ••• függvények. A következő 
paragrafusban a (86) és (87) sorfejtés tulajdonságait vizsgáljuk részletesebben. 
Schrödinger-féle perturbációszámítás 
Ez a fajta perturbációszámítás az R„ = P[ot-О + P(E0 — Ж0)Р]~1Р alakú 
redukált rezolvensen alapul, mely szimbolikusan az 
Pq Ж0 
alakba írható. Ahelyett hogy T-t V szerint fejtenénk sorba, célszerűbb a 
V = V-(e-E„) (93) 
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mennyiség hatványai szerint sorbafejteni. (49) és (73) segítségével kapjuk: 
és továbbá 
Ez a 
( \ - R 0 V ' ) T = R0, (95) 
T = ( l - R 0 V ' y 1 R 0 . 
T= 2 ( R 0 V ' ) k R „ , (96) 
k=0 
w = l + TV= 1 + 2(R0V')kR0V, (97) k = 0 
t = V + VTV= V + V ( 98 ) 
• E = 0 
formális sorfejtésekhez vezet. Természetesen különösen érdekes az EX = E = E= 
= E0 + ((p0\t\<p0) pont, melyet (98)-ból iterációval lehet megkapni. (98) tagjait V 
hatványai szerint rendezve kapjuk: 
t = tx + t2 + t3 + U+..., (99) 
(<Po\t\<Po) = E1 + Ea + E3 + E 4+. . . , (100) 
ahol bevezettük az Efc = <^ >окл1<Ро) jelölést. Az egyes tagokra kapjuk: 
h=V Ex = (<p0| V\q>0) 
h=VR0V Ъ = (<P0\VR0V\(p0) (101) 
t3=VR0(V-Ex)R0V 
U = VR0(V - Ex) R0 ( V - Ex) R0 V - E2 VRl V, 
A hullámoperátor megfelelő sorfejtése W = 1 + Wx+ W2 + W3+... ezután 
(lOl)-ből egyszerűen kapható a t= VW formula segítségével; az eredmény 
Wx = R0V, 
W 2 = ^ ( К - Е ^ Я о К , (102) 
W3 = R0(V-Ex)R0(V-Ex)R0V-E2R20V, ... . 
A Schrödinger- féle perturbációszámítás konvencionális alakjával való kapcsolat 
megvilágítására célszerű az R0 operátor spektrál előállítását felírni. Tegyük fel, 
hogy Ha sajátértékei Ek és a teljes ortonormált rendszert alkotó sajátfüggvényei 
(p°k. Bevezetjük az Ok=\<pk)(<Pk\ projekciós operátorokat,melyek a 
Ж0 Ol = El Of (Oiy = Ol, 0°k Ol = Ol ökl, (103) 
1 = 2 0 1 (104) 
к 
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összefüggéseknek tesznek eleget. Ekkor ж0 spektrál előállítása: жи = 2ke°0k. 
Egy tetszőleges f(H0) függvényt gyakran kényelmes spektrál előállításával definiálni: 
/ W = Zf(EÎ)Ol, (105) 
к 
nevezetesen a (p — (pg alapállapot függvénnyel mint referencia függvénnyel kapcsolatos 
Rg redukált rezolvens függvényre kapjuk 
= = 2(E%-Ei)-xoi = i - í ( 1 0 6 ) 
£0 — JCg k = 1 k = l £,д — Лк 
Ezt a kifejezést (101) és (102)-be behelyettesítve megkapjuk az energia 
e — F0 + Ei + E2 + E3 + ... és a t j / = w ( p g sajátfüggvény Schrödinger-féle pertur-
bációszámításban szokásos formuláit. 
A perturbációszámításnak lényeges eszközül inhomogén egyenleteket használó 
formájával való kapcsolatot illetően PT IX-re utalunk. A következő paragrafus-
ban a perturbációs sorfejtésekre vonatkozó felső és alsó korlátokat tanulmányozzuk. 
5. A 0 esetre vonatkozó felső és alsó korlátok a perturbációszámításban 
Operátor egyenlőtlenségek 
Azért, hogy egy első, durva képet kapjunk a felső és alsó korlátok, konvergencia 
tulajdonságok stb. problémájáról, célszerűnek látszik operátor egyenlőtlenségeket 
használni. Ha A és В két hermitikus operátor, az 
A > B (107) 
jelölésen azt értjük, hogy (ф\А\ф) > (ф\В\ф) minden olyan ф függvényre, mely 
A és В értelmezési tartományának közös részében van. Mivel nem fogunk foglal-
kozni A és В sajátértékeivel, hanem csak bizonyos várható értékekkel, nem kell 
az operátorok értelmezési tartományára semmiféle (máskor esetleg szükséges) [13] 
korlátozást kiróni. 
Legyen Q tetszőleges lineáris operátor, és tekintsük а ф = йф' transzformációt. 
А (ф\Аф) > (ф\В\ф) egyenlőtlenségből következik, hogy (ф'\й+Ай[ф') > 
>( ф'\й+Вй\ф') minden lehetséges ф' függvényre, azaz 
Q+ AÍ2 > Q+ B£2, (108) 
ez tehát (107)-nek közvetlen következménye. 
Az A operátor pozitív définit, ha Л > 0 . Ebben az esetben az operátornak van 
A'1 inverze. (108)-ba Q = A~x-et behelyettesítve, kapjuk, hogy 0, tehát az 
inverz operátor is pozitív définit. 
Tekintsünk most két А, В pozitív définit operátort, melyekre teljesül az 
Л > 5 > 0 (109) 
egyenlőtlenség. Rögtön következik, hogy az A'1 és a B'1 operátor létezik, pozitív 
définit és kielégíti az 
A ' 1 < B - 1 (110) 
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egyenlőtlenséget. A bizonyítás a (75) szimmetrikus azonosságon alapul, ami egyszerű 
jelölés cserékkel a következő alakra hozható 
В'
1
 = [A-(A-B)]-1 = А-1 + Л-1(А-В)А-1 + А-1{А-В)В-1{А-В)А-\ 
(111) 
Mivel (А—В) és is pozitív définit, a két utolsó tag (108) szerint ismét pozitív 
définit, ami bizonyítja, hogy Ez a tétel egy széles tétel osztály speciális 
esete, hasonló tételeket általános módszerekkel lehet bizonyítani. 
Az 0+ = 0, 02 = 0 relációkkal jellemzett О önadjungált projekciós operáto-
rokra érvényes az alapvető 
O s O s i (112) 
egyenlőtlenség. Ez igaz, ugyanis (ф\0\ф) = (ф\0+0\ф) = (Оф\Оф)шО, amiből 
következik O&O. Mivel (1—0) is önadjungált projekciós operátor, kapjuk, hogy 
1 - O s O , azaz O ^ O s l , ami az állítás volt. 
7q és R0-ra vonatkozó becslések 
Az operátor egyenlőtlenségek hasznosságának illusztrálására a T0 és R„ meny-
nyiségekre durva felső és alsó korlátot adunk meg. Egyszerűség kedvéért feltételez-
zük, hogy lényegében csak a perturbált állapot alapállapota érdekel és referencia 
függvényül cp = <Po-at választjuk. (105) szerint a T0 operátor spektrál előállítása 
oo
 л
о 
т0 = 2 °k 
k=i £ — Ek 
e < £ j esetén az összeg minden tagja negatív, és érvényes a következő becslés 
p 
e - £ í 
0 to > ,. Еш ' £ < ei ' 
ahol felhasználtuk azt a tényt, hogy 2 Ok = \ = P. Kicsit általánosabban, 
A= I 
6 < £ ° + 1 esetén a következő egyenlőtlenségeket kapjuk 
k=l£ — Ek k=l£ — Lk £ —A + l I k=l I 
Az R0 operátorra a megfelelő egyenlőtlenségeket e = Eg helyettesítéssel kapjuk: 
£ < el 
c-0 — r-x 
Ezek a korlátok értékesek pl. a Schrödinger-féle perturbációszámítás E2 másod-
rendű energia korrekciójának megbecslésénél. Az t 2 = ((pa\VRoF\(Po) kifejezésből 
és az utolsó egyenlőtlenségből kapjuk 
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Mind a felső mind az alsó korlátot könnyű megjavítani, de fenti is ad legalább egy 
durva becslést. 
Néha érdemes a T0 és R0 operátor felső korlátját összehasonlítani. Tekintsük 
nevezetesen az E3<e<EÍ esetet, ami azt jelenti, hogy T0 és R0 spektrál előállításában 
minden tag negatív définit. A 
jto 
_
 hk — £ 0 
E3-e 
hányadosok a 1 egyenlőtlenséget kielégítő pozitív számok. 
A következő transzformációt kapjuk 
T - f ^ L - f H - t e s t e t e . , 
e-E£~ £ k El - El - ** Á E3 - E3 = %í £г El - E3 ~ 
azaz 
О > Г 0 > ^ 5 ( ) , (113) 
F o S e S F j esetén. 
A t reakció operátor megbecslése K> 0 esetén 
Mint előbb is, a perturbált rendszer alapállapotával foglalkozunk és feltesszük, 
hogy az E változó az 
e < El (114) 
intervallumban van. A t = V+ VTV reakció operátor tulajdonságait arra a speciális 
esetre tanulmányozzuk, amikor а V perturbáció pozitív définit, azaz K>0 . (79) 
szerint a reakció operátort a t = V(1 — Г 0 К ) - 1 = (1 —TT0)_ 1K kifejezés adja, 
és mivel а V"1 operátor létezik, érvényes 
t = (V-k-T0)-1 
vagy 
t-1=V~1-T0. (115) 
Mivel mind V~\ mind ( —Г0) pozitív définit, t'1 is pozitív définit, úgyszintén t is. 
Továbbá F _ 1 > 0 , így a (109)-cel kapcsolatos tétel szerint 1<V, ami a 
0 < t < K (116) 
durva első becslésre vezet. Mint alább látni fogjuk ezeket a korlátokat könnyű 
szűkíteni. 
Alsó és felső korlátok a Brillouin-féle perturbációszámításban 
A szimmetrikus (82) formula segítségével a reakció operátor a következőképpen 
fejthető ki 
t = V+ VT0V+ VT0 t T0V. (117) 
Mivel VT0 = (T0V)+, az utolsó tagot (116) és (108) segítségével megbecsülhetjük 
V+ VT0V < t < V+ VT0V+ VTUVT0V. (118) 
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Általánosabban, (117) ismételt alkalmazása a következő típusú formulához vezet: 
2/1 — 1 
t = V 2 (Tg V)k + (VTg)" t(Tg V)", (1 1 9) 
k = 0 
ami ugyanolyan alakú geometriai sor, mint ami a Brillouin-féle perturbációszámítás-
ban (85) szerepel, de van egy jól meghatározott maradék tag is. (116) és (108) segít-
ségével a 
2 / 1 - 1 2/1 
V 2 ( T « V ) H t 2 (T0 V f ( 1 2 0 ) 
k=0 k=0 
becslést kapjuk, ami azt jelenti, hogy a páros rendű parciális összegek a t reakció 
operátor alsó korlátját adják, míg a páratlan rendűek felső korlátot. Megjegyezzük 
továbbá, hogy a 
t = V+ VTgV+ VTgVTgV+ VTg V Tg VTg V+... (121) 
sorfejtésben a páratlan rendű tagokban középen szerepel egy V faktor, pozitívak 
K>-0-ra, míg a páros rendű tagokban T0 szerepel és negatív definitek. K > 0 - r a 
tehát a (121) Brillouin-féle sorfejtés alternáló sor. 
Ezeket az eredményeket fel lehet használni az г4 = £о + (фо!( |фо)=/ ( £ ) 
zárójel függvény tanulmányozásánál. Ha e a valódi sajátérték egy felső korlátja, 
gj alsó korlát. Ennek az alsó korlátnak egy alsó korlátját kaphatjuk (120) bal oldalá-
nak felhasználásával. Másrészt, ha £ a valódi sajátérték egy alsó korlátja, £x felső 
korlát, és ehhez a felső korláthoz (120) jobb oldalának felhasználásával kaphatunk 
felső korlátot. Általános szabályként mondhatjuk, hogy felső korlátot véges rendű 
szekuláris egyenletek megoldásával a variációs elvből kapunk, s ennek eredményét 
használjuk alsó korlátok meghatározására a fent leírt módszer segítségével. Ezeket 
az alsó korlátokat a következő paragrafusban a maradék tag figyelembevételével 
jobban leszűkítjük. 
Tanulmányozzuk a (121) sor konvergencia tulajdonságait. A sor a következő 
alakba írható 
t = K1/2(l - K1/2 Tg E 1 / 2 ) _ 1 V1/2 = V1'2 2 (V1/2 Tg F1/2)* V112. (122) 
* = 0 
Hermitikus, negatív définit hányadosa van: Vll2TgV112 és az operátor sor ezért akkor 
és csak akkor konvergens, ha 
- 1 < V1,2T0V112 < + 1 , (123) 
ahol a jobb oldali egyenlőtlenség automatikusan teljesül. Ez a T0 > — V"1 feltételt 
adja. (115) szerint H = V~1-T0 < 2 F " 1 , amiből 
í > { f (124) 
adódik az operátor sor konvergencia kritériumaként. Ez az eredmény azt jelenti, 
hogy a (122) operátor sor konvergenciájának szükséges (de nem elégséges) feltétele, 
hogy az energia eltolódás f(p0\V\(p0)-nál nagyobb legyen. 
Érdemes észrevenni, hogy az operátor egyenlőtlenségek módszere szükség-
szerűen kevéssé hatékony módszer konvergencia tulajdonságok, felső és alsó kor-
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látok meghatározására, ugyanis tulajdonképpen az operátoroknak csak a speciális 
(p = cpo referencia függvénnyel képzett várható értéke érdekes, nem a megengedett 
tartomány összes ф függvényének mátrixeleme. Ennek ellenére, a módszer legalább 
egy durva első közelítésben felvilágosítást ad a szereplő mennyiségek szerkezetéről. 
Alsó és felső korlátok a Schrödinger-féle perturbációszámításban 
A perturbációszámítás e típusánál a T, W és t alapvető operátorokat a f ' = F— 
— (e —F0) mennyiség szerint fejtjük sorba. A T operátort most a (95) zárt kifejezés 
adja, és a (75) szimmetrikus formulával ezt kapjuk 
T = (\-R0V'yiR0 = Rg+RgV'Rg + R0V'TV'R0. (125) 
Ez azt jelenti, hogy ha £-re ismerünk egy durva felső és alsó korlátot, ezt a 
becslést szukcesszíve javítani lehet. A formula ismételt alkalmazása a 
2n —1 
T = z (R0 Vf Rg + (Rg vy T{V' Rg)" (126) 
k = 0 
sorfejtéshez vezet, ami analóg (96)-tal, de van benne egy maradéktag is. 
£-re alsó és felső korlátot direkt a (46) definícióból kiindulva és a (47), (48) 
relációkat kihasználva is lehet kapni. Azonban, abban a speciális esetben, amikor 
F > 0 és e - ^ F j fel lehet használni a (116)-ban a t reakció operátorra kapott ered-
ményeket. A T és t közötti kapcsolatot a definícióból (t = V+ VTV) és (81)-ből 
láthatjuk, ami (117)-tel egyezésben adja: 
T= V1tV~1 — V'1 = Tg+TgtTg. (127) 
A 0 < t < V korlátok behelyettesítése két összefüggést ad: 
- F " 1 < T < 0 
Tg < £< Tg+TgVTg. (128) 
A felső korlátot az első, az alsó korlátot a második relációból választva £ 0 < £ < 0 - t 
kapunk. Ez (113)-mal együtt adja: 
^ £ „ < £ < 0 , (129) 
ahol = (Ex — Eg)l(Ek — e) egynél nagyobb szám. Ezeket a korlátokat (126)-ba 
behelyettesítve végül kapjuk 
2n-X 2л —X 
2 (Äo Vf Rg + (Äo VT Rg < £ < 2 (Ro Vf Rg. ( 130) 
fc=0 k=0 
Használjuk fel ezeket az eredményeket az F energia alsó korlátjának megadására. 
A (70) definícióból és (129)-ből kiindulva közvetlenül kapjuk: 
t = F + F £ F > V+x1VRuV (131) 
Az c4 = Eg + {(pg\t\(p0) zárójel függvényre ez a 
Ei > Fg + Ei + XiEa (132) 
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alsó korlátot adja, ahol a Xj-ben szereplő e változónak egy felső korlátnak kell 
lenni, mondjuk e = Eg + Ex. (130)-at и = 1-ге alkalmazva kapjuk 
t > V+ VRgV + VRg V 'Rg V+%! VRg V 'R0 V 'R0 V. (133) 
Azért, hogy helyes £ felső korlátot tudjunk behelyettesíteni, kiszámoljuk Я-пак 
az (\ + RgV)q>g elsőrendű hullámfüggvénnyel képzett várható értékét, amiből 
£ = Fg + Ej + (E2 + E3)/(l + <52), (134) 
ahol Ô2 = ((pg\VRlV I(pg). Ezt az e értéket és (133)-at használva %-hez és az energiához 
olyan alsó korlátot kapunk, mely negyedrendig helyes. 
Я-пак az (1 + Wk + W2 + ... + Wn)(p0 H-edrendíí hullámfüggvénnyel képezve a vár-
ható értékét, az energiához egy ( 2и+1) rendben helyes e felső korlátot kapunk. 
Az általános esetre vonatkozó explicit formulát illetően PT IX (32)-es képletére 
utalunk. Ha £-nak ezt az értékét használjuk a 
2n—1 
t > v + v Z (R0VjkRgV + x1V(RgV'fnRgV (135) k = » 
alsó korlátban, (amit (130)-ból lehet megkapni), £
Г
пек és az energiának (2n+2)-ed 
rendben helyes alsó korlátját kapjuk. A Brillouin elmélettel szemben, a Schrödinger 
elméletben a páros rendű energia közelítések általában nem adnak alsó korlátot. 
Szeretnénk kihangsúlyozni, hogy felső és alsó korlátok tárgyalásánál a kifejezések-
ben megjelenő magasabb rendű tagok lényegesek és nem lehet kihagyni őket az 
elméletből, vagy elhanyagolni a konkrét számításoknál. 
6. A perturbációszámítás maradék tagjainak kiszámítása a F > 0 esetre 
Belső projekció 
Tekintsünk egy A hermitikus operátort, mely pozitív définit ( Л > 0 ) és jól 
definiált pozitív négyzetgyöke van: Л1/2. Legyen t o v á b b á / = ( / 1 , / 2 , . . . / , ) n számú, 
lineárisan független, az M„ lineáris teret kifeszítő függvény halmaza. A halmaz 
metrikus mátrixa A = ( f \ f ) ennek elemei Akl = ( f k \ f [ ) ; igaz A+=A és A > 0 . 
Könnyen megmutatható (1. PT X függelékét), hogy az Mn alteret a 
q = !/></1/)"ч/ = 2 f k ) ( A - x ) M (136) 
k, 1 = 1 
projekciós operátor jellemzi. Erre érvényes 
q2 = q, q+ = q, Tr(Q) = n. (137) 
(112) szerint érvényes a O ^ ß S l egyenlőtlenség, amit balról és jobbról beszorozva 
az Л1/2 hermitikus operátorral, (108) felhasználásával a következő alakba írhatunk: 
0 ^ A1'2 QA112 Ш A. (138) 
Az 
A' = A1I2QAXI2 (139) 
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operátort az A operátor M„ altérre vonatkozó „belső projekció"-jának nevezzük, 
megjegyezzük, hogy ez az A operátor alsó korlátja, ami monotonon tart Л-hoz, 
ha az / = ( / j, / 2 . . . /„) halmazt teljessé tesszük. 
(136) és (139)-et összekapcsolva a következő explicit formulát kapjuk: 
= + 1 / 8 | / > < / | / > - 1 < / | + 1 / а . (140) 
Az f=A1,2g = A~1,2h helyettesítéssel alternative kapjuk: 
A'= A\g){g\A\g)-\g\A = (141) 
= IA> <A I -11A >-1 <A|. (142) 
Az A' alsó korlátra először Aronszajn [12] kapott képleteket más módszerrel, melyet 
Bazley és Fox [13] alkalmazott energia alsó korlátok meghatározására Weinstein 
közbenső Hamilton operátorának felhasználásával. A g = (gx, g2, ••• g„) halmazt 
Aronszajn-halmaznak nevezzük, a A = (A1; h2, ..., h„) halmazt pedig Bazley-
halmaznak. 
A „belső projekció" fogalmát most a perturbációs elméletben fellépő maradék-
tagok alsó korlátjainak kiértékelésére használjuk. 
A maradéktag megbecslése Brillouin-féle perturbációszámítás esetén 
(119) szerint a Brillouin-féle perturbációszámításban a reakció operátor a követ-
kező alakban fejezhető ki: 
t = V 1 ' z \ T 0 V ) k E R 2 n + x , (143) 
k = 0 
ahol 
R2n+1=(VT0)"t(T0Vy (144) 
a maradéktag. Korábban (116) felhasználásával csak egy nagyon durva becslést 
adtunk erre a maradéktagra: 
0 < R2 n+i < T(7"0 V)2n, (145) 
most megkíséreljük, hogy R2n+rre tetszőleges pontosságú alsó korlátot adjunk. 
E célból bevezetjük a t pozitív définit operátor t' belső projekcióját. (142)-ből 
kiindulva a h = helyettesítéssel, (115) felhasználásával kapjuk 
= |A><A|/-1|A)-1<A| = V\i)(i\V-VT0V\i)~\i\V. (146) 
Ha speciálisan / ' = X = ( j 0 , Xi, ••• Xm-i)"et választunk, ahol / r t (88) definiálja, 
a maradéktagra olyan mennyiségekkel kapunk alsó korlátot, melyek a Brillouin-féle 
perturbációszámításban mindig fellépnek. Felhasználva R'2n+i = (VT0)nt'(TaV)n< 
< / W e t kapjuk 
ЫКпа ik«> = (<Po\<yToyV\X)(X\V-VT0V\X)-\X\V(TüVy\q>0) = a + z l - H , 
(147) 
ahol 
= («Pol (VToTV\X) = {en+1,sn+2, ... гп+т) (148) 
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m dimenziós sorvektor, és A = (X\V—VT0V\X) mXm-es mátrix, melynek elemei 
Aki = Ek+i+i~ £ * + Í + 2 > ( 1 4 9 ) 
(k,l - 0, 1,2, ...m-l), úgy hogy 
e l
 — e2 > e2 — e 3 > • • • Em — Em +1 
л _
 E2 e 3 ' e 3 £ 4 ' ••• Em + 1~~Em + 2 / , r m 
,
Em Em +1 > Em + 1 Em + 2 > • • • E2m E2m +1 , 
(143) szerint ebből az 
2 n 
Ex>El+ ZEk + *+ A-1* (151) 
alsó korlátot kapjuk. » = »? = l-re pl. 
Ej > E l + ej + e2 + el/(ej - e2). (152 ) 
Könnyen megmutatható, hogy adott m-re a (151) formulák и = 0 , 1,2, ... m-re 
mind azonosak. (L. PT X.) Evvel ellentétben adott и-re egymásután m = 1,2, 3, 4, ...-et 
választva alsó korlátok monoton növekedő sorozatát kapjuk. m = n - r e (151)-ben csak 
a e0, ej, ..., e2k+i mennyiségek szerepelnek. 
Ha az energiára pl. a variációs elv segítségével meghatároztunk egy e felső 
korlátot, akkor már tetszőleges pontosságra megadhatunk alsó korlátot az e1 zárójel 
függvényhez. 
A maradéktag megbecslése a Schrödinger-féle perturbációszámításban 
A maradéktagnak a Schrödinger-féle perturbációszámítás esetén való meg-
becslésére ugyanaz az általános eljárás használható, de az eredmény nem olyan 
egyszerű, mivel T-re nehezebb alkalmas alsó korlátot találni. (126) írható pl. a 
2л —1 
т= z (R0V')kR0-(R,vyv-JV R,r + (R,VJ(T+V-l)(y' R,r (153) 
*=o 
módosított alakba. Itt az utolsó tagban szerepel a T + V = V~^tV~x pozitív 
définit operátor, amire egy belső projekciót alkalmazva megadhatunk alsó korlátot: 
( Г + V~x)' = \h)(h\Vt-xV\h)~x(h\ = \h)(h\V-VT0V\h)~x(h\ (154) 
(146)-tal szoros analógiában. Ilyen típusú számításoknál kényelmetlen, hogy olyan 
mennyiségek jönnek be, melyek a Schrödinger-féle perturbációszámításban egyéb-
ként nem szerepelnek. Tehát nyílt kérdés, hogy praktikusan hogyan kell kiértékelni 
a maradéktagokat ennél az eljárásnál. 
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7. Diszkusszió 
A perturbációszámítás keretein belül alsó korlátok meghatározásánál lényegében 
csak a 
F > 0 , 8 (155) 
esetre szorítkozhatunk, azaz nem túlságosan erős pozitív définit perturbációra, 
mikor a perturbált alapállapot energiája még kisebb a perturbálatlan rendszer 
első gerjesztett állapotának energiájánál. Az utóbbi korlátozás nélkül is tárgyalható 
a probléma, az e < £ ® + 1 esetet pedig PT XI tárgyalja. Ebben a problémában és 
a gerjesztett perturbált nívók tárgyalásánál is a második paragrafusban röviden 
ismertetett m értékű zárójel függvény látszik új, használható eszköznek. 
Végül néhány szót kell mondani arról az esetről, mikor az általános V pertur-
báció nem feltétlenül pozitív définit. Mint előbb is, felső korlátokat a variációs elvből 
lehet kapni, azonban a t reakció operátor most nem pozitív définit, ezért alsó kor-
látokat az energiára nehezebb megadni. 
Legyen H = PHP а Ж Hamilton operátor „külső projekciója" a P = 1 — О 
altérre (melyet a cp referencia függvény ortogonális kiegészítő halmaza feszít ki) 
vonatkozóan és jelöljük Ek, фк-\а\ H sajátértékeit, ill. sajátfüggvényeit. A £ operá-
torra a következő spektrál felbontás adható meg 
t = p = 2 .
 ( , 5 6 ) 
s — Ж
 k 8 — Ek 
1. PT XI A függeléket. Az Ek sajátértékeket a 
Ж(Я) = < < ? ! ( / - J f ) - » (157) 
függvény zérushelyei adják, és igazak az £ t _ 1 s £ t s £ k egyenlőtlenségek. 
(156) segítségével (108)-cal analóg módon kapható a 
< £ x (158) 
e-rEx 
becslés, mely szerint a T operátor negatív définit, ha e<Ex. Mivel t = V+ VTV 
kapjuk 
(159) 
és (116)-tal való összehasonlítás mutatja, hogy ugyanaz a felső korlát adódik, mint 
előbb. Alsó korlát meghatározására célszerűnek látszik a T-re (158)-ban megadott 
alsó korlátot használni, ez azonban feltételezi, hogy legalább egy durva alsó becslést 
tudunk a H = PHP operátor legalacsonyabb Ex sajátértékére. Perturbációszámítás-
ban előfordulhat, hogy a PVP projekció pozitív définit, ekkor a helyzet sokkal ked-
vezőbb — a particionálás erre a speciális esetre lehetővé teszi a probléma megoldását. 
Ez nyilvánvalóan egy kivételes eset, ezért várható, hogy általános V perturbáció 
esetén alsó korlátoknak a perturbációszámítás keretein belül való meghatározása 
ú j és érdekes problémákat vet fel. Mindenesetre a problémát továbbra is tanul-
mányozzuk. 
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Függelék 
Vegyük észre, hogy ebben a dolgozatban egy speciális V perturbációt tárgyal-
tunk a konvencionális XV perturbáció helyett és teljesen elhagytuk a sajátfüggvény 
és a sajátérték Я-beli analitikusságának a vizsgálatát. K>Ó-ra XV perturbáció 
á > 0 - r a pozitív définit és á < 0 - r a negatív définit, ami azt jelenti, hogy a spektrum 
jellege teljesen megváltozhat ha X a 1 = 0 érték körül befut egy kört. Nem pozitív 
perturbációra a Stark effektus szolgáltat egyszerű fizikai példát, evvel kapcsolatban 
a szeminárium több eló'adója tárgyalta az ilyen perturbációknál fellépő „spektrum 
sűrűsödési" jelenséget. A sajátérték spektrum tulajdonságainak meghatározása 
általában igen nehéz probléma, mi itt csak arra az egyszerű esetre próbáltunk alsó 
és felső korlátokat megadni, mikor a spektrum alsó része jól szeparált diszkrét 
nívókból áll. 
S. Epstein professzor felvetette a kérdést „Mit értünk Я0-on?" és felvetette a 
szimmetria tulajdonságok problémáját is arra az esetre, mikor H és Я0 szimmetria 
tulajdonságai teljesen különbözőek. Lehetséges, hogy a többdimenziós particionálási 
technika segítségével ez a probléma megoldható. A közönséges perturbációszámítás 
egyetlen <p = ç0 referencia függvénynek felel meg, melynek ugyanazok a szimmetria 
tulajdonságai, mint Я0-пак. A többdimenziós esetben azonban elegendően széles 
Ф
а
 = {(pl, <Pi, <p2, <p°) referencia tér vezethető be, úgyhogy a referencia függ-
vények már H szimmetria tulajdonságait mutassák. Ezt a technikát Uppsala-ban 
egyszerű rendszereken (Я2+, Я2 stb.) gyakorlatban kipróbálják, az eredményekről 
más helyen fognak beszámolni. 
Ez a tömör összefoglalás elegendőnek tűnik arra, hogy illusztrálja a particioná-
lási technika és a perturbációszámítás kapcsolatát, és annak lehetőségét, hogy 
a particionálási technika segítségével a perturbációs sor szerkezetébe betekintést 
nyerjünk. Az eljárás numerikus alkalmazása a Floridai Egyetem kvantumelméleti 
csoportjának a J. Chem. Phys. folyóirat Mulliken kötetében publikált cikkeiben 
található meg (1965. szept.). 
Végül a szerző köszönetet mond J. O. Hirschfelder professzornak a sok stimuláló 
és gyümölcsöző beszélgetésért, melyet a perturbációszámításról folytattak. 
Fordította: Csikor Ferenc 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
A „CSOMÓK KIKÜSZÖBÖLÉSE" 
A KVANTUMMECHANIKÁBAN* 
P. A. M. DIRAC 
1. Bevezetés 
A klasszikus mechanika törvényeit általánosítanunk kell, ha őket atomi 
rendszerekre alkalmazzuk. Az általánosítás abban áll, hogy a dinamikai változók 
szorzásának kommutatív törvénye bizonyos kvantumfeltételekkel helyettesítendő 
melyek éppen elégségesek ahhoz, hogy lehetővé tegyék xy— yx kiszámítását adott 
x és y mellett. Ebből következik, hogy a dinamikai változók nem lehetnek a tízes 
számrendszerben kifejezhető közönséges számok (az ilyen számokat c-számoknak 
fogjuk nevezni), hanem különleges fajtájú számoknak tekintendők (az ilyeneket 
//-számoknak fogjuk nevezni), melyeknek mibenléte pontosan nem írható körül, 
amelyeket azonban felhasználhatunk valamely dinamikai probléma algebrai meg-
oldására, szoros analógiában azzal, ahogy a megfelelő klasszikus változókat hasz-
náljuk fel.1 
A dinamikai változóknak adott nevekre az egyetlen igazolást a klasszikus elmé-
lettel fennálló analógia szolgáltatja; ha pl. azt mondjuk, hogy x, y, z az elektron 
Descartes-koordinátái, ezen csak azt értjük, hogy x, y, z olyan (/-számok, amelyek 
a probléma kvantumos megoldásában hasonló módon jelennek meg, mint az elektron 
Descartes-koordinátái a klasszikus megoldásban. Megtörténhet, hogy egyszerre 
két vagy több g-szám analóg ugyanazzal a klasszikus mennyiséggel (ez az analógia 
természetesen nem tökéletes, és a különböző (/-számokra más és más tekintetben 
érvényes); így ezek a (/-számok ugyanarra a névre formálhatnak igényt. Ilyen helyzet 
ál! elő, ha azt vizsgáljuk, mely (/-számokat nevezzünk valamely többszörösen perio-
dikus rendszer frekvenciáinak, hiszen vannak pályafrekvenciák és átmeneti frekven-
ciák, s mind a ketten bizonyos tekintetben megfelelnek a klasszikus frekvenciáknak. 
Ilyen esetben el kell döntenünk, a klasszikus változó tulajdonságai közül melyek 
a legfontosabbak dinamikailag, és az a (/-szám választandó a megfelelő kvantum-
változónak, amely rendelkezik ezekkel a tulajdonságokkal. 
Néhány részecske vagy elektron — melyek mozgásukat centrális erőtérben, 
egymást perturbálva végzik — dinamikai problémájának klasszikus tárgyalásában 
kiindulásképpen mindenkor elvégezzük a probléma kezdeti leegyszerűsítését, 
mely „a csomók kiküszöbölése" néven ismert; ez abban áll, hogy kanonikus transz-
formációt alkalmazunk, mely az elektronok Descartes-féle koordinátáit és impul-
zusait olyan kanonikus változók rendszerébe viszi át, amelyek három kivételével 
függetlenek a rendszereknek mint egésznek az irányításától, míg ez a három az irányí-
* Proc. Roy. Soc., 111A, 281 (1926). 
1
 Proc. Roy Soc., llOA, 561 (1926). Az ezen dolgozat 1—4. szakaszaiban megadott módszert 
használjuk fel itt. 
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tást határozza meg. Ha külső erőtér nincs jelen, a Hamilton-függvénynek, ha azt 
az új változók segítségével fejezzük ki, függetlennek kell lennie ettől a három vál-
tozótól, ami a mozgásegyenleteket egyszerűbbé teszi. Meg lehet mutatni, hogy az 
új változók a következőképpen választhatók: minden egyes elektron r távolsága 
a középponttól, az impulzus pr radiális komponensével mint konjugált változóval, 
a rendszer teljes impulzusmomentumának adott, mondjuk z-irányú M. komponense 
(ezt másképpen p-vel is jelöljük), a teljes impulzusmomentum ezen irány körül mért 
azimutjával mint konjugált változóval; egyetlen elektronból álló rendszer esetében 
a fennmaradó új változóknak választhatjuk az impulzusmomentum к nagyságát, 
a pályasíkban mért, a rádiuszvektor, valamint a pályasík és az Yy-sík metszésvonala 
által közbezárt 0 szöggel mint konjugált változóval; két elektron esetében viszont 
a fennmaradó új változóknak a két elektron k, W impulzusmomentumai, és — kon-
jugált változókként — a rádiuszvektorok és a csomóvonal által közbezárt 0, 0' 
szögek, valamint a j teljes impulzusmomentum, és konjugált változóként a csomó-
vonalnak a j iránya körül mért ф azimutja választható. Nem különböznek a transz-
formáció tulajdonságai lényegesen kettőnél több elektron esetében sem, mivel úgy 
gondolhatjuk, hogy az elektronok egy kivételével egy belső rendszert vagy törzset 
képeznek, mely a kételektronos rendszer második elektronjának szerepét játssza oly 
módon, hogy a törzs j momentuma az egész rendszer /с'-jének, a törzs ф-)е a rendszer 
0'-jének szerepét tölti be, míg к és k' eredőjének nagysága az egész rendszer y'-je, 
а к és k' vektorokra merőleges síkok metszésvonaiának ezen eredő körül mért 
azimutja pedig а ф. Valamennyi új változó független a rendszernek mint egésznek 
az irányításától, kivéve a p, q> és ф (ill. egy elektron esetében a 0) változókat. 
A k, k',j és p változókat hatásváltozóknak, kanonikus konjugáltjaikat szögváltozók-
nak nevezhetjük. 
A jelen dolgozat célja elvégezni a probléma megfelelő előzetes leegyszerűsítését 
a kvantumos tárgyalásban bizonyos kvantumváltozók bevezetésével, melyet ugyan-
csak r-nek, pr-nek, k-nak, 0-nak stb. nevezünk majd; ezek tulajdonságai a vizs-
gálat folyamán igen hasonlóknak fognak bizonyulni a klasszikus változókéihoz. 
A kvantumváltozók természetesen nem szemléltethetők geometriailag. A geometriai 
összefüggéseket, melyeket a klasszikus változók kielégítenek, analitikus alakban 
kell kifejeznünk, s azután megpróbálhatunk olyan kvantumváltozókat találni, 
amelyek ugyanazon algebrai összefüggéseknek tesznek eleget. Ha valamely klasszikus 
változó független a rendszernek mint egésznek az irányításától, a megfelelő kvantum-
változónak invariánsnak kell lennie az 
x = liX + m1y + n1 z, px = l1px + ni1py + nlpz, 
y = l2x + m2y + n2z, py = l2 px + m2py + n2pz, 
z = l3x + m3y + n3z, pz = l3px + m3py + n3pz 
(1) 
transzformációval szemben, ahol az 1-е к, ш-ек és и-ек c-számok, melyek ugyanolyan 
összefüggéseknek tesznek eleget, mint a koordinátatengelyek elforgatását leíró 
klasszikus koefficiensek. Az új változóknak természetesen mind valósaknak kell 
lenniök, ezenkívül a 0, 0', ф és tp szögváltozóknak biztosítaniok kell, hogy a Descartes-
koordináták, ha azokat az új változókkal kifejezzük, 0-ban, 0'-ben, ф-Ъеп és <p-ben 
többszörösen periodikusak legyenek 2л periódussal. Végezetül az új változók leg-
lényegesebb tulajdonsága az, hogy kanonikusaknak kell lenniök, amiről csak úgy 
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győződhetünk meg, hogy kiszámítjuk valamennyi Poisson-féle zárójeles kifejezésüket, 
a változókat páronként véve. 
Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk különösképpen azzal, hogy mi a rend-
szer Hamilton-függvénye. Egyszerűen egy kanonikus transzformációt kívánunk 
találni, mely a Descartes-féle koordinátákat és impulzusokat átviszi az új változókba: 
az r-ekbe és pr-ekbe, valamint a hatás- és szögváltozóknak nevezett változókba. 
Ezek csak akkor lehetnek valóban hatás- és szögváltozók, ha a Hamilton-függvény 
csak az r-eknek, a /;r-cknek és a hatásváltozóknak a függvénye. Ebben az esetben 
ahhoz, hogy teljessé tegyük a dinamikai probléma megoldását, olyan kanonikus 
transzformációt kell keresnünk, mely az r-eket és pr-eket további hatás- és szögvál-
tozókba viszi át; ily módon a korábbi szögváltozókhoz az r-eknek és a p r-eknek 
bizonyos függvényei járulhatnak. Ha a Hamilton-függvény nem tesz eleget ennek 
a feltételnek, úgy a jelen dolgozatban bevezetett hatás- és szögváltozók a kanonikus 
változóknak egy előzetes rendszerét képezik, melyből a végső uniformizáló változók 
további kanonikus transzformációval nyerhetők. Meg lehet mutatni, hogy az elektron 
kinetikus energiája csupán az r-eknek, a pr-eknek és a hatásváltozóknak a függvénye, 
így ha a teljes tér, amelyben az elektron mozgását végzi, közelítőleg centrális vagy 
szimmetrikus a z-tengely körül, a Hamilton-függvény csupán egy kis mennyiségben 
fog különbözni az r-eк, a pr-ek és a hatásváltozók valamely függvényétől, úgyhogy 
a további kanonikus transzformáció a perturbáció-elmélet segítségével végezhető el. 
Ha külső erőtér nem hat, a Hamilton-függvény mindenképpen csak azoknak az új 
változóknak a függvénye lehet, amelyek invariánsak az (1) transzformációval szem-
ben, minthogy evvel a transzformációval szemben maga a Hamilton-függvény is 
invariáns. 
2. Előkészítő algebrai összefüggések 
Legyenek x, y, z és px,py,pz valamely elektron Descartes-féle koordinátái 
és impulzusai. Valamely adott elektron koordinátáinak és impulzusainak bármely 
függvénye kommutál valamely másik elektron koordinátáinak és impulzusainak 
bármily függvényével. Definiáljuk r-et és pr-et az 
r = (x2+y2 + z2)i, (2) 
rPr = xpx + ypy + zpz - ih (3) 
képletekkel. Minthogy r kommutál x-szel, j-nal és z-vel, kapjuk: 
[r, rpr] = x [r, px] +y [r, /;,,] + z [r, pz]. 
Fennáll 
[r,pA = [(x2+y2 + z2)i,Px] = xl(x2 + y2 + z2)i = x/r, 
és hasonló egyenletek érvényesek [r, py\-ra és [r, pz]-re. így tehát 
[r, rpr] = (x2 + y2 + z2)/r = r, 
vagy 
[r,Prf = 1. 
Eszerint r és pr kanonikusan konjugáltak, s azokat az új változók egyik párjának 
vehetjük, minthogy nyilvánvalóan invariánsak az (1) transzformációval szemben. 
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A —ih tagot a (3) egyenletbe a szimmetria kedvéért írtuk be, és azért, hogy pr-et 
valóssá tegyük; a konjugált imaginárius egyenlet ugyanis, melyet /-nek - / - ve i 
való helyettesítése útján és az egyes szorzatok tényezőinek sorrendjét ellentétesre 
változtatva nyerünk, 
Prr = Pxx +py y +p: z + ih, (3') 
s ez megegyezik a (3) egyenlettel. 
Az elektron impulzusmomentumának komponenseit2, miként a klasszikus 
elméletben is, az 
mx = ypz - zpy, my = zpx - xpz, mz = xpy - ypx 
képletek definiálják. Közvetlenül kapjuk innen az 
xmx + ymy + zmz = 0 (4) 
azonosságot ugyanúgy, mint a klasszikus elméletben. Kapjuk továbbá: 
[mz,x] = [xpy-ypx,x] = . "j> St-xi — У г I 
[m z ,y \ = [ x p y - y p x , y \ = - x , J (5) 
[mz, z] = \xpy-ypx,z] = 0, (6) 
és hasonlóképpen: 
[mz, px] = py, [mz, py] = -px, (7) 
[и, ,PS] = 0; (8) 
fennállnak a megfelelő összefüggések mx-re és /я,,-га is. Ezenkívül kapjuk: 
[mx,my] = [mx,zpx-xp2] = [mx, z]px- x[mx,pz] = -ypx + xpy = mz, 
és hasonlóképpen: (9) 
[my, mz] = mx, [mz, mx] = my. 
A dolgozat további részében örökösen ezeket az összefüggéseket fogjuk használni. 
Az (5), (7) és (9) egyenletek könnyen észben tarthatók, tekintettel arra a tényre, 
hogy amíg az (xyzx ) ciklikus sorrendet megőrizzük, a + jel lép fel, a fordított sorrend 
mellett pedig a — jel. 
A (2), (5) és (6) egyenletekből 
[r2,mz] = [x2 + / , mz] = -2xy + 2xy = 0, 
a (3), (5), (6), (7) és (8) összefüggésekből 
[rpr,mz] = [xpx + ypy,mz] = -урх~хру + хру+урх = 0 
következik, úgyhogy r és pr kommutál m,-vel, a szimmetria folytán mx-szel és w;},-nal 
is, ennélfogva r és pr kommutál az impulzusmomentumok bármely függvényével. 
Legyen 
м
х
 = 2mx> м
у
 = 2my M- = 
2
 Ezen szakasz impulzusmomentum-összefüggéseit tőlünk függetlenül megkapta Born, Heisen-
berg és Jordan is [Zeits. f. Phys., 35, 557 (1926)]. 
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ahol az összegezés kiterjed az összes elektronra. Az egyes elektronokra vonatkozó 
(5), (6) képletekből tüstént kapjuk: 
[M:,x]=y, [Mz,y] = -x, [Mz,z] = 0 . (10) 
Kapjuk továbbá: 
[Mx, My] - [Zmx, 2my\ = 2ímx, = 2mz = M,,-
és hasonlóképpen 
[My,Mz] = Mx, [Mz,Mx] = My. 
(H) 
Legyen 
m2x + m
2
y + m
2
z = m
2
. 
A (9) összefüggésből kapjuk: 
[m2, т.] = [m2x + m2, mz] = — my mx — mx my + mx my + my mx = 0, 
m2 tehát kommutál w.-vel, s így m^-szel és m^-nal is. Hasonlóképpen ha 
M2 + M2 + M2Z = M2, 
úgy M2 kommutál Meszel, My-nal és Mz-\e 1. 
Az elektron kinetikus energiája a p2x+p2y+ pl kifejezéssel arányos. A (2), (3) 
és (3') képletek segítségével kapjuk: 
>n2 = Z(yPz-zPy)2 = 2 (}'Pz УРг + zpy zpy ypz zpy - zpyypz) = 
xyz xyz 
= 2 ( y 2 P z + z2Py -УРуPz 4 - zpzpy y - xpxpxx + x2p\ - 2ihxpx) = 
xyz 
= (x2 + y2 + z2) (pl +p2y +pl)-(xpx + ypy + zpz) (pxx+pyy+pzz + lik) = 
= r2(pl +p2y +p\) - (rpT + ih) (pr r + /70 = 
= r2(p2x+p2y+pD-r2p2r. 
így tehát 
P2x+P2y+P2z = P2 + m2lr2 (12) 
mint a klasszikus elméletben. Az m2 mennyiséget mint a hatásváltozók függvényét 
fogjuk kifejezni, így a rendszer kinetikus energiája az r-ek és a pr-ek, valamint a 
hatásváltozók függvénye lesz. 
A továbbiakban nem fogunk az r-ekkel és д
г
-екке1 foglalkozni, csupán arról 
bizonyosodunk meg, hogy azok kommutálnak a bevezetésre kerülő hatás- és szög-
változók mindegyikével; ez szükséges ahhoz, hogy változóink kanonikusak legyenek. 
3. Hatásváltozók 
A klasszikus elméletben a bevezetendő hatásváltozók egyike (а к változó) 
éppen w-mel egyenlő. А к kvantumváltozó nem szükségszerűen egyenlő m-mel, 
úgy kell azonban megválasztani, hogy a vele kanonikusan konjugált 0 változónak 
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y , y és z periodikus függvénye legyen, 2n periódussal. Ha a klasszikus elméletben 
valamelyik koordinátát, mondjuk a z-t, a szögváltozókban Fourier-sorba fejtjük, 
az e"'9 tagok együtthatói mind eltűnnek, kivéve ha n = + 1 . Ez analitikusan kife-
jezhető a B2z/d92 = — z egyenlettel, vagya Poisson-zárójel segítségével: [А, [k, z]] — 
= — z. Megpróbáljuk oly módon választani к kvantumváltozónkat, hogy 
[к, [k, z]J=-z (13) 
teljesüljön. Ez az összefüggés biztosítaná, hogy z-t kifejezve az új változók segít-
ségével, az periodikus lenne 0-ban 2л periódussal, ezenfelül a Fourier-kifejtésben 
minden együttható eltűnnék, kivéve az e'9 és e - ' 9 tagokét. Ekkor a megszokott 
kiválasztási szabály következnék k-ra. 
A (13) egyenletből kapjuk: 
[A2, [k, z]] = A[A, [k, z]] + [A, [k, z]]A = - ( A z + zA), 
és így 
[k2, [A2, z]] = A[A2, [k, z]] + [к2, [k, z]]A = — (k2z + 2kzk + zk2) = 
= - 2 (A2z + zk2) + (k2z - 2 kzk + zk2) = 
= -2(A2z + zA2)-A2[A, [k, z]] = 
= — 2(A2z + zk2) + h2z 
vagy 
i [к2, [A2, z]] = - ( k 2 - \ h 2 ) z - z ( k 2 - i h 2 ) . (14) 
Az (5) és (6) összefüggésekből következik: 
\[m2,z\ = \{m2x-\-m2,z\ = %(-ymx — mxy + xmy +myx) = 
= m y y — mx y + ihz = myx—ymx = xmy — mxy. 
Hasonló képletek érvényesek %[m2, y]-re és \ [m2, _y]-ra is. így tehát 
\ \m2, [m2, z]] = my [m2, x] — mx [m2, y] + ih [m2, z] — 
= m
 y 2 (утг — m y z) — mx 2(mxz — xmz) + ih [m2, z] = 
= 2 (mx x + my y + mz z) mz — 2 (m\ + m2 + m2S) z + ih [m2, z] = 
= —2m2z+ (m2 z — zm2) = 
= -m2z — zm2. (16) 
Összehasonlítva ezt a (14) egyenlettel látjuk, hogy azok megegyeznek, ha 
m2 = k2-\h2 = kxkt, (17) 
ahol 
ky = k + ^h, k2 = k-\h. 
(Általában az 1 indexet, valamely hatásváltozóhoz függesztve, ezen változó \ A-val 
megnövelt értékének, a 2 indexet pedig a változó \ A-val csökkentett értékének 
jelölésére fogjuk használni.) 
(15) 
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A (17) összefüggéssel definiált к mellett a (14) egyenlet következik a (16) egyen-
letből, a (13) egyenlet azonban nem szükségképpen következik a (14) egyenletből. 
A (13) egyenletet, a megfelelő 
[к, [k, xj] = - X , [к, [к, y]\ = -y (18) 
egyenletekkel együtt felhasználhatjuk arra, hogy kiegészítsük к definícióját, amelyet 
előzőleg csak A2-en keresztül fogalmaztunk meg. Valószínűnek látszik, hogy általá-
ban a kvantumalgebra valamely algebrai egyenletének végtelen sok gyöke van; 
pl. az xa — ax = b algebrai egyenlet analóg a klasszikus elmélet differenciálegyen-
leteivel, és annak általános megoldása tetszőleges c-számokat tartalmaz. Ésszerűnek 
látszik tehát, hogy szükség esetén két vagy több egyenletet használjunk fel valamely 
q-szám meghatározására, feltéve, hogy ezek az egyenletek összeférnek, mint esetünk-
ben. 
Megvizsgálhatjuk a (13), (18) kiegészítő feltevések szükségességét A-nak a Born, 
Heisenberg és Jordan által használt mátrix-módszerrel megadott definíciójában.3 
Ha (14)-et mátrixegyenletnek tekintjük, és mindkét oldal (pm) komponenseit 
egyenlővé tesszük, a kapott összefüggés végeredményben megegyezik Born, Heisen-
berg és Jordan (22) egyenletével (Kap. 4; eltekintve attól, hogy Born, Heisenberg 
és Jordan m helyett M-et használja, z helyett pedig x-nek, +-nak és z-nek egy X 
lineáris függvényét). Ebből a szerzők levezetik, hogy valamennyi X(nm) komponens 
eltűnik, kivéve azokat, amelyek A-nak az 
an = ± a m ± 1 (23) Kap. 4. 
összefüggést kielégítő a„, a,„ értékeit kötik össze. Mi azonban azt kívánjuk, hogy 
az X(nm) komponensek valamennyien eltűnjenek, kivéve ha 
an = am± 1. (23') Kap. 4. 
Born, Heisenberg és Jordan azt állítja, hogy A negatív értékei figyelmen kívül 
hagyhatók az általánosság megsértése nélkül, ez azonban csak akkor igazolható, 
ha meg tudjuk mutatni: pozitív A-tól negatív A-hoz vezető átmenetek nem fordul-
hatnak elő. Ezt kiegészítő feltevés nélkül nem tehetjük meg. Ha ugyanis valamely 
mátrix-reprezentációban minden X(nm) eltűnik, kivéve ha (23') Kap. 4. ki van elé-
gítve, abból más reprezentációkat nyerhetünk, amelyekre ez a feltétel nem teljesül, 
hanem csak az, hogy minden X(nm) eltűnik kivéve ha (23) Kap. 4. ki van elégítve; 
ezeket a reprezentációkat oly módon kapjuk, hogy a A mátrixban felcserélünk 
néhány olyan sorpárt, valamint a megfelelő oszloppárokat, amelyekre az a„-ek 
nagyságukat tekintve egyenlők, de ellentétes előjelűek (ez az eljárás ugyanis nem 
érinti azokat a mátrixegyenleteket, amelyekben A csak A2-en keresztül szerepel). 
A (13), (18) egyenletek szolgáltatják a szükséges kiegészítő feltevést. 
További hatásváltozóként vehetjük az Mz mennyiséget, mely mondjuk =p; 
(10)-ből ugyanis következik: 
[p,[p,y]\ =-[P,A = - y ] 
3
 Born, Heisenberg és Jordan, loc. cit. 
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Ezek az egyenletek azt mutatják, hogy x és y periodikus függvénye ç>-nek, a p-vel 
konjugált változónak, 2л periódussal, és hogy azok Fourier-sorfejtésében minden 
együttható eltűnik, kivéve az e1'", e-"*' tagok együtthatóit. Minthogy továbbá 
[p,z] = 0, valamennyi együttható eltűnik z Fourier-sorfejtésében, kivéve a <p-től 
független tagok együtthatóit. Ebből következnek a p-re vonatkozó kiválasztási 
szabályok. 
Ha a rendszer több elektront tartalmaz, j-t (17) analógiájára az 
M 2 = f - l h 2 = j J 2 (20) 
képlettel definiálhatjuk, és j-t hatásváltozónak vehetjük, miután —amint azt később 
meg fogjuk mutatni — találhatók olyan px, py, pz mennyiségek, amelyekre teljesül 
[ j , [ j , úri] = - ú* > [ . j , [ j , /(•]] = - Ну. [À VU úri] = ~Hz- (21) 
A 2. szakasz eredményeiből nyilvánvaló, hogy j, p, továbbá valamennyi к felcserél-
hető r-rel és p r-rel, és felcserélhetők egymással is, és hogy / és a k-k invariánsak az (1) 
transzformációval szemben. 
4. Szögváltozók 
A klasszikus elméletben minden w szögváltozó valamely eiw kifejezés segítségé-
vel van megadva, mely egyenlő két konjugált imaginárius mennyiség viszonyával; 
azaz pl. 
ahol a és b valós. Ez természetesen valós w-t határoz meg; ha ugyanis (22)-ben i 
helyére —út írunk, az összefüggés helyes marad. A kvantumelméletben e'w-re két, 
(22)-nek megfelelő definíciós összefüggést is felírhatunk: 
eiw =
 [a+ib)fihb\ és 
ezek egyike sem határoz meg azonban valós w-t. A (22) összefüggés korrekt kvan-
tumos általánosítása a szimmetrikusabb 
eiw(a-ib)eiw = a + ib (23) 
reláció. Ha mindkét oldal konjugált imaginárius kifejezését egyenlővé tesszük, 
e~iw(a + ib) e~iw = a-ib 
adódik, ami ekvivalens (23)-mal, úgyhogy az ily módon definiált w valós. A (23) 
egyenletet e lw-re kétféleképpen is megoldhatjuk; egyrészről 
eiw(a — ib)eiw(a — ib) = (a + ib){a-ib), 
ahonnan kapjuk : 
elw(a-ib) = {(a + ib)(a-ib)}i = {(a+ib) (a-ib)}-* (a + ib) (a-ib), 
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úgyhogy 
eiw = {(a+ib)(a-ib)}-*(a + ib), (24) 
másrészről 
(a - ib) eiw (a - ib) eiw = (a - ib) (a + ib), 
ahonnan az 
eiw = (a + ib){(a-ib)(a + ib)}~i (25) 
eredményt nyerjük. 
Tegyük fel most, hogy 7 hatásváltozó, melyre fennáll 
[ J , a ] = b, [J,b]=-a. (26) 
Kapjuk : 
[.J, a+ ib\ = b — ia - — i(a + ib), 
[J, a — ib] = b + ia = i(a — ib), 
úgyhogy 
J(a + ib) = (a + ib)(J+h), 1 
J(a - ib) = (a-ib)(J-h), J ( 2 7 ) 
és 
J(a + ib)(a - ib) = (a + ib)(J+h)(a - ib) = (a + ib)( a - ib)J; 
J tehát felcserélhető az (a + ib)(a — ib) szorzattal. A (24) vagy a (25) összefüggésből 
kapjuk tehát: 
Jeíw = eiw(J+h), 
vagy 
[eiw, J\ = ieiw. 
Szigorúan véve a [w,J] = 1 összefüggés nem következik ebből, minthogy azonban 
vv csupán az eiw kifejezésben lép fel a formalizmusban, az [eiw, J] = ieiw összefüggés 
elégséges ahhoz, hogy megmutassuk; vv-t vehetjük a У-hez konjugált változónak. 
A (26) összefüggésből 
[J,[J,a\\=-a (28) 
következik. Eszerint abból a célból, hogy meghatározhassuk a J hatásváltozóhoz 
kanonikusan konjugált vv szögváltozót, keresnünk kell egy a mennyiséget, mely 
eleget tesz (28)-nak és amely felcserélhető az összes többi hatásváltozóval; ezután, 
ha ilyen található, w-t definiáljuk (23)-mal, ahol b egyenlő [J, a]-val. Az igy definiált 
ív valós, konjugáltja 7-nek, és felcserélhető a többi hatásváltozóval. Természetesen 
igazolni kell még, hogy 7 kommutál r-rel és pr-rel. (A klasszikus elméletben a-nak 
a következő feltételeket kell kielégítenie: periodikusan kell változnia a koszinusz-
törvény szerint, ha w egyenletesen növekszik és a többi új változó konstans marad, 
és konstansnak kell maradnia, ha az r-ek, a pr-ek, a hatásváltozók, valamint vv 
rögzítettek, a többi szögváltozó pedig tetszőlegesen változik.) 
A 3. szakaszban tárgyalt к változó kanonikus konjugáltjának, a S szögváltozó-
nak meghatározásához felhasználjuk a [A, [k, z]] = — z összefüggés ismeretét, 
valamint z és p felcserélhetőségét; így tehát egyetlen elektront magában foglaló 
rendszer esetében, amikor nincs több hatásváltozó, 9 definíciójának vehetjük az 
e'fz - i[k, z])e'9 = z + i[k,z] (29) 
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összefüggést. Ha a rendszerben több elektron van jelen, a számára más értéket kell 
választanunk, minthogy z nem kommutál /'-vei. Nyilvánvaló, hogy a 5 szögváltozó, 
melyet (29) vagy 
e'9 = {(z + i(k,z])(z-i[k,z]))-fiz + i[k,z)) 
definiál, r-rel felcserélhető, minthogy z és к felcserélhető r-rel. Annak igazolásához, 
hogy pr-rel is kommutál, felhasználjuk a 
[z, rpr] = z 
vagy 
z(rpr) = (rpr + ih)z 
összefüggést. Ennek az egyenletnek igaznak kell maradnia, ha z-t (z + i[k, z])-vel, 
(z — i[k, z])-vel vagy {(z + i[k, z])(z — i[k, z])}*-vel helyettesítjük.4 Ebből következik, 
hogy e'3 kommutál rpr-rel és így pr-rel is. A (27) összefüggésből kapjuk a 
k f z + i[k, z]) = (z+i[k, z])ky (30) 
egyenletet, melyre később szükségünk lesz. 
Ugyanígy definiálhatjuk a cp szögváltozót, mely p kanonikus konjugáltja; 
a-t Mx-szel választjuk egyenlőnek: a = Mx, tudjuk ugyanis, hogy [/?,[//, Mx]\ = 
= — Mx, és hogy Mx felcserélhető valamennyi k-\al és y'-vel. Kapjuk tehát: 
ei(p(Mx — iMy) е'ф = Mx + iMy. 
Nyilvánvaló, hogy r és pr felcserélhető cp-ve 1, minthogy Mx-szel és M,,-nal felcseréi-
betők. 
A (23), (24), (25) egyenleteket, melyek a tipikus w szögváltozóra vonatkoznak, 
a leghasznosabb az 
a + ib = {(a + ib) (a - ib)}* eiw = eiw {(a - ib) (a + ib)}*, 1 
a-ib = {(a-ib)(a+ib)}*e~iw = e~iw {(a+ib)(a-ibj}*\ 
alakba írni. Valahányszor ezeket az egyenleteket használjuk, ki kell számítanunk 
a + ib és a — ib szorzatait. Abban az esetben, amikor a egyenlő Mx-szel, b pedig 
My-nal, kapjuk: 
(Mx + iMy) (Mx - iMy) = Ml + Ml — i (Mx My — My Mx) 
= M2-Ml + hMz = f -\h2-pl + hp 
= f - p h 
úgyhogy a (31) egyenletek a következő alakot öltik: 
Mx + iMy = ( f i - piff е"» = е"» ( f i - p f ) fi 1 
Mx-iMy = (fi-plffe-** = e->(fi-piy. ] ( 
A (z + i[k, z])(z — i[k, z]) szorzat kiszámítása nem olyan könnyű. Az általá-
nosabb (z + i[k, z])(C — i[k, C]) szorzatot fogjuk kiszámítani, ahol a c, i], ( mennyisé-
gek a (4)-gyel, (5)-tel és (6)-tal analóg összefüggéseknek, valamint az my-ra és mz-re 
4
 Ez nem szigorú okoskodás, de igazolhatónak látszik. 
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vonatkozó, (5)-nek és (6)-nak megfelelő összefüggéseknek tesznek eleget, amelyek-
ben X, y, z helyét é, t/, £ foglalja el. A későbbiekben szükségünk lesz erre az ered-
ményre. A é, Ц, С mennyiségeknek ki kell elégíteniök a (4), (5) és (6) mindazon követ-
kezményeivel analóg összefüggéseket, amelyek bizonyításához nem kell felhasz-
nálni azt a tényt, hogy az x, y, z mennyiségek egymással kommutálnak [ilyen össze-
függések pl. (15) és (13)]; fel kell azonban tennünk, hogy a (13), (18) kiegészítő fel-
tevések, melyek к definíciójához szükségesek, igazak a t], £ mennyiségekre. 
A (15) összefüggésből, melyben m2-et A2-teI helyettesítettük, kapjuk: 
k[k, z] + [к, z]k = [A2, z] = 2(myx — mxy + ihz). 
A (13) képletből következik továbbá: 
A[A, z] - [A, z]A = ih\Jc, [A, z]] = - ihz. 
Eszerint 
A [A, z] = myx—mxy + \ ihz, (33) 
és hasonlóképpen 
A [A, Q = my é - mx rj + i Щ . 
A (4) összefüggés alapján írható: 
mz zmz Ç = (mx x + myy) (mx Ç + my rj), 
így tehát 
(my x — mxy) (my Ç - mx t]) + mz zmz Ç = 
= my (xmy + ymx) é + mx (ymx + xmy) ц + 
+ mx(xmx — уmy) é + my (ymy — xmx) r\ = 
= my (my x + mx y)é + mx (imx y + myx)t] + 
+ mx К x-myy)é + my (my y-mxx)t] = 
= (m'í + w2) (xé + уц) — ihmz yé + ihmz xt]. 
Felhasználva ezt az eredményt, valamint (30)-at, kapjuk: 
k(k — h)(z + i [A, z]) (C — i [A, £]) = 
= A(z + /[A,z])A(C-/[A, £]) = 
= {A2 z + i (my x - mx >')} {Ax Ç - / (my £ - mx >])} = 
= (my x — mxy) (my Ç-mxrj) + {k2z + i (my x-mx >>)} Aj £ -
- ik2 z (my é — mx t]) = 
= (m% + my) (x£ + yt])-m2zz( + ihm. (xrj - yç) + 
+ A2 {Аз z + i (my x - mx у ) } Ç — /А2 z (my £ — mx rj) = 
= (ki k2 — mz) (x£ + yrj) + (kl - mz) z( + ihmz (xt] - yé) -
- ik2{-(myx - mxy) ( + (myz — ihx) i;-(mxz + ihy) »/} = 
= (kl - m2f (x£ + yt] + zQ + ihmz (xt] - yé) -
- ik2 [mx(yé - ztj) + mfizé - xQ}. (34) 
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Vegyük most C-t, )j-t és C-t x-szel, y-nal és z-vel egyenlőnek. A (34) egyenlet a követ-
kező egyszerű eredménybe megy át : 
k(k-h)(z + i [k, z]) (z - i [k, z]) = (A! - ml) r2. (35) 
5. A transzformációs egyenletek egyelektronos rendszerre 
Ha a rendszer egyetlen elektronból áll, az új kanonikus változók r é s p r mellett: 
а к [ezt (17) definiálja] és p ( = m.) hatásváltozók, valamint a 5 és cp szögváltozók 
[ezeket (29) és (32) határozza meg], A (35) összefüggés segítségével a (29) transz-
formációs egyenlet a (31) alakra hozható. Az eredmény 
z + i[k,z] = rk-i(k-h)-*(kl-p2)iei!> = 
= rk-i(kl-p2)*emk~i = rk-*ei!>(kl-p2)±k-i, 
z—i[k,z] = rk-i(kl-p^e-iBk-i = rk'í е-а(А|-р2)* 
(36) 
Már megmutattuk, hogy az új változók kielégítik mindazokat a feltételeket, amelye-
ket ki kell elégíteniök; kivétel csupán a [.9, cp] = 0 feltétel. Ennek az összefüggésnek 
a bizonyítása nem nagyon könnyű, azonban szerencsére annak nincs semmi fontos 
szerepe a dinamikában; ha ugyanis ez a reláció nem volna igaz, ami 9és (p változóink 
az igazi, A-hoz és p-hez konjugált változóktól csupán olyan valós mennyiségekben 
különböznének, amelyek csupán к és p függvényei, s ennélfogva állandók. A Fourier-
sor alakjában előállított x, y, z mennyiségek amplitúdói ennélfogva változatlanok 
maradnak. 
Annak bizonyítására, hogy az eredeti változókat az új változókba transzfor-
máló transzformáció kontakt transzformáció, a korábbiakban már megadott mód-
szernél egyszerűbb módszer is megadható; eszerint feltesszük, hogy az új változók 
kanonikusak és kielégítik a kvantumfeltételeket, és ebből levezetjük, hogy az eredeti 
változók kanonikusak. Célszerű bevezetni a következő változókat: 
C1 = = e i ^ + v f k + p + lh)* , 
C2 = (k-p-ihfiei"-3-^ = eiw-^ik-p+íh)*, 
könnyű igazolni, hogy ezek kanonikus változók. Kapjuk: 
íili = —i(k+p — fh), »ix Ci = -Цк+р + Щ, 
Í2I2 = - i ( k - p - № , r)2 C2 = - i ( k - p + ih). 
A transzformációs egyenletek most a következő egyszerű alakba í rhatók: x+iy = -irk-4tl-r1t)k-i, 
x-iy = irk-t(t22-tll)k-K 
z = irk-ii^^+rh r]2)k-i; 
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mx + imy = iA q2, 
mx-imy = i£2 г)г, 
™z = У К г Ч х - ^ Ч г ) , 
xpx+ypv + zpz = rpr + ih; 
ennek alapján könnyen igazolható, hogy x, y, z px, py, pz kanonikusak, ha feltesszük, 
hogy а £-к és q-k kanonikusak. Egyébként ez a módszer mutatja, hogy a korábban 
bevezetett 0, cp változók valóban kommutálnak. 
A (37) egyenletek képezik egyben a legalkalmasabb összefüggéseket a külön-
böző rezgési komponensek amplitúdóinak kiszámítására. Közvetlenül kapjuk 
(37)-ből: 
x + iy = 
(k 
A* (A-A)* 
-р + ЩЦк-р-
k*(k+hy 
У
 *
r \ ki(k-hУ e + 
+ 
(к+р + щцк+р + ihy 
kak+hy ' ' 
-i(» + ip) 
- 4 
(к+р-ЩАк-Р-Ш 
к*(к — hy 
(к+р+щук-р- -ihy 
А*(А + Л)± r » } . 
(38) 
A (37) egyenletek egyszerűsége annak folyománya, hogy a rendszer minden 
egyes rezgési komponenséhez hozzárendelhetjük két-két olyan Ç, q változó szor-
zatát, amelyek nem konjugáltak. Több elektron esetén túl sok a rezgési komponens 
semhogy ezt meg lehetne tenni, úgyhogy ilyen rendszerekre nem állnak fenn(37)-nek 
megfelelő egyenletek. 
6. Transzformációs egyenletek kételektronos rendszerre 
Foglalkozzunk most egy két elektronból álló rendszerrel, és a második elektronra 
vonatkozó mennyiségeket vesszővel különböztessük meg: x', p'x, m'x, k ' . Új változók-
ként, az r,pr, r',p'r változók mellett, A-t [ezt (17) definiálja], A'-t, p-t és j-t [melyet 
(20) definiál], valamint az ezekhez konjugált (alább definiálandó) 0, 0', cp és ф 
szögváltozókat választjuk. 
Mint korábban is, <p-t a (32) egyenletekkel definiáljuk. A 0 változó definíciójá-
nak megadásához a (29) képletben a z-t valamely más mennyiséggel kell helyettesí-
tenünk, mely ugyancsak kielégíti (13)-at és amely felcserélhető A'-vei, /7-vel és /-vei. 
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Az xm'x+ym'y + zm'z ( = q • m' ; itt a pont a skaláris szorzat jele, q pedig az x, y, z 
komponensekkel rendelkező vektort jelenti) mennyiség a kívánt tulajdonságú, 
minthogy (18) folyományaképpen 
es 
[к, [к, q • m']] = [к, [к, q]] • m' = - q • m', 
[q - m', k ] = 0, 
tekintettel arra, hogy к ' kommutál az m'x, m'y és m'z komponensekkel; (4)-ből követ-
kezik továbbá 
q • ni' = q • (M - m) = q • M, 
úgyhogy 
[q-m',/7] = [q • M, M2] = [xMx + yMy,Mz] = - yMx-xMy + xMy+yMx = 0. 
Szimmetriaokokból kapjuk: 
[q • m', Mx] = 0, [q • m', Mj\ = 0, 
[ q m ' J ] = 0 
amint azt megköveteltük. így az 
ew(q • m' — / [k, q • m'J) e i s 
úgyhogy 
q • m' + i [k, q • m'] (39) 
összefüggéssel definiált 0 konjugáltja A-nak, és kommutál /с'-vei, p-vel és /-vei ; 
ezenkívül igazolható, mint egyetlen elektron esetében is, hogy r-rel és /+-rel is 
kommutál. Analóg módon definiálhatjuk 0'-t az 
eí9' (q' • m - i [k', q' • m]) <?i9' = q' • m + / [к', q' • m] 
összefüggéssel. 
Ahhoz, hogy ф-t definiálhassuk, be kell vezetnünk a 
gx = my m'z — mzm'y = My m'z — m'y M. = m'z My — Mz m'y, 
u„ = m, m'x - mx m' = M, m'x - m' Mx = m'x M. - Mxm', 
gz = mx m'y — mym'x — Mxm'y — m'x My = m'y Mx Mym'x, 
(40) 
(41) 
mennyiségeket. Kapjuk: 
(42) [M z, gx] = [mz, m y m'z] + [m'z, - mz m'y] = - mx m'y + m, m'x = gy, [M,, = [m,, - mx m':] + [m'z, mz m'x\ = - my m'z + mz m'y = - gx, J 
[Mz, gz] = my m'y + mx m'x — mx m'x — my m'y = 0, (43) 
továbbá 
p • m = (m. m y — my m.) m'x + (mx mz — mz mx) m'y + (my mx — mx my) m'z = 
= — ih (mx m'x + my m'y + m, m'.), 
és 
p • m' = mx (m'y m'z — m', m'y) + my (m'z m'x — m'x m'z) + m. (m'x m'y — m'y m'z) = 
= ih (mx m'x + my m'y + mz m'z), 
úgyhogy 
p • m = 0 (44) 
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A px, py, pz és Мх , My, Mz mennyiségek között fennálló (42), (43) és (44) 
összefüggések pontos megfelelői az x, y, z és mx, my, mz mennyiségek között 
fennálló (5), (6) és (4) összefüggéseknek, úgyhogy (5), (6) és (4) mindazon következ-
ményei, amelyeknek bizonyítása nem kívánja meg, hogy x, y, z egymással kommutál-
janak, közvetlenül alkalmazhatók a p és M mennyiségekre. A (13), (18) egyenletek 
ilyen következmények; a p-kre alkalmazva éppen a (21) egyenleteket szolgáltatják, 
s így igazolását képezik a j hatásváltozó (20) definíciójának. [Az a tény, hogy (13), 
(18) járulékos feltevést képez, mely к definíciójának kiegészítéseként fogható fel, 
itt megismétlődik; (21) ugyanis hasonló járulékos feltevést jelent, ami j definíciójá-
nak kiegészítőjeként fogható fel.] A (33) egyenlet, ha azt a p-kre alkalmazzuk, ha-
sonló módon a 
j [ j , /<zl = Mypx-Mxpy + Y ihpz (45) 
eredményre vezet, melyre később szükségünk lesz. 
Nyilvánvaló, hogy pz kommutál az r, pr, r', p'r, к és k' mennyiségekkel, és 
bebizonyítottuk, hogy p-vel is felcserélhető; így tehát pz-1 vehetjük а ф meghatá-
rozása céljából (23)-ba а helyére behelyettesítendő mennyiségnek. Kapjuk: 
e'* (pz - i[j, pz)) t» = pz + i [ j , pz]. (46) 
Ezzel felállítottuk mindazokat az összefüggéseket, amelyek fennállása szükséges 
ahhoz, hogy az új változók kanonikusak legyenek; kivételt csupán a szögváltozók 
egymással való felcserélhetősége képez, ennek azonban, akárcsak korábban egyetlen 
elektron esetében, dinamikai szempontból nincs jelentősége. Kivéve a p, cp és ф 
változókat, valamennyi új változó nyilvánvalóan invariáns az (1) transzformációval 
szemben. 
Ahhoz, hogy a (39) és (46) transzformációs egyenleteket a (31) alakra hozzuk, 
mindegyikük esetében ki kell számítanunk az (a + ib)(a — ib) kifejezést. A (46) össze-
függés esetében a (34) egyenlethez vezető gondolatmenet közvetlenül alkalmazható; 
к helyett j-t, mx és my helyett Mx-et és My-t, mz helyett p-t, végül л:, z és ç, t], Ç 
helyett px-et, py-t és pz-t írva kapjuk: 
j ( j - h) (pz + i [ j , pz]) (pz - i [ j , pz]) = 
= Üí-P2) (Pl + P2y + pl) + ihp (px Py - PyPx) - (47) 
- Íj 2 {Mx (Py pz - Pz Py) + M y (pz px - PX Pz)}. 
Fennáll : 
pI+pI + PÍ — 2 (ml m'z2 + ml m'y2 - m y mz m'z m'y - mt my m'y m'z) = 
xyz 
= (ml + m2y + ml) (m'x2 + m'/ + m'z2) -
— (mx m'x + m y m'y + mz m'jf + 
+ 2 (>ny mz - mz my)(m'y m'z — m'z my) = 
xyz 
=z m2 m'2 — (m • m')2 - h2 m • m', 
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és 
[Их. Ну] = ÍHx, m а m'x + m-. [Нх, "q ~ [Нх > '».vi ' f i ~ "h [Hx, mz\ = 
= mxm'zm'x + mz(mym'y + mzm'z) — 
— ( — mz ifi - my m'y) >fi + mx mz m'x = 
= (m, + mj) (mx m'x + mym'y + m, m',) + 
+ (mx mz — mz mx) m'x + my (m'y m'z — m'z m'y) 
- Mz m • m', 
minthogy a két utolsó tag kiejti egymást; hasonló összefüggések érvényesek [ц
у
, /i.j-re 
és [pz, px]-re. Eszerint (47) jobb oldala eképpen alakul: 
Ü l - P 2 ) {m2m'2-(m • m')2 - /г2m • m'} -h2 fi m • m' + 
+ hj2 (M% + My) m • m' = 
= 0 1 -P2) {m2 m'2 - (m • m')2} - h2j\ m m' + hj2 (jLj2-p2) m m = 
= (Л - P2) {m2 m'2 — ( m •m ' ) 2 + h)2 m • m'}. 
Fennáll 
m • m' = \ Ü1J2 — kik2 — k[ k'2) = (48) 
= i (j!-fik2-k'xk2 + hj2), 
m - m ' - hj2 = j ( y ! - kjk2-k[k2-hj2), 
m2 m'2 — (m • m' — hj2) m • m' = kxk2k'xk'2 — \ {(j\ — k1k2 — k'x k2)2 — h2j2] = 
= - i [A - 2j\ (kx k2 + k'x k2 + \h2) + 
+ (kx k2-k'xk2)2} = 
= - i {A - 2j\(k2+k'2) + (к2 - к'2)2} = 
= \(k, k',j2), 
ahol az 
(a, b,c) = — (a4 + 34 + c4 - 2b2c2 - 2c-a2 - 2a2b2) = 
= (a + b + c)(a + b — c)(a - b + c)( — a + b + c) 
jelölést alkalmaztuk egymással felcserélhető a, b, с mennyiségek esetére. Eszerint 
(47) a következő egyszerű alakba í rható: 
j(j-h) (pz + i [ j , gz])(gz - i [ j , pz]) = UA-p2)(k, k',j2). (49) 
Az (ű + ib)(a — ib) szorzat kiszámítása a (39) egyenlet esetében bonyolultabb, 
s a módszert csupán jelezzük. A kiszámítandó (q«m' + i[Ar, q • m'])(q • m' — i[k, q-m']) 
szorzat három 
m'x
2(x + i[k, JC]) (X — i [k, A]) 
és három 
{m'x m} (x + i [k, x])( j>- i [k, >•]) + m'y m'x (y + i[k, j']) (x - i [k, x])} 
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típusú tag összege. Az első három tag értékét közvetlenül megadja a (35) egyenlet, 
míg az 
(x + i[k, x\)(y - i[k, y]) és (y + i[k, y])(x - i[k, x]) 
tagok összegének értéke úgy kapható meg, hogy az (1) lineáris transzformációt 
alkalmazzuk a (35) képletben z-re és njz-re, és az egyenlet két oldalán egyenlővé 
tesszük l3m3 együtthatóit. Ily módon eljárva kapjuk végül: 
k(k — A) (q • m' + i[k, q • m']) (q • m' — i [k, q • m']) = b(k2,k',j)r\ (50) 
A (49), (50) összefüggések segítségével a (46), (39), (40) transzformációs egyen-
letek a (31) alakba írhatók, és a következő eredményt adják: 
Pz+ilj, PÂ = У-ЧЛ-Р2)Чк, = 
= $г*е<чя-р2)чк,к',а)*г*, 
Pz-i(j,Pa\ = У-*(Я-Р2)Чк,к',у\)*е-ЧТ* = 
= $г*е~'чя-р2)чк, k',h)±r\ 
(51) 
és 
q • m' + г [к, q • m'] = l r k ~ * ( k 2 , = \ 
q • m' — г [A:, q • in'] = irk~*(k1,k',fpe-,*k-* = ( k 2 , k ' J 1 ; 
hasonló összefüggések érvényesek Э'-re. 
7. Kettőnél több elektronból álló rendszerek 
A transzformáció kiterjesztése kettőnél több elektront tartalmazó rendszerekre 
úgy történhet, mint a klasszikus elméletben, amint azt az 1. szakaszban kifejtettük. 
A törzshöz tartozó Mx, My, Mz, valamint./ mennyiségek képezik a teljes rendszer 
esetében az m'x, m'y, m'z és k ' mennyiségeket. A törzs i/i-jét kismértékben meg kell 
változtatnunk annak érdekében, hogy megadja az egész rendszer S'-jét; a törzs 
i/i-jének ugyanis kommutálnia kell a törzs M.-jével, azaz. a teljes rendszer mz-jével, 
míg az egész rendszet 9'-jének ezt nem kell megtennie, minthogy m'z nem hatás-
változó, ehelyett azonban kommutálnia kell az egész rendszer p-jével és y'-jével. А ф 
változónak ez a megváltoztatása oly módon történik, hogy a (46) definíciós egyen-
letben /<z-t a törzshöz tartozó (ßx, py, g,) és a külső elektronhoz tartozó (m x , my, mz) 
skaláris szorzatával helyettesítjük, éppen úgy, ahogy 9 definícióját változtattuk meg 
az egy elektron esetéről a kételektronos esetre való áttérésnél, z-t a (29) képletben 
a q-m' skaláris szorzattal helyettesítve. Ez a változás 9'-1 az (1) transzformációval 
szemben invariánssá teszi; a törzs ф-je nem volt invariáns. A klasszikus elméletben 
ennek a változásnak a geometriai jelentése a következő : a törzs i//-je a törzs azimutját 
adja meg a törzs j momentumának iránya körül, a j momentumot és a z-tengelyt 
tartalmazó síktól mérve, míg az egész rendszer 9'-je ugyanezt az azimutot szolgál-
tatja, de a törzs j momentumát és az egész rendszer j momentumát tartalmazó sík-
tól mérve. 
Kettőnél több elektron rendszere több különböző módon tárgyalható, mint-
hogy az impulzusmomentumok különféle szkémák szerint adhatók össze; először 
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összeadhatjuk például a két külső elektron impulzusmomentumát, azután 
hozzáadhatjuk ezt az összeget a többi elektron eredő impulzusmomentumához. 
Az, hogy a különféle módszerek közül melyik a legalkalmasabb, a Hamilton-operátor 
különböző perturbációs tagjainak relatív fontosságától függ. A hatásváltozók 
(kivéve p-t) mindenkor impulzusmomentum-vektorok nagyságával állnak kapcsolat-
ban (17) és (20) típusú egyenleteken keresztül; a 4. szakasz módszere mindig fel-
használható a szögváltozók megkeresésére. 
8. Alkalmazások. Hatásváltozók értéksorozatainak határai 
A most következő alkalmazások csak olyan Hamilton-függvény esetére vonat-
koznak, amely mellett k, k', j,p valódi hatásváltozók, vagy közelítőleg azok. 
Ahhoz, hogy elméletünkből fizikai eredményeket nyerjünk, a hatásváltozókat 
a c-számok egy rendszerével kell helyettesítenünk, mely egy stacionárius állapot 
jellemzőjének tekinthető. A különböző c-számértékek, melyeket valamely adott 
hatásváltozó felvehet, számtani sorozatot alkotnak a h konstans különbséggel, 
mely rendszerint korlátos, legalábbis egyik irányban, ami biztosítja a rendszer 
normálállapotának létezését. A Descartes-koordináták Fourier-sorfejtésében mind-
azoknak a tagoknak, amelyek valamely, a korláton belül eső stacionárius állapot-
ból egy kívül esőbe vezető átmenetnek felelnek meg, el kell tűnniök. Úgy tetszhet, 
hogy ezeket a feltételeket nehéz kielégíteni, és hogy általában nincs mód olyan szám-
tani sorozatot választani, amely azoknak eleget tenne. A gyakorlatban, úgy látszik, 
általános szabály, hogy ezek a feltételek kielégíthetők. Azt, hogy ez mi módon tör-
ténik, mutatja a következő tipikus példa. 
Tegyük fel, hogy w szögváltozó és У a konjugált hatásváltozó, és hogy mindenütt, 
ahol eiw fellép a transzformációs egyenletekben, közvetlenül előtte ott áll a 72 — с 
tényező, ahol с egy c-szám, és mindenütt, ahol e~iw fellép, közvetlenül mögötte ott 
áll a J2 — с tényező, mely egyenértékű a közvetlenül e~iw előtt álló Jx — c tényezővel. 
Ezután feltesszük, hogy У а ( с + | A)-nál végződő c + f A, c + \h, c + f A, ... soro-
zat értékeit veszi fel. А (c + f Л, с — f A)-val kapcsolatos amplitúdó úgy kapható, 
hogy az eiw előtt vagy az e~iw mögött álló együtthatóban J = c + f A-t írunk, 
melyek így eltűnnek a J2 — c tényező folytán. A (c + f A, c — f A)-val és (c + f A, 
c —f A)-val kapcsolatos amplitúdókat úgy kapjuk, hogy az e2iw előtt vagy az e~2iw 
mögött álló együtthatóban J = c + f A-t és J = c + f A-t írunk. Mármost e2iw 
csak a 
{(J2 - с) eiw}2 = (J2 - c) eiw (J2 - c) eiw = ( 7 - с - f A) ( 7 - с - J A) e2iw 
kifejezésen keresztül léphet fel, úgyhogy együtthatója eltűnik, ha J = c + f A 
vagy c + f A, és hasonlóképpen e~2iw csak a 
{e-iw(J2-c)}2 = e~2iw(J-c-ih)(J-c-i A) 
kifejezésen keresztül léphet fel. Ugyanígy e3iw csak a 
{(.I2-c)eiw}3 = (J— с — JA) (7— с — f A) (7— с — f A) e3iw 
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kifejezésen keresztül léphet fel, és együtthatója eltűnik, ha / = c + ^ /?, c + % h 
vagy c + f A s.í.t. így a Fourier-kifejtésben mindazok az amplitúdók, amelyek 
7-nek egy c-nél nagyobb és egy c-nél kisebb értékét kötik össze, eltűnnek, ami iga-
zolja J értékeinek sorozatára vonatkozó választásunkat. Éppígy választhattuk volna 
a c — ^ h, c—\h,c — \h, ... sorozatot. A J=c értéket nevezhetjük mindkét eset-
ben a sorozat határának. 
Ugyanígy, ha több hatásváltozónk van, mondjuk J é s / ' , és ha eiw előtt a transz-
formációs egyenletekben mindenkor egy / ( / 2 , / ' ) tényezőt tartalmazó együttható 
áll, e~iw-t pedig az f(Jx, J j faktor előzi meg, a / értékek határának / ( / , / ' ) vehető. 
Ezt az egyenletet úgy is felfoghatjuk, mint a / ' értékek határának rögzítőjét, ennél-
fogva szükséges, hogy az / ( / , Jj) tényező mindenkor eiw előtt, / ( / , / [) pedig e~iw 
előtt lépjen fel. 
Foglalkozzunk most (32)-vel és (36)-tal, az egy elektronból álló rendszer szög-
változóira vonatkozó transzformációs egyenletekkel. Látjuk, hogy é 9 előtt a (/' —p.,)', 
(j+Pzfi tényezők állnak — ezek megegyeznek (k—p2)*-nel, ül- (к +p2)*-nel —, 
é* előtt pedig (k-px)*-t és (k+pj^-t találjuk; továbbá еш előtt (k2-p)> és 
(k2+pfi, e -1 '3 előtt pedig (k 1—p) i és (kx+pfi áll tényezőként. Valamennyi fel-
tétel teljesül tehát ahhoz, hogy к —p = 0 és к +p = 0 szolgáltassa a hatásváltozók 
értékeinek határait. Adott к mellett tehát p a \k\—\Л-tól — \k\+%h-ig sorakozó 
2\k\ értéket veszi fel. Meg lehet mutatni, hogy к feles értékeket vesz fel, ha a cent-
rális tér egy a távolság négyzetével fordítva arányos erőtérből, s egy erre szuper-
ponált kicsiny, a távolság köbével fordítva arányos erőtérből áll (a nem-relativisz-
tikus mechanikát használjuk), így tehát értékei: ± i h, + f A, ± f A, ..., melyek 
a spektroszkópia S, P, D, ... termjeinek felelnek meg. Az S, P, D, ... termekhez 
rendre 1 ,3 ,5 , ... stacionárius állapot tartozik, ha a rendszert mágneses tér segít-
ségével nem-elfajulttá tesszük; ez összhangban van a szingulett spektrumokra vonat-
kozó megfigyelésekkel. 
Már megmutattuk, milyen kiválasztási szabályok érvényesek k-ra és p-re. 
Igazolnunk kell még, hogy k = %h ésk = — ^ A között nem mehet végbe átmenet; 
ezek ugyanis kísérletileg mint S — S átmenetek jelentkeznének. На к = h, 
p számára az egyetlen lehetséges érték zérus, úgyhogy figyelmünket csak olyan át-
menetekre kell kiterjesztenünk, amelyekben p nem változik. A (36) vagy (38) kép-
letekből látható, hogy k=\h, p = 0 behelyettesítés esetén a z Fourier-kifejtésében 
e'3 előtt álló együttható eltűnik, úgyhogy a k = \ h-»k = — \ h átmenet nem mehet 
végbe. 
Két- vagy többelektronos rendszer esetében a (32) és (51) egyenletekből látjuk, 
hogy j±p = 0 adja meg j és p értékeinek határát, az (51), (52) egyenletek, valamint 
az (52)-nek megfelelő, 9'-re vonatkozó egyenletek pedig mutatják, hogy к, k' és 
j értékeire a határokat к ± k' +j = 0 adja meg. Eszerint p a \j\—\ A-tól — | j\ + ^ A-ig 
terjedő értékeket veszi fel, mígy'-nek az értékei pozitív к és k ' mellett k + k ' — \ A-tól 
\k — k'\ A-ig sorakoznak, összhangban a kísérletekkel. Ez a szabály általános-
ságban érvényes két tetszőleges impulzusmomentum összeadására. 
А к = \ h-»k — —\h átmenet továbbra is tiltott, ha ugyanis к = ± ^ A , 
/ csak a k' értéket veheti fel, úgyhogy j nem változhat meg ezen átmenet során, 
és (52) szerint az e'3 előtt álló együttható eltűnik, ha behelyettesítjük aA = | / i , j = k' 
értékeket, tekintettel a (k2 + k'— j f i vagy a (k2 — k'tényezőre. 
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9. Az anomális Zeeman-effektus 
A jelenlegi elmélet nem ad semmilyen magyarázatot azokra az atomi jelen-
ségekre, melyek a „duplexitás" címszó alá tartoznak; ezek: a relativitás és az árnyé-
kolási dublettek különös kapcsolata a röntgen-spektrumokban, a spektroszkópia 
elágazási szabálya, és az anomális Zeeman-effektus. Ha azonban az atom megszokott 
modelljét vesszük alapul, mely egy normál világító elektronból áll, valamint egy 
törzsből, melyre a mágneses momentum és a mechanikai impulzusmomentum 
viszonya kétszerese a normál Lorentz-értéknek, úgy a jelenlegi elmélet a helyes 
g-formulát szolgáltatja a stacionárius állapotok energiájára gyenge mágneses tér-
ben minden további feltevés nélkül. 
A z-tengely irányába mutató mágneses térbe helyezett atom energiája ezen 
modell alapján az 
mz + 2 m'z = Mz + m'z 
értékkel arányos (a normál modellből Mz adódnék). Ha a tér gyenge, használhatjuk 
a perturbációelméletet, mely szerint a stacionárius állapot energiaváltozását első 
rendben a perturbációs energiának a perturbálatlan rendszer uniformizáló változói 
szerint képezett Fourier-kifejtésében a konstans tag adja meg. Meg kell tehát hatá-
roznunk a konstans tagot (M. + wz)-nek a 0, 0', cp és ф változók szerint képezett 
Fourier-kifejtésében. A (45), (41) képletekből kapjuk: 
j [/> Pxi = My (My m'z - m'y MS) - Mx(m'x M, - Mx m'z) + i ihpz = 
= (Ml + M'] + Ml) m'z - (Mx m'x + Мут'у + Mz m'z) M._ +1ihpz. 
Az (51) egyenletek szerint //z és [/, /(_] Fourier-kifejtéseiben konstans tag nem 
lép fel. így tehát m', kifejtésében a konstans tag 
Mx m'x + M y m'y + M. m'z _ k{ k'2 + j ( j \ j 2 -kxk2- k{ k'2) 
Ml + Ml+Ml M-- j j 2 
(itt felhasználtuk (48)-at), Mz + m'z kifejtésében pedig a konstans tag 
j1j2 ) 
Ebben a kifejezésben M . együtthatója a g-érték, s az megegyezik Landé képletével.5 
10. Multiplettek vonalainak relatív intenzitásai 
Valamely atom Jr = nrli állapotából a Jr = (nr — a)h állapotba vezető átmenet-
nek megfelelő rezgés amplitúdója oly módon kapható, hogy Jr = nrh-1 beírjuk az 
atom teljes polarizációjának Fourier-kifejtésében az exp / '2 otrwr előtt álló együtt-
r 
hatóba, vagy pedig úgy, hogy Jr = (nr-y.r)k-1 az ezen exponenciális mögött álló 
6
 Landé, Zeits. f. Phys., 15, 189 (1923). 22 
A „CSOMÓK KIKÜSZÖBÖLÉSE" A KVANTUMMECHANIKÁBAN 5 6 1 
együtthatóba írjuk be. Az amplitúdókat jelenleg nem tudjuk ténylegesen meghatá-
rozni, minthogy nem ismerjük az r-eknek és pr-eknek megfelelő hatás- és szögvál-
tozókat. Ha azonban feltesszük, hogy r Fourier-kifejtése nem tartalmazza a p, /, (p, ф 
mennyiségeket, úgy ha x/r-et, y/r-et, z/r-et ei(p, e'* szerint Fourier-sorba fejtjük, 
az együtthatók viszonya megadja a megfelelő amplitúdók viszonyát. így tehát meg-
határozhatjuk valamely multiplett vonalainak, és ezen vonalak gyenge mágneses 
térben bekövetkező felhasadásakor nyert komponenseknek relatív intenzitásait.6 
Egyelektronos rendszer esetében a (38) egyenletek nyomban megadják a mág-
neses térben nyert komponensek relatív amplitúdóit. A törzsből és világító elektron-
ból álló elektron esetében x, y, z Fourier-kifejtését a (32), (51) és (52) képletekből 
kell kiolvasnunk. Célszerű bevezetni a következő mennyiségeket: 
?.x = Myz — yM. = zMy — M, у = Myz— Mzy — ihx, 
Xy - Mzx — zMx = xM: — Mxz = M,x— Mxz — ihy, 
A. = М
х
у — хМ
у
=уМ
х
—М
у
х= Mxy— MyX — ihz. 
Fennáll: 
Mx Xx + My Xy + Mz Xz = 2 { W c M у - My Mx) z - ihMz z} = 0, (53) 
xyz 
továbbá 
[Mz,Xx] = [Mz, Myz—yMz] = -Mxz + xMz = Xy, 
[Mz,Xy] = [Mz,Mzx-zMx] = M.y — zMy i C'J 
(54) 
[M:, Xz] = [Mz, Mx y - xMy] = My y — Mxx — yMy + xMx = 0. (55) 
A X-k és M-e к között fennálló (53), (54), (55) összefüggések pontosan megfelelnek 
az x, y, z és az m-e к között fennálló (4), (5), (6), vagy a /i-k és az M-ek között fenn-
álló (44), (42), (43) összefüggéseknek. A (4), (5), (6) összefüggésekből leszármaz-
tatott eredményeket ennélfogva közvetlenül alkalmazhatjuk a /-kra. Kapjuk tehát, 
(33)-nak vagy (45)-nek megfelelően: 
j [ j , Xz] = MyXx — Mx Xy + i ihXz ; (56) 
a Xx, Xy, Xz mennyiségek azonosnak vehetők a (34) egyenletben szereplő £-vel, 
g-val és £-val is, és x, y, z helyett px, py, pz írható, feltéve, hogy az mx, my, mz, к 
mennyiségeket az Mx, My, Mz,j mennyiségekkel helyettesítjük. íly módon kapjuk: 
j (J - h) (pz + i [ j , pz\) (Xz - i [j, Xz]) = 
= 0 1 -p2) (px К + Py Xy + pz Xz) + ihMz (px Xy - py Xx) -
- Ü2 {Mx (ßy К - pz Xy) + My (p2 Xx - px X2j). (57) 
6
 Egy vonal komponenseinek relatív intenzitásait mágneses térben Born, Heisenberg és Jordan 
(loc. cit.) mátrix-módszerük segítségével leszármaztatták. 
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Fennáll: 
Px К + Py Х
У
 + Pz К = 2 № my - m'y mz) (My z-Mzy- ihx) = 
xyz 
= Z {(mz my — m'y mz) My — (m'x m. — m'z mx) Mx — 
xyz 
— ih (m'y mx — m'x my)} z = 
= Z im 'z (>nx Mx + my My + mz Mz) -
xyz 
— (m'x Mx + m'y My + m'z M.) m,} z = 
= z {(mx Mx + my My + mz Mz) m'z + 
xyz 
+ mx (m'z Mx — Mx m'z) + my (m'z My — My m'z)} z = 
= m • M m' • q + ihg • q. 
Továbbá 
P x K ~ P y X x = Px(xMz-Mxz)~ g y ( M y z - y M.) = 
- (gxx+gyy + gzz) Mz-(gxMx + gyMy + gzMz)z = 
= p • q Mz, 
és hasonlóképpen 
P у К - Pz К = P • Я Mx, 
PzK-PxK = ц-ч м
у
, 
míg 
p • q = Z(mym'z- mz m'y) x = Z (my x~ mx У) m'z = 
xyz xyz 
= к [к, q • m'] — ih q • m', 
amint az (33)-ból következik. Felhasználva ezeket az eredményeket és azt a tényt 
hogy Mx, My, Mz kommutál p-q-val (ugyanis kommutálnak A-val és q-m'-vel) 
az (57) egyenlet a következő alakot ölti: 
j ( j - h) (gz +1 [./, gz]) ().z - i [ j , Aj) = 
= (jï~ P2) (m • M q • m ' + /7гр • q) + i \itM\ + -Л72)} p • q = 
= ( Â ~ P 2 ) (m • M q • m' + /Лр • q - ij\ p • q) = 
=
 i (j2—p2) {(jiji + A2 — k'2) q • m' — 
- lij2 (A [A, q • m'] ih q • m')} = 
= i 0 1 - P2) {(* + к' +72) (к - A' +A) (q • m' - i [A, q • m'j) -
- (A + A ' - j 2 ) ( - A + A' +y2) (q • m' + i [A, q • m'])}. 
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Helyettesítsük be most pz + i[j, pz], q-m' — i[k, q-m'] és q -m ' + i[k, q-m'] helyére 
ezen mennyiségek (51) és (52) alatt megadott értékeit. 
Egyszerűsítéseket végezve és e'^-t a jobb oldalra áthárítva kapjuk: 
K-i[hK) = r { f 4 ] P f f i (58) 
ahol 
F+1 = Uk + k'+j + ^h)Hk-k'+j + ih)Hk + k'+j+ih)i(k-k'+j + i hß + 
+ ( j + {h)í ki (k + hß, 
k i = i(k + k ' - j - \ h ß (-k + k' +j + ih)i (k + k ' - j - f hß (-k + k' +j+$hß Ar 
A-(j+±hßki(k-hß. 
Hasonlóképpen meg lehet mutatni, hogy 
K + i[j,K] = Г f l j f j j { F K e ^ - F ^ e - ^ - ^ (59) 
ahol az F'_x, F_x mennyiségek az F+1, ill. F'+1 mennyiségből nyerhetők A-t —A-val 
helyettesítve. Az (52) összefüggésből nyerjük: 
q • m' = r ( j j j j ß (F0 е~ш + F'0 e% (60) 
ahol 
К = i ß (к + к' +j+i hß (к + к' - j + f А)* (к - к' +j+i hß (—k + k' +j - { hß 
-vßßkßk + hß, 
az Fg mennyiség pedig F„-ból A-nak -A-val való helyettesítésével áll elő. Az (56) 
összefüggésből kapjuk: 
j [ j , Xz] = My (My z - yMz) - Mx (xMz — Mx z) + f ihL = 
= (Ml + M2y + M2z)z-(Mxx + Myy + Mzz) Mz + {ih),z. 
így tehát 
hî%z = q m ' p - f ihL +j [ j , AJ, 
vagy 
2 = ^ q • m' + f I i (Az - 1 [ j , AJ) - Ü - (Az + i [ j , AJ). (61) j1j2 jl j 2 
Kapjuk továbbá (61) felhasználásával: 
(x + г» (Mx - iMy) = xMx+yMy + i (yMx - xMy) = 
= q • m ' — p z + ;(/.. — ihz) = 
_ jih-p(p-h) , , , . Л - ( р - А ) „ , , u 
= — — q - m +±i - : (Xz — i[j,az]) + j1j2 ji 
j 2 
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Vigyük át most az Mx — iMy tényezőt a jobb oldalra, és ( M x — iMy)~x helyére helyet-
tesítsük be annak értékét a (32) egyenletből, ti. a (j2 —pl)~iei(p értéket. A tényezők 
átrendezésével kapjuk az 
eredményt. 
A xfr, y/r, zjr mennyiségek Fourier-kifejtésének leszármaztatására most már 
csupán a q -m ' , Xz — /[/, <У, és X2 + i[j, X,] mennyiségeket kell (61)-ben és (62)-ben 
a (60), (58) és (59) által megadott értékeikkel helyettesíteni. Az így kapott amplitúdó-
arányok teljes összhangban vannak a korábban Kronig és mások 7 által speciális 
feltevések segítségével, és a kísérletekkel megegyezésben kapott értékekkel. A jelen 
dolgozat F+1, F_x, F0 mennyiségei Kronig F + 1 , F_x és \ F„ mennyiségeinek négy-
zetgyökeivel arányosak. 
Köszönet illeti meg R. H. Fowler urat, a Királyi Társaság tagját kritikájáért 
és a z ezen dolgozat megírásában nyújtott segítségéért. 
Az új kvantummechanikát, amely nem-kommutatív algebrán alapszik, alkal-
maztuk egy közelítőleg centrális erőtérben mozgó néhány elektron problémájára. 
Kanonikus transzformáció segítségével új változók rendszerét vezettük be, melyek 
magukban foglalják minden egyes elektron A-ját és az egész rendszernek megfelelő 
j-t. Azt találtuk, hogy az egyes A mennyiségek nem egyenlők az elektron impulzus-
momentumának nagyságát megadó m-mel, mint a klasszikus elméletben, hanem 
m-mel az m2 =(A + £ A)(A— h) képlet által megadott kapcsolatban áll, és hasonló 
összefüggés érvényes j és az egész rendszer eredő impulzusmomentuma között. 
Megmutattuk, hogy az elmélet két adot t A-jú impulzusmomentum eredőjének 
j értékeire a helyes határokat szolgáltatja, és megadja a helyes g-formulát gyenge 
mágneses-térbe helyezett a tom energiaszintjeire, az atomtörzs szokásos mágneses 
anomáliájának feltevése mellett. Ugyancsak kiadja az elmélet Kronig eredményeit 
a multiplettek vonalainak és azok gyenge mágneses tér hatására előálló komponen-
séinek relatív intenzitásaira. 
' Kronig, Zeits. f. Phys., 31, 885 (1925); Sommerfeld és Hönl, Sitz. d. Preuss. Akademie, 
141 (1925); Russell, Proc. Nat. Academy Sciences, U. S. A., 11, 314 (1925). 
Y + = (Xt-i[j,XJ) + 
(62) 
Összefoglalás 
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FOLYÓIRAT ISMERTETÉS 
HEALTH PHYSICS 
Egy évtizeddel ezelőtt, 1958-ban érett meg a helyzet arra, hogy a sugárvédelem eredményeinek 
közzétételére külön tudományos folyóirat szülessék. A „Health Physics" az USA sugárvédelmi 
társaságának, a Health Physics Sociely-nek a hivatalos folyóirata. A Health Physics változó terje-
delmű füzetekben jelenik meg, eleinte kisebb, ma már több, mint ezer oldal terjedelmű anyag képez 
egy-egy évfolyamot. Az évfolyamok összeállításánál nem ragaszkodnak a naptári évhez, így például 
az első tíz évfolyama az 1958-tól 1964-ig terjedő időszakban jelent meg. A folyóirat hivatalos nyelve 
az angol, francia, német és orosz, a cikkek nagy többsége azonban angol nyelven lát napvilágot. 
A folyóiratban napjainkig már olyan sok közlemény jelent meg, hogy az általuk felölelt témák-
ról még közelítő áttekintést sem adhatunk. Az orvosi sugárvédelmi kérdésektől és a katonai vonat-
kozásoktól eltekintve — amiket átlagosan csak évi egy-két cikk képvisel — a sugárvédelemnek 
minden elméleti, alapkutatás jellegű és alkalmazási, méréstechnikai kérdése bő teret kap a Health 
Physics hasábjain. 
A Health Physicsben a tudományos eredmények cikkek, rövid közlemények (notes) és a szer-
kesztőnek írt levelek (letters to the editor) formájában jelennek meg. Ezen kívül a folyóirat tájékoztat 
az egyes országokban folyó sugárvédelmi tevékenységről, a sugárvédelmi társaságok munkájáról, 
tudományos konferenciákról. 
« K. M. Zs. 
RADIOPROTECTION 
A francia sugárvédelmi társaság, a Société Française de Radioprotection folyóirata 1966-ban 
indult meg. A Radioprotection kizárólag francia nyelven közöl cikkeket. Anyaga eredeti munkákról 
beszámoló cikkekből és (általában nagyobb terjedelmű) összefoglaló közleményekből tevődik össze. 
Igen részletes, több részből álló közlemény foglalkozott például a proporcionális számlálók sugár-
védelmi alkalmazásaival, összefoglaló közlemény jelent meg ezen kívül az aktivációs neutrondetek-
torok, a szilárdtest — nyomdetektorok és a radiofotolumineszcens detektorok köréből. D. Blanc 
a vezetése alatt működő Toulouse-i atomfizikai kutató központ sugárvédelmi tevékenységét ismer-
tette. Több közlemény foglalkozott biofizikai kérdésekkel és radionuklidok metabolizmusával is. 
A tudományos publikációkon kívül a folyóirat könyvszemlét, továbbá a. francia sugárvédel-
mi társaság munkájáról szóló híreket is közöl. 
M. Zs. 
RSIC NEWSLETTER 
Havonta, 6—12 oldal terjedelemben megjelenő referáló folyóirat. Az Oak Ridge-ben székelő 
Radiation Shielding Information Center (RSIC) adja ki. A RSIC célja: összegyűjteni és folyóiratán 
keresztül referálni a világszerte megjelenő sugárvédelmi tárgyú publikációkat. A RSIC nem doku-
mentációs központ, tehát a referált irodalmi anyagot tőle nem lehet beszerezni, azonban saját 
folyóiratával és egyéb kiadványaival az érdeklődőknek kívánságra térítésmentesen eljuttatja. 
A RSIC Newsletter a figyelt témákat a következő csoportosításba adja közre: Reaktorok 
árnyékolása és árnyékolás atomfegyverek sugárzása ellen. Gyorsítók sugárvédelme és a kozmikus 
sugárzás árnyékolása, számítógép programok védelem számításra. 
5 6 6 FOLYÓIRAT ISMERTETÉS 
A RSIC időnként, a RSIC Newsletter kiegészítéséül terjedelmes összesített bibliográfiát bocsát 
ki név és tárgymutatóval. 
A RSIC — referáló folyóiratán kívül — időnként riportokat is bocsát ki (jelzésük : ORNL-
RSIC-sorszám). Ezek a riportok összefoglaló jellegű, rendszerint már másutt megjelent, de nehezen 
hozzáférhető anyagot tesznek közzé. Néhány ilyen anyag például: Sugárvédő falakban levő nyílások 
és üregek hatásának számítási módszerei (RSIC-20), Neutron és gamma-sugár albedók (ORNL-
RSIC-21). E két anyag megegyezik a Weapons Radiation Shielding Handbook egy-egy fejezetével. 
Több riport a szoláris kozmikus sugárzás árnyékolásának kérdéseivel foglalkozik. 
M. Zs. 
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